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ОБ ОДНОЙ ФОРМУЛЕ СЛЕДОВ

В настоящей работе выводится соотношение между данными рас
сеяния для обыкновенного дифференциального оператора Ь порядка 
2п^>2 на полуоси (см. [1]—[3]). Это соотношение является обобще
нием известной в случае п=1 формулы Левинсона [4] (см. также [5], 
[6]) и представляет собой формулу для индекса некоторого оператора 
V, построенного при помощи данных рассеяния. Оно позволяет усо
вершенствовать указанные автором в [7] необходимые и достаточные 
условия, налагаемые на данные рассеяния, при которых разрешима об
ратная задача. Аналогичные соотношения будут приведены здесь так
же для оператора Штурма—Лиувилля с матричным потенциалом и 
для оператора Дирака.

В случае оператора Штурма—Лиувилля со скалярным потенциа
лом известное соотношение между данными рассеяния имеет вид (см. 
[6], стр. 195, 221)

~ [1п 5 (+ ос)- 1п 5 (4-0)]4- [5 (оо) - 5 (0)] = ֊ г,
2кг 4

где 5 (/.)— функция рассеяния, аг — число собственных значений. Ана
логичное соотношение, как показали 3. С. Агранович и В. А. Мар
ченко [8], имеет место и в случае оператора Штурма—Лиувилля с 
матричным потенциалом. В связи с этим отметим, что в случае опера
торов Штурма—Лиувилля полученные здесь соотношения по форме 
отличаются от известных и, конечно, эквивалентны им.

1. Пусть £ — самосопряженный дифференциальный оператор, по
рожденный в пространстве А2 (0, оо) заданной по формуле

2л-2
(*)]= (—1)" У,2а) (х) + 2 Чк.(х) у<кЦх), 0<х<со, (1)

*-0

самосопряженной по Лагранжу дифференциальной операцией I поряд
ка 2п>2 (см. [2], [9], [10]), где коэффициенты д* (х) при к>1 имеют 
абсолютно непрерывные на каждом конечном отрезке [а, 6]с(0, со) 
производные до (к—1)-го порядка включительно и удовлетворяют 
условиям

11 = 0, 2п —2.
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Область определения оператора Ь описывается при помощи п 
краевых условий в точке х=0 (их вид не является существенным). 
Непрерывный спектр оператора £. прост и совпадает с полуосью 
[О, оо) (здесь под кратностью непрерывного спектра оператора £ под
разумевается кратность спектра части оператора £, действующей в 
ортогональном дополнении линейной оболочки всех собственных функ
ций оператора £). Точечный спектр оператора £ не имеет отличной 
от нуля конечной точки сгущения и не содержит точку нуль, причем 
кратность положительных собственных значений не превосходит п—1 
(число положительных собственных значений кратности п—1 конечно), 
а кратность отрицательных собственных значений (их число конечно) 
не превосходит п (точечный спектр более подробно исследован авто
ром в [11]).

Обозначим через Т+ (7՜) множество всех чисел Х^>0 (аг£ X = 
= — к/2п) таких, что числа Х2° являются собственными значениями опе
ратора £. Положим Т— Т+ и Т~.

При каждом л>0 0<7+) дифференциальное уравнение
/[^(х)] —'^пУ (*)> 0< х< го, (3)

имеет с точностью до постоянного множителя одно ограниченное ре
шение и (х, X), удовлетворяющее в точке х=Э краевым условиям, 
соответствующим оператору £. При этом справедлива асимптотичес
кая формула

и (х, X) = -?= [50 (л) + 5Я (X) е-'хх + 0 (1)]> х _ (4)
У 2п

Решение и (х, X) нормируем условием
5« (Х)=1. (5)

Тогда (см. [2])
|50(Х)|=1. (6)

При указанной нормировке решение и (х, X) по непрерывности опре
деляется также для значений X £ Т+. При этом существуют непрерыв- 

ные производные — и (х, X) (х >0, X >0) и 5п(> ) (Х>0). Решение 

и (х, X) является нормированной обобщенной собственной функцией 
оператора £, соответствующей непрерывному спектру, т. е. по фор
муле

•о

(£/<р)(х) = у и (х, X) у ().) </>., о < X < оо, (7)
о *

где ®££։(0, го), а интеграл сходится по метрике £։ (0, ос), опреде
ляется в £2 (0, оо) ограниченный оператор и, для которого выполня
ются равенства

и*и=1, ии*=1-Р, (8)
где ! единичный оператор, Р ортопроектор на замыкании линейной 
оболочки всех собственных функций оператора £, а £/*—сопряженный 
к и оператор.
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Пусть Ру 0- £ Т)—ортопроектор на собственное подпространство 
оператора Ь, соответствующее собственному значению >2л. Очевидно, 
что Р. является интегральным оператором. Его ядро обозначим че
рез Р (х, /; X) (0<х, /<^го).

Для оператора Ь данные рассеяния вводятся при предположении, 
что при каждом X (1шХ>0) уравнение (3) имеет решение у (х, X), ко
торое обладает асимптотикой

у (х, X) — е1х> [1 + о (1)], х -л °с, I
и при каждом х^>0 как функция от X голоморфно в полуплоскости 
!т> }>0 и непрерывно вплоть до вещественной оси.

При указанном предположении нормированная обобщенная соб- 
' ственная функция и (х, X) и ядро Р (х, /; X) представляются в виде

и (х, X) = —£ 5* (X) у (х, Хш*), Х>0, (9)

Р(х, #; >.)= % ^(У)у(х, Хш*) у(#, Хо>Д Т, (10)
*. у-1 

причем
Л4л(Х) = Л^Л*(Х)=0, хе Г+, к֊1, 2,..., п, (11)

где
«>* = ехр^г—к=0, 1,-■ •, 2л — 1. (12)

Введем эрмитовы неотрицательно определенные матрицы

5 (X) = ± (5* (X) 5У (Х))2.>0։ ՛ X > 0, (13)
2՜

^(/)=(^у(Х)):.у_1, хе г. (ю
Отметим, что ранг гх матрицы № (X) совпадает с кратностью соб
ственного значения Х2п.

Рассмотрим набор данных
{Г, лг(Х)(хеп 5(Х) (Х>0)}, (15)

которые условимся называть данными рассеяния оператора Ь.
Будем говорить, что для дифференциальной операции I суще

ствует оператор преобразования, если существует функция К (х, /) 
(0< х -С £ < °о), удовлетворяющая следующим условиям:

а) К (х, I) = Ка (х Ц- <) + Ка (х, Д где функция (х) имеет аб
солютно непрерывные на каждом конечном отрезке [а, 6] с (О, со) про
изводные до (2л—2)-го порядка включительно, а (х, £) имеет не
прерывные в области 0<х-С£ со частные производные до (2п —1)-го 
порядка включительно, и, кроме того, выполняются оценки

+ 0<у<Л<2н-1, (16) 
дх'др՜' хк
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где Ф* (х) (0< к < 2л — 2)— невозрастающие и вместе с {си֊։ (х) сум
мируемые на полуоси (0, со) функции;

б) при каждом Х(1тХ>0) определенная по формуле

у (х, X) — е,л 4-J в’А К (х, 0 dt, 0< х < *», (18)

функция у (х, X) является решением уравнения (3).
При этом оператором преобразования называется I -J- К, где 

— вольтерров интегральный оператор с указанным ядром К (х, t) 
(0<х </<«>) (ниже К рассматривается как оператор в (0, со)).

Заметим, что для дифференциальной операции I оператор преоб
разования существует, например, если коэффициенты <7* (х) аналити
чески продолжаются с полуоси (0, оо) в сектор

|arga|<-£- ֊ ֊ (19)

и удовлетворяют оценкам

х2"՜2՜* |<7* (х + *)l dx<h (Re z), k = 0, 1,-• •, 2n — 2, (20)
о

где A(x)—невозрастающая суммируемая на полуоси (0, оо) функция 
(см. [12], а также пример в [13]).

Отметим, что при существовании оператора преобразования мно
жество Т+ ограничено и

S Кл/1<со. (21)
Л6Т+

Заметим еще, что при условиях (20) функции Sk (X) (к=0, !,••• 
•••» п—1) стремятся к конечным пределам при Х-» оо.

Выведем соотношение между данными рассеяния (15) оператора/, 
в предположении, что для дифференциальной операции I существует 

. оператор преобразования. С этой целью введем следующие обозна- 
, чения:

V (х, X) = JL $ 5* (X) е'АКи‘, х>о, (22)
V 4* *=0

■° X t
(х, t)= [J J v ~ т*п ’

ООО J

^(х,/)=2 £ МДХ) е7^, (23)
Ulf k.J-l

F(x, t)=Fs(x, «)+Глг(х, t), 0<x, /<oo. (24)

Здесь F (x, t) аналог ядра Гельфанда—Левитана—Марченко (см. 
[6], [14]).
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Теорема 1. Пусть для дифференциальной операции I вы
полняются условия (2) и существует оператор преобразования. 
Тогда данные рассеяния (15) оператора В удовлетворяют соот
ношению

(м_ ■ 

*,^±1 ։>мк+ 0.41,

^_1_Г 5^ (X) ■, £ 5к (X) ЗДХ) '
2՜/и А(х) оЛ+7<2л >•(*»*—»»/) .

г/Х=-О, (25)
о

где п.—ранг матрицы П (X), п, — п при Х£ Т , и, ~п— 1 при /.£ Т~, 
а интегралы и ряд сходятся абсолютно. В частности, если сум
ма г всех чисел г,. конечна, то

Вв (х, х
5оО) *. о 

о< ^4-;<2л

& (X) $л>.) •
X («1 — и»;)

</Х— — г. (26)
о

Доказательство наметим ради простоты для случая, когда 
множество Т конечно. Действующий в В2 (0, ос) ограниченный опера
тор И определим по формуле

(И?)(х) = г (х, X) ? (л) б՝!., 0<х<оо,
о

где <р£/Л(О, со), а интеграл сходится по метрике В2 (0, со). Исполь
зуя оператор преобразования / + К, в силу 19), (18) и (22) для опре
деленного по формуле (7) оператора и получим равенство

и = (1+К)У. (27)
Из равенств (8) и (27) следует, что оператор У обратим вместе с и, 
а оператор У* имеет г-мерное нулевое подпространство.

Ядро (х,/) определяет в В2 (0, со) ограниченный интеграль
ный оператор и, как нетрудно убедиться

7 + ^= ИИ*. (28)
Рассмотрим также оператор

/+Д=И*И. (29)
Можно показать, что А есть интегральный оператор с ядром

а (х, И)= ֊1֊ X ;^(Х)5'Ч о<х, и<оо. (30) 
2кг *. 1— о)шк—[1 шу

Используя равенства (8) и (27), из (28) и (29) получим
ии*а* + ку у* -|- кии*к*=о, (31)

А + И* А* И + И* А'И + И*£*АИ=0. (32ч 
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Поскольку К—оператор Гильберта — Шмидта, то операторы КУУ К 
и У*К*КУ являются ядерными и, очевидно, имеют одинаковый след. 
Используя оценки (16) и (17), можно доказать, что ядра интеграль
ных операторов Гильберта — Шмидта У У*К* + КУ И* и У*К*У + 
֊г У*КУ тоже имеют одинаковый конечный след. Поэтому соотноше
ние (26) получается из (31) и (32) с учетом равенств (5), (6), (30), 
г — эрР и непрерывности рассматриваемых ядер.

В общем случае теорема доказывается аналогично; нужно лишь 
равенство (31) использсвать в виде

Г— Гл-+ Р+ УУ*К*+КУУ*+КУУ*К*~Ь,
где Гх и / —интегральные операторы с ядрами (23) и (24) соответ
ственно, и учесть, что ортопроектор Р является интегральным операто
ром, ядро Р (х, о (0<х, /<Гсо) которого определяется при помощи 
ядер (10) по формуле

Р(х, /) = ')»

причем
со

1 Р (х, х; '/•) <1х = г։, ). £ Т.
о

2. Приведем характеристические свойства данных рассеяния (15) 
оператора А в предположении, что для дифференциальной операции I 
выполняются условия (2) и существует оператор преобразования.

1°. Т — Т и Г՜, где Т~—конечное множество точек на открытом 
луче аг2'֊ = — */2л (п^>1—фиксированное натуральное число), а Т''— 
ограниченное множество точек на полуоси л>0, не имеющее отлич
ных от нуля точек сгущения.

2'. При каждом Т М (>.) есть, отличная от нуля эрмитова не
отрицательно определенная матрица (14), причем выполняются равен
ства (И).

3°. При каждом ).>0 5 ().) есть матрица (13), где все функции 
5* ().) непрерывны на полуоси л >0, существует непрерывная произ
водная 5Ь (>•) и выполняются равенства (5), (6).

4Э. Функция
?(х. <)=£ V 2МН.[е^»л_1][е'^7_1]4_

+ 1 ( 5» (')
2К .) », )Л иЗ/с Шу

0 о<*+/<2л
0 х, 1<^ оо,

где числа шА определяются по формуле (12), непрерывна в замкнутой 
области 0<х, и имеет непрерывные в открытой области 0<^х,
6 оо первые частные производные и смешанную производную

^ом) = -֊-/ (х, о,
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причем выполняется оценка |/՛’ (х, <)| -С ® С*4-0» где ® (х) — невозра. 
стающая суммируемая на полуоси (0, оо) функция. Кроме того, функ
ция

/(*)=֊ [֊Ке [ММ е^]Л, 0<х<от, (33)

о
имеет абсолютно непрерывные на каждом конечном отрезке [а, 6]сп 
с (0, со) производные до 2п-го порядка включительно (как следствие 
сумма Л (х, /) + /" (х + /) имеет непрерывные в области 0 < х, I < от 
частные производные любого порядка).

5°. Имеет место равенство (25).
6’. При 0<^х'С^<^'» выполняются оценки

/}| <4?*(* + О, 0<V<к, 1<к<2п-1, 
I дх՝ Л*-’ I х'

I—- Г (х, О I <//</х 
о/ ]

где <р4 (х) (1^А С2п — 2) — невэзрастающие и вместе с <рзя-1 (х) сум
мируемые на полуоси (0, со) функции.

7°. Оператор 1 +- А обратим в £’ (0, оо), где Р — интегральный 
оператор с Ядром /7’(х, /) (0<^х,

Теорема 2. Чтобы данные (15) были данными рассеяния 
некоторого самосопряженного дифференциального оператора Ь, по
рожденного в Ь2 (0, оо) самосопряженной по Лагранжу дифферен
циальной операцией I вида (1), для которой выполняются условия 
(2) и существует оператор преобразования, необходимо и доста
точно выполнение условий 1°—7’.

В связи с условием 7° отметим, что при любом п 2 можно по
строить пример данных (15), для которых все условия 1°—6° выпол
няются, но оператор 1 4֊ Р не имеет обратного.

Замечание 1. В работах [2] и [15] автором сформулирована 
теорема о том, что при условиях типа (20) оператор Ь по своей спек
тральной матрице определяется однозначно. Этот результат можно 
усилить. А именно, указанное утверждение остается верным также 
при предположении, что для дифференциальной операции I выполня
ются условия (2) и существует оператор преобразования.

Укажем теперь характеристические свойства данных рассеяния 
(15) оператора £ в предположении, что коэффициенты ул (х) аналити
чески продолжаются с полуоси (0, оо) в сектор (19) и удовлет воряют 
оценкам

|<7»Л) (х+г)| </х<А (Ее х), (34)

А=0, 2п—2,
где А (х)—невозрастающая суммируемая на полуоси (0, от) функция.
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При условиях (34) дополнительно выполняются следующие свой
ства.

6'. Функция Г0(х, *) = Г(х, х-Н) (х>0, 5>0) и все ее част
ные производные

Я*Г*(х, ?)в£-Г0(х, 5), к —О, I,---, 2п-1, 
С*;

при каждом по переменной х аналитически продолжаются с по. 
луоси (0, <х>) в сектор (19). Кроме того, при всех г из сектора (19) 
выполняются оценки

р-5
к

àz-n~xk
б

д Г .
Ог

2 л-1 * "sX- У tg-
п

где х = Не г, „у = 1т г, а 3 (х) и 7 (х) —невозрастающие и вместе с 
7 (х) суммируемые на полуоси (0, о?) функции.

7'. При каждом г~ (0, <ю) из замыкания сектора (19) оператор 
С г обратим в (О, со), где Сг — интегральный оператор с ядром

JF0(z4-x, t— х) при 0<^х^/<^со, 
(/■՝0(z-|-f, х — t) при 0<^<х<^оэ.

(35)

Теорема 3. Чтобы данные (15) были данными рассеяния 
некоторою самосопряженного дифференциального оператора L, по
рожденного в L2 (0, со) самосопряженной по Лагранжу дифферен
циальной операцией I вида (1) с голоморфными в секторе (19) и 
удовлетворяющими оценкам (34) коэффициентами q» (х), необхо
димо и достаточно выполнение условий 1’—5" и 6', 7'.

Сделаем несколько замечаний относительно условия 7'. Из усло
вий 1’—4° и 6' следует, что оператор Gz вполне непрерывен и яв
ляется голоморфной сператор-функцией от г в секторе (19); кроме 
того, |jG>j —- 0 при jz| —» <х> и I Gt > 0 при г^-0. Непосредственно 
из формулы (35) следует, что при каждом а >0 имеет место равенство

Gx-f-a = Ва Gz Ва,

где операторы Ва и Ва определяются по формулам

в.гМ=|°,при
(#(х—а) при х>а,

Ва g (х) = g (х + а), X > 0, ■

причем ВаВа~1. Используя эти свойства, легко доказывается (см. 
[16]), что оператор /-|- обратим для всех г вне некоторого огра
ниченного множества, не имеющего точек сгущения внутри сектора (19) 
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и не содержащего точек из полуоси (0, ос). Заметим, что в силу тео
ремы 2 лишь обратимость оператора /4֊С0 \Gq~F) вместе с условия
ми 1°—5' и 6' уже обеспечивает существование дифференциального 
оператора Л, обладающего данными рассеяния (15). Однако коэффи
циенты д/. (х) будут иметь особенности в точках г, для которых опе
ратор /֊г (ас не имеет обратного. Отметим, что для любой точки

(0, °°) из замыкании сектора (19) можно построить пример дан
ных (15), для которых все условия 1’—5՜ и 6' выполняются, оператор 
/ 4֊ Со обратим, но оператор 1 + С/о не имеет обратного.

Замечание 2. В случае и =1 (т. е. для оператора Штурма— 
Лиувилля с удовлетворяющим условию хд(х)^Д1(0, ос) потенциалом 
д(.г)) удается указать характеристические свойства данных рассея
ния, несколько отличающиеся от тех свойств, которые указал 
В. А. Марченко [6]. Прежде всего заметим, что при п =1 данные 
рассеяния представляют собой набор величин ().*, тпк (к = 1, 2,•••,г); 
50(>) (\>0))» где >•* и ть(к=1, 2,-•■,/■)—положительные числа, при
чем /֊<,=/=/•/ при (в данном случае

Т— {—г>1։ —и Л( (—։՛).*)••■= пи (£ = 1, 2,-• г)),

а ֊Ь՝о (/•)— функция, участвующая в асимптотической формуле (4) при 
нормировке (5) (в приведенной в начале статьи формуле функция 5 ().) 
есть —50 (>֊)). При и=1 в качестве характеристических свойств дан
ных рассеяния можно принимать следующие: функция (л) имеет не 
прерывную на полуоси ).">() производную и |50 (Х)|=1; функция (33 
имеет абсолютно непрерывные на каждом конечном отрезке [а, 6] с 
<= (0, ос) производные &до второго порядка включительно, причем 
функция

1 ее
^.(х) = — (' Яе [50 ().) е/хХ] Л------[4Ке [50(/.) е'х>]

~ 3 “ 4х* 3 /.*
и 1

удовлетворяет условию

имеет место равенство

3. В случае краевой задачи Штурма—Лиувилля
— + (2 (х) у (х) = X8 у (х), у (0) =0, 0 < х < со,

с эрмитовой п Хи-матрицей С (х), евклидова норма ]<2 (х)| которой 
удовлетворяет условию х |<2 (х)| А1 (0, оо), удается получить формулу 
4-27
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рР Ез (2х) </х+ зр [5' (X) 5* (>•)+ 5(Л) ֊ |/А = - г,

° ° (36)

где 5 (а)— унитарная п X п-матрица рассеяния, 5' (а) производная 
матрицы <5 (а), г—размерность линейной оболочки всех собственных 
вектор-функций рассматриваемой краевой задачи, а пХп-матричное 
ядро Гз (х 4՜ /) определяется по формуле

» .Г I
(х I- /)= -у-- [ V (;, X) и* (Ч, А) о^с/а — т1п {х, /) Е >

ООО

причем Е — единичная п X п-матрица и

V (х, )) = [е'л 5 (а) 4֊ еЕ].
1 2՜

Отметим, что равенство (36) после упрощения приводится к извест
ному виду (см. [6], стр. 223 и [8], стр. 262; в этих книгах в качестве 
матрицы рассеяния принимается —3 (а)). Однако по причинам общно
сти и инвариантности записи относительно краевых условий мы пред 
почитаем форму (36).

4. В случае канонической краевой задачи Дирака (см. [17])

В&' (х) 4- [2 (х) 4- тГ] у (х)=1.у (х), 0<х<со,

где т — неотрицательное число, у (х)—вектор-функция 'с 2п компо
нентами,

В= ( 0 \ Т=( \ 2(х)=Г Р (֊г) (2(х)/п \
А-АО? ' ко — Еп/’ Л/Л(2(х) — 1пР(х)1п/

причем Еп — единичная пХп-матрица, а пХп-матрица /я имеет вид
/0 0 ••• 0 1\

Т _ 0 0 ••• 1 О I Лп — I ’
о • •• о оу

предполагается, что евклидовы нормы вещественных симметрических 
пХп-матриц Р (х) и £) (х) удовлетворяют оценкам

|Р (х)|< С (1 + х)-2֊«, |<2 (х)|< С (1 4-х)֊։֊‘

с некоторыми положительными числами Сие, кроме того, матрица 
2 (х) абсолютно непрерывна на каждом конечном отрезке [а, 6] с: 
с (0, со) и х |2 (х)| £ Е1 (0, оо). При указанных условиях можно до
казать, что унитарная пХ п-матрица рассеяния 5 (X) имеет непрерыв
ную производную 5 (а) и справедлива формула (в работе [17] в ка
честве матрицы рассеяния принимается —5* ().))
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Сзр А (2х) (1Х + Сзр Г5' (Л)5* (/)+ | = ֊ г,
2тсг I 2 /. — /и" ;

о д
(37>

где А = (——т)11(т, ос), г—размерность линейной оболочки 
всех собственных вектор-функций рассматриваемой краевой задачи 
(краевые условия задаются в точке х=0 и являются самосопряженны
ми), а 2пх"2л-матричное ядро /'$ (х — /) определяется по формуле

А (х + է) =֊-
д2 

dxdt
л и и

(т|։!.) drtd'(fi~ — min (X, t\ Е2п

причем
v (x, ).) =---- 1 _ . ( b (л) S (/•) elra <’■> -J- ( Ь (A) En\e-txa ™ J.,

2 /-6 ()) \\—iI„ ) ’ \ i In ) (

Отметим, что при рассматриваемых здесь ограничениях на 2 (х) 
тоже можно указать условия разрешимости обратной задачи рассеяния 
при этом в качестве одного из этих условий служит равенство (37)^ 

В заключение автор благодарит В. Б. Лидского и Б. В. Федосо
ва за обсуждение результатов и внимание к работе.
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I1. Դ. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ. Հետքևրի մի բանաձևի մասին (ամփոփում)

Հոդվածում բերվում է մի առնչություն ցրման տվյալների միջև կիսաոանցքի վրա 
կ։ւ.րդի սովորական դիֆերենցիալ Լ օպերատորի համար։ Այդ առնչությունը հանդիսանում է 
Ա — 1 դեպքում հայտնի Լևինսոնի բանաձևի ընդհանրացումը և իրենից ներկայացնում է բա
նաձև ցրման տվյալներով կառուցված որոշ \' օպերատորի ինդեքսի համարւ նման առնչու
թյուններ բերվում են նաև մատրիցային պոտենցիալով Շտոլրմ-Լիոլվիլի օպերատորի և Դիրակի 
օպերատորի համարւ

I. G. KHACHATRIAN. On a trace formula (summary)

A relation for the scattering data for the ordinary differential operator L of 
order 2 n > 2 on the half-axis is given This relation is a generalization of the well- 
known Levinson formula in the case n=l and in fact it is a formula for index of some 
operator V constructed by means of scattering data. Similar relations for the Sturm— 
Liouville operator with matrix potential and for Dirac operator are also given.
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