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О НОРМАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ДИСКРЕТНОГО 
АНАЛОГА ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПОЧТИ 

РАЗНОСТНО-СУММАРНЫМ ЯДРОМ

В работе [1] были введены и изучены интегральные операторы с 
ядром К, .почти разностно-суммарным" в том смысле, что

бгт “ лГз) К(х> (х) Чк (1>
\дх2 <Н-/

В частности, было показано, что уравнения парного типа с ядрами 
вида (1) поддаются исследованию на разрешимость.

С другой стороны, в работе [2] были разработаны методы обра
щения матриц, элементы которых удовлетворяют тождеству

с!с£
0 ($л. т ) = $л. т Т՜ 5л, т-2 $л—1, т—I — $л+1. т—1 = 0. (2).

Считая 3 дискретным аналогом гиперболического оператора 
(<£-<£), естественно рассматривать бесконечные системы алгебраиче- 
ких уравнений с матрицами 5=|$„, т||, удовлетворяющими тождеству

0 (зп, т ) = У а.п^ Ь^т . (3)
/-։

1°. Ниже изучается аналог интегрального уравнения с двойным 
ядром и коэффициентами, удовлетворяющими (3), выявляются условия 
нормальной разрешимости и вычисляется индекс.

Пусть задана бесконечная система алгебраических уравнений

где

У Տո, т Ут — Гп (п — 0, + 1, + 2, • • • ), (4)՛
т»—»

I Հ-т + Ал -т + Ч^, т, т 0
Տ". т — , (5>

I (л-т 4՜ հո+т +Ն, я, ГП <Հ0,

У=О ;-0

, -1 , о
ЧГЛ. т = У Ь, У ап-т ք-յ+21 • •

1 —т 1—րո—յ

(б>

(7>

{6՞ո1
Относительно {Й1Г.---- - |А*1Г.---- - { ’̂Հ-- (А= 1, 2), (6« )"_•>,

л-—« будем предполагать, что они являются коэффициентами.
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Фурье непрерывных на единичной окружности Г = И; К|=1' комплек
сной плоскости функций (к (»). А* (4> ак Ьк (»)(* = 1, 2), соответ
ственно. Причем Ь՝п, при п<0, Ьп при л>0 предполагаются рав
ными нулю. Другими словами, чезаровские средние формальных рядов

2 Л 2 л* V акяу ь'п(* = 1, 2;: с П 
равномерно сходятся на Г ([3]). В частности, достаточно потребовать, 
чтобы соответствующие ряды коэффициентов абсолютно сходились.

Левая часть (4) задает линейное преобразование Ь из одного 
класса двусторонне бесконечномерных последовательностей в другой. 
Как обычно, будем обозначать через /3 банахово пространство после
довательностей у = {уп}п--^ комплексных чисел со сходящейся сум- 

ОС 
мой ■ V и с нормой

(” \ 1/2
V 1^л|г ) 

л~ — » /

В уравнении (1) последовательности 17=1ул|“__ш, г — [гЛ] 
будем брать из 1г. По теореме Рисса—Фишера 11/л|”__в, яв
ляются коэффициентами Фурье некоторых функций у (»), г (») (Г).

Обозначим, как обычно, через 5 оператор сингулярного интегри
рования вдоль Г с ядром Коши

(5<р) (С) = Д- у.р. | <р (т;) ֊^— •
-г .) — С

Г , I

Операторы ^± = -^-(/±5) являются в пространстве (Г) до

полнительными ортопроекторами; образ Р+ совпадает с классом Хар
ди Н« = (Н/), а образ Р-— с классом Н>՜ функций, комплексно со
пряженные с которым лежат в Н2 и исчезают в нуле. Под ®± будем 
понимать образы ортопроекторов Р+ от функции <р (/) (<р± (#) -= 
=(РМ.

Коэффициенты Фурье функций <?-(/) будем обозначать через 
у?. Ясно, что

Введем теперь на Г следующие функции:

йО-бхНМ), (8)
<7,0 = с-’Ах (0 »+(:-*), (9)

а (4=6, о(10)

о^с-'бис-оу-ел (и)
с*(С) = аДС)(1֊С։Г* (* = 1,2), (12)



392 А. Г. Камалян

А С) = 'i (С) у+ (Q.+ Ах С) у+ (^). (13}

А С)=/։ С) у- СИ֊ А, (С) у- (С ՜1). (14)
gl (;) = ֊:« C1(Q (Р+ gJCH-Ccx (Z)(P- 9а)С), (15}
gi (Г) = _:«с2 С)(Р+ Р1)С)4- :С։ С)(Р- Л)С). (16).

Основным результатом этой работы является следующая
Теорема. Пусть функции с*(С)(А=1> 2) непрерывны на Г. 

Тогда для того, чтобы уравнение (4) было нетеровым в 1г, необ
ходимо и достаточно выполнения условия

Д (l)=det t r-n _ °» *1 К)*։ ь ;2—1, ,с_„ а։(г-’)А2С֊։) Ах (Q- °х С) А, С)
<?֊1)
О м:-’)

:։-i

¥=о, (17>

при выполнении которого индекс * уравнения (4) вычисляется по 
формуле z = Ind △ С)= Var arg Д (»), —-т- со. (18)

2°. Доказательство теоремы, как и в [1], основано на сведении 
(4) к сингулярному интегральному уравнению с карлемановским сдви
гом. Сначала остановимся на некоторых соотношениях.

Лемма. Пусть функции с*(-)(А=1, 2) непрерывны на Г. То
гда՝. (i). Для n-ых коэффициентов Фурье функций ft, gk (k — 1, 2) 
справедливы следующие формулы:

00

/л = пг + Ал + т) Упц “ (19)’
и» «0

/п У (ttt-rn՜]՜ h,i+m) Ут% (?0)
/7/== — оо

&'• = 4 ". т Ут, (21),* т — О

2 1 2
Вп~ У 4Я,т Ут- (22}

т —«

(Н) L является линейным ограниченным оператором из 1г в!г

Доказательство. Пусть (С)—частичная сумма ряда Фурье=
функции yk (Q. Тогда

2«
֊-к(е'։)1Г+ fe‘°) е֊'"5 dB =

j •
о

= 2? f (е'6)[9+ (e“}~ °k (e'°)l e՜"1’ db + У ff'n-
0J m-0

В силу оценки
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'где Л/ = тах |/х О|, имеем :ег 
2г.

֊ к (е'*)У+ (е'°) У . (23)
4՜ Л т-0

и

Точно так же 
2к 

֊Г А1(е'։)уИе֊«)е֊'»։^=У Л1+л уХ, 
Щ т—О0

которая вместе с (23) дает (19). Аналогично доказывается (20).
Прежде, чем перейти к доказательству (21), сделаем одно заме

чание относительно {оя}— коэффициентов Фурье функций с* (') (1с = 
=1. 2).

Рассмотрим функции а* (')(!—гч2)՜1 (0<г< I).
Нетрудно убедиться, что

Нт 1^֊ ֊ск (с| =0 (к = 1, 2), 

откуда следует сходимость скп (г), коэффициентов Фурье функций 
Ок С)(1- г։ С։)-1, к Сп при г -* 1 (к = 1, 2).

Из соотношения ,а* 0(1֊ ^^-’=0*0 £ КУ‘‘ — X
имеем Сп (г)= У а*-л г21, и поэтому 

»—О

Сп~Нт Уа^-г/г2' (/<=1,2). (24)
г-։ ։=о

Пользуясь (24) и переходя к пределу при г -* 1 в тождестве 

£ап 1-л г2‘--= ^а^^лг^ + гУ^^п-^-лг21 
1—0 1—0 (=и

0<г<1, />о, 
получаем

с«+/= У а^-у-^+с^-г-у (у>0). (25)
<-0

Теперь, пользуясь (8), (9), (15) и рассуждениями, аналогичными 
тем, которыми мы воспользовались при доказательстве (19), получим
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е'п=— У с1-2-/ ч\ + У с1+/9-Л-1 — 
“и /-0

_ со з°ос о° 1 1
= — V Ся-З-)У 6т-уУт+Ус« + 7 У 6т֊УУт = 

,-0 т-/ У-*»

= У у« У [с«+у՜с"-։-> .1» 
т—0 ;-<>

где Цл-п-ые коэффициенты Фурье функции д* (А=1, 2).
Подставляя (25) в последнее равенство, получим (21).
Аналогично доказывается (22).
Запишем теперь уравнение (4) в следующем виде:

00 00 — 1
У (^~Л»+ /։п + т) Ут + У ^п.гпУт Т У (1п—т + Нп+т) Ут + 
т—0 т“и т~--

-|- У Ч' я. т Ут=: Гя (л=0, —1> ~2֊"։). (26);
т ——"

Как видно из формул (19) —(22), левая часть (26) 'равна п-тому 
коэффициенту Фурье функции Ку =/1+/8 "Ь^х+Я։- Пользуясь равен
ством Парсеваля и формулами (10)—(16), получим

/2 \
У 11Мд, + |Л*3£,+2Ык,|б*||£։ Цу[,։>

что окончательно доказывает лемму.
3“. Перейдем теперь к доказательств}' основного результата.
Доказательство теоремы. В силу леммы и представления 

(4) в виде (26), .уравнение (4) равносильно следующему:

&У =Л + /։ + 81 + 8г = г, ՛ (27)
где г (^)—функция из £8 (Г) с коэффициентами Фурье, равными гп.

Подставляя в (21) значения /*, £* (к — 1, 2) (см. формулы (10) — 
(16)), мы придем к следующей граничной задаче относительно пары 
аналитических, соответственно внутри и вне единичного круга, функ
ций у± (г):

*»=[<. с>+ с-)+[л. о-и с-')+
,։։а,К) 1 Г 41(ч-1)л+« + (ЭД->4хЫУ+(>1-‘), . ....
+ 2 с=-1) 57.)-------------------- ---------------------------+ <28>

г

+[- '■ (С>+<•>+[ -">֊ 1
1 №М а- (ч-') +<ад-' ь, (у1)я- (..) ,

2(С3—1) 14 з 7}-с 1 г{',‘
г
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Подставляя в (28) у _ = Р- у = 1/2 (/+ •$) и выделяя стандартным пу
тем (см., например, [1]), вполне непрерывные части, пользуясь ком
пактностью операторов а$ — 5а и 5.4՜ 1^5й^-։ в А» (Г) (здесь а(^)£ 
£ С (Г), ( №у) (')= у С՜1) — оператор обратного сдвига Карлемана), 
по лучим

Ку=а С) }у +Ь (’.) 1^4֊ с С) 5у + 4 (',) ^4^=г, (29)
где

а Г} = + (:) 4- **(:) - а°֊(:) Ь1 . (30)
2 2(:։-1) 2 2(С=-1)

Ь П = (:) - °1 (Э 61 ® 4- А’ (:) 4- (31)
2 2(?-1) 2 2(С’-1)

с (’)= 4- Ч (’) , ՛ 32
2 2(С։-1) 2 2(^-1)

п = М£) _ а, о Ь, (• ) _ Л, (>) _ С8 а» (С) ь2 (С) ,33)
2' 2С8-1) 2 2(:8֊1) ’ ՝ '

а О—вполне непрерывный оператор на (Г).
Левая часть (29) является сингулярным интегральным операто

ром со сдвигом Карлемана а(С)=С-1.
Как известно, необходимым и достаточным условием нетеровости 

этого оператора является (см. § 32 [4])

A(C) = det 1а(' 1)֊гС(՝ A(*) + rf(’)\=?fe0> (34)
(C-’)֊rf(--։) аЩ-с(ЦГ ՝ }

При выполнении (34) индекс x՝=IndXT равен Ind Д (Z) (|»|=1). Понят
но, что (34) является необходимым и достаточным условием нетеро
вости и для оператора L, причем Ind L = Ind К = х. Подставляя 
(30)—(33) в (34), получим (17) и (18) и, тем самым, завершим дока
зательство теоремы.

4՜'. В случае аналога дискретного уравнения Винера—Хопфа, т. е. 
системы

ОС

У՝ Sn. т Ут = fn (и = 0,1, 2- • • ), (35 )
т —0

ситуация сводится к (4). Приведем строгие рассуждения.
Пусть А։ (/2-* Zo)—оператор, задаваемый равенством

ОО

*п = У (Zn-m + Ai+m + 4'J. m ) ут (z = L1y=\zn\^—»),

а П* — проекторы подпространств /-Г ((г = {у £ у„ = 0 при п <С 0}, 
/։”=(/։ )1). Левая часть (35) задается оператором П+ (/^ -+ (г), ко
торая, как нетрудно проверить, нётерова лишь одновременно с опе
ратором П+ + П՜ (/2 —* /2) и в этом случае их индексы и дефект
ные числа равны. Взяв в (5) Лд=ЧГл, т = 0 (п = 0, ±1, ± 2- • •; т = 
= —1,—2,---) и <о=1, *л=0 (п= ±1, ±2,-••),получим £=11П++П՜
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Из сказанного ясно, что условие нётеровости можно получить из (17), 
подставляя А։ (С) = а։ (С) = Ь. (С)]=0 и М0=1. Следовательно, урав-
нение (35) нётерово тогда и только тогда, когда

л (֊.)-(,

Соответственно, индекс уравнения (35) равен ՛'■ Ind А (-).
5°. Приведем некоторые замечания по поводу возможных 

щений и ослабления налагаемых ограничений на коэффициенты

(36)

обоб- 
урав-

нения (4).
Замечание 

циентами, равными
1. Можно рассматривать 
(см. (6), (7))

уравнение (4) с коэффи-

ш + hn + m ф՛. i 
п, т т >0

S п, т
.2 -и А2 tn-т~Г Пп + т я-?, j 1 п, т m'J).

(37)

Нетрудно понять, что теорема справедлива и в этом случае. 
Условие (17) примет следующий вид:

Ai

— det fl (С-') - p-i

) •___________________________________________

Х«2./(’) bi,j (С՜1)
М

=/=0.

Cs-1

Замечание 2. Для уравнения

У $п,тУт + у Зп.тУт — Гп (п=0, 
т——— т — — -

С։-1
(38)

(39)

где 5П, т такого же вида, что и $п. т, можно получить аналогичные ре
зультаты, ибо предложенный метод позволяет свести это уравнение к 
сингулярному интегральному уравнению с обратным сдвигом Карле- 
мана и комплексно сопряженными значениями неизвестной функции, 
теория Нетера которого дана в § 8 [4].

Замечание 3. Мы выбирали условия на уравнение (4) таким 
образом, чтобы коэффициенты оператора К оказались непрерывными, 
а нехарактеристический член Оу—вполне непрерывным. Поэтому в 
теореме предполагается непрерывность функций с* (С)(А: — 1, 2). Судя 
по формуле (17), эта теорема должна быть справедлива и при более 
слабых предположениях (за счет условий на 6*(£=1, 2)).

Замечание 4. Разумеется, соответствующие результаты могут 
быть без труда сформулированы и для дискретного аналога парных 
интегральных уравнений, т. е. когда в уравнении (4)
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$ __  [ tn—т + Ая+т4՜^ л, m > Л >0 (40)
' tn—«4՜ հ՚^յ-т՜Г *1 л. т> Л <Հ0.
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Ա. Հ. ՔԱՍ՚ԱԼՅԱՆ. Համարյա էլումարւս-տւսրրնրւսկային կորիզու[ ինտեգրալ նաւ[ասարում— 
Г-երի գիսկրետ անալոգի նորմալ լուծն (իության մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ղի տար կվում է հանրահաշվական զույգ տիպի հավասարումների համ ակարգ 
ՏՈ. т գործակիցներով, որոնք բավարարում են

*ո, т ՜ *ո, m-2 *ո -1, m -1 *ո 4 1, m — 1 ~ ап ա

նու յնա fi յանր ւ Pացս/հալավում են նորմալ լուծ և լի ո ւթ լան պայմանները և գտնվում է հավասար
ման ինգևրսը' 1շ գտսումւ

A. 0. KAMALIAN. A bout the normal solvability of the discrete versions 
of Integral equations with almost summable-dIff erence kernel (summary)

In the paper infinite system of pair type algebraical equations with coefficiens 
sn. m satisfying

m I՜ $n, m—2 $n—1, m -1 $л+1. m -1 ®л m

aro considered. Conditions for normal Solvability and the index of the equations in 
/j aro found.
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