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ЗАДАЧА ПУАНКАРЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО 

ПОРЯДКА С РАЗРЫВНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ
УСЛОВИЯМИ

Введение

Пусть О—односвязная, ограниченная область с достаточно глад
кой границей Г, содержащей интервал (—“, 0) действительной оси, и 
пусть х1։ х2, •••, хр—точки из этого интервала.

Обозначим через М» (х1։ х2, •••, хр; /1։ 1а,•••, 1Р) класс действи
тельных вектор-функций и (х, у), первые производные которых непре
рывны всюду в О кроме, быть может, граничных точек х։, х։, ■••։х/, 
а в окрестности этих точек производные удовлетворяют условиям:

Нт I— I-|г— х*|/а ’ =0, Нт -|г—хи|/*^’=0 (к—1, 2,• • •, р),
|с*х | *-*к ду\

где х = х + /у £ £), 1к—положительные числа, 1к = тк + ?«, тк — целая 
часть 1к, ар*— дробная часть.

Обозначим, далее, через ЛГ։- (х1։ х„- хр; 11։ !.,■■■, 1Р) класс 
действительных вектор-функций / (г), х£Г, которые удовлетворяют 
условию Гельдера в окрестности любой точки, отличной от точек хх, 
х2, •••, хр, а в окрестности точек х* (к=\, 2,•••, р) функции пред
ставляются в виде

Ф*| (•»■■) при X £ (хк— е, Хк)

при х С (х*, х* + е),

где ф*1 (х) и 'Ък2 (х) удовлетворяют условию Гельдера с показателем 
а* <1).

В области £> рассмотрим эллиптическую систему

£ (И) = Л ^-+2В֊- + (?’“- = 0, (1)
ох։ дхду ду~

где А, В, С — действительные постоянные квадратные матрицы п-го 
порядка, и (х, у)= (их (х, у) - • •, ип (х, у)}—дважды непрерывно-диффе
ренцируемая вектор-функция в области £). В дальнейшем под (иДх, у) 
и2 (х> “л у)) всегда понимается вектор-столбец.
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Напомним, что система (1) называется эллиптической, если 
с!е1 С—=0 и характеристическое уравнение

Не! (А +2Вл -Ь О֊*) = 0 (1*)
не имеет действительных корней.

Ставится следующая
Задача А. Найти в области О регулярное решение системы 

(1), принадлежащее классу Мп («р х։, •••» хр\ 1Х, I», - -, <р) и удов
летворяющее граничному условию

Г(ц)=аЫ — +Ь(г)— 4֊ с (х) и =/(*). *£Г, х^хк (Л=1, 2,• • •, у), 
дх ду

(2)
։де

/ («) € (х1։ х։, • • •, хр; 1Х, 1з,- • • > 4>)> о (г)> (г)> с (2)
— заданные на Г квадратные матрицы п-го порядка.

Как известно, задачу (1), (2) называют нетеровой, если однород
ная задача (1), (2) имеет конечное число линейно независимых реше
ний, а для разрешимости неоднородной задачи (1), (2) необходимо и 
достаточно, чтобы вектор-функция / (г) удовлетворяла конечному чис
лу условий ортогональности.

Для широкого класса эллиптических систем задача (1), (2) изу
чалась в работах [1—6]. В работе [7] получено достаточное условие 
нетеровости задачи (1), (2) (условие Я. Б. Лопатинского), которое 
имеет вид

р/ (г, X) Л (X) К (г, X) 0, г £ Г, (Е)

т
где А (X)—матрица, обратная к матрице А 4- 2ВХ 4֊ С՛՞, А(х, Х) = 
= |а (г), 1-Ь (г)], К' (г, X)— транспонированная к К (г, X) матрица, а 
Т—контур в плоскости 1тХ^>0, охватывающий все корни полинома 
<1е1 (Д 4֊ 2ВХ 4֊ СХ։), лежащие в этой полуплоскости. Если а (г) =0, 
Ь (х) = 0, то К {г, Х) = с(г).

Задачи, рассмотренные в работах [1—6], удовлетворяют условию 
(£).

При более общем условии, чем условие (£), в работе [8] изучена 
задача (1), (2) и доказана ее нетеровость.

Во всех этих работах граничная вектор-функция на контуре об
ласти удовлетворяет условию Гельдера.

Задача Пуанкаре для эллиптических систем уравнений вида

ТТ + Т7+՜ У (х. у՝)^- + г (х, у) и = 0,
Ох* Оу* ох Оу

где Х(х. у), У (х, у), X (х, у)—вещественные, квадратные матрицы, 
элементы которых—целые функции своих аргументов в случае, когда 
граничная функция терпит разрыв первого порядка, исследована,.в мо
нографии [9]. Эта задача приводится к системе сингулярных уравне
ний с разрывными правыми частями.
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В настоящей работе рассматривается задача Пуанкаре при усло
вии, что граничная функция имеет особенность в конечном числе то
чек, причем особенность может быть и не первого порядка.

Рассмотрим случай, когда характеристическое уравнение системы 
(1) имеет только простые корни. Обозначим через '•»,•••, лЛ корни 
характеристического уравнения с положительными мнимыми частями, 
тогда общее решение системы (1) задается формулой (см. [10]):

и (х, y) = Re £ ау <?j (х +>7 у), (3)

где а, (у = 1, 2,•••, л)— ненулевое решение системы 
(А + 2№-) + Сл?) ау=0,

а (х + '/.j y)(j=l֊, 2, - • •» л)—произвольные аналитические функции 
относительно аргумента х + Ху у. Система (1) называется слабо свя
занной, если векторы а1։ я։, •••։яЛ линейно независимы (см. [10]). Мы 
будем рассматривать слабо связанную эллиптическую систему.

Обозначим через Ао (г) и Во (z) матрицы, столбцами которых 
служат, соответственно, векторы

а/ (г)=(а (г)+Ху 6 (г)) я/ и b. (z)=c (z) ау (у=1, 2,- • •, л).
Предположим, что в малой окрестности точки хх, ха,•••, х0 эле

менты матриц а (z), h (z) и с (z) аналитические функции комплексной 
переменной z. Предположим, далее, что

det Ао (z)=^0, при г£Г. (4)
Основное содержание работы составляет
Теорема. Задача (1), (2) нетерова, индекс ч. этой задачи 

определяется формулой

х = - — Дг arg (det л (г)) + л ([/J 4֊ [ZJ + • • • + [Z,] + 2), (2*)

где Дг arg (det Ао (z))— приращение аргумента функции det Ао (z), 
когда z пробегает контур Г один раз в положительном направле
нии, [ZJ, [/а]> • • •» [Z₽]~ целые части чисел lv 1Р, а п—число 
уравнений в системе (1).

В работе указан также конструктивный метод решения задачи 
(1). (2).

§ 1. Некоторые вспомогательные предложения

Пусть G—односвязная область в верхней полуплоскости, f — ее 
граница, содержащая интервал (—е, е) действительной оси ох.

Для исследования задачи (1), (2) мы рассмотрим следующие 
■ вспомогательные задачи.

Задача В. Найти в области G регулярное решение системы 
(1), принадлежащее классу Mq (0; /0) и удовлетворяющее гранично
му условию
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а0(г)^+М*)֊+*□(*)“ =0’ *€(֊»> 8)> <5>
дх ду

где а0 (г), Ьо (г) и с0 (г) — квадратные матрицы п-го порядка, 
10—положительное число.

Пусть функция С = х 4- >* у отображает область С на область 

С* (4=1, 2,--՛, я) и пусть <70 = и О։.

Предположим, далее, что элементы матриц ад (*), Ао (г) и с0 (т) 
аналитичны в замкнутой области 60 и Не! Ао (г)^0, где Ап (г) мат
рица, столбцами которой являются векторы

(а0(г)4-лУ МО) «/ (/ = 1, 2, -•. п).
В области С»о рассмотрим следующую систему дифференциаль

ных уравнений:

• ’ Го (?)= Ао (г) <₽' (г) + Во (О ? (г) = ֊у е'

(4 = 1, 2, - ,/п,/ = 1, 2,---. п), (6)

где т=[/0], е, - (0, 0, - • -, 0, 1, 0, • • •, 0), Во (О “ матрица, столбцами 

которой являются векторы с0 (-г) «/ (/ ~ 1> 2>''' > Л)> ? (О “ (?1 (О> ‘‘ 
—, (г)) — искомое решение.

Решая уравнение (6) методом последовательных приближений и 
оценивая полученное решение, мы убедимся, что <р' (г) удовлетворяет 
оценке

Частное решение системы уравнений (6) обозначим через
Ту* (-г) = (Фу*։ (г), <Р,*2 («)>” -, <р;*я (г)).

Пусть

»/* (г) = Ее £ ар («(>)• , (8)
|-1

Легко проверить, что и;* (г) является частным решением задачи (1), 
(5).

Имеет место следующая
Лемма 1. Общее решение задачи (1), (5) задается формулой

и (х, у)=-и0 (х, 1/)4- £ £ ср, (г), (9)
7-1 4-1

где ил (х, у)—произвольное решение задачи (1), (5), производные ко
торою непрерывны в замкнутой, области С, с/л- — произвольные 
действительные постоянные, и}к {г) выше построенные частные ре
шения задачи (1), (5).
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Доказательство. Пусть и (х, у)—решение задачи (1), (5). 
Так как оно является решением системы (1), то имеем

и (х, у) = Ке£ а* (х*), (10)
*-1

где «р4 (х*)—произвольная аналитическая функция аргумента х* = х 4՜ 
4֊ >•* у, при (х, у)£С. Известно, что в представлении (10) производ
ная функции «4 линейно выражается через производные решения 
и (х, у), поэтому (<Р1 (г)> •••> ?" (2)) также принадлежит классу 
Ма (0; /0).

Подставляя (10) в граничное условие (5), получим

Ие [До (х) <р'(х)4֊ 50 (х) <р (х)]=0, х £ (— г, а), х =£0, (11)

где ? (х) и ср'(х)—предельные значения <р (г) и (х), при х стремя
щемся к х (х £ С).

Из (11) следует, что вектор-функция

Ф (х) =Д0 (г) Т' (х) 4֊ Во (г) ? (г) (12)
Л

аналитична в области .20= П и аналитически продолжается через 
• к=Л

отрезок (—8, а) в симметричную область 2о относительно оси ох по 
принципу симметрии:

Ф (г) =— Ф(х), при г£2о. (13)
Так как ср (г) £ Мо (0; /0), то Ф (х) аналитична в окрестности ну

ля всюду, кроме точки х = 0 и удовлетворяет оценке

Поэтому функция Ф (х) в окрестности точки г = 0 представляется в 
виде

Ф (г) = £'с*2՜* + фо(2Ь (15)
4-1

гое ск — постоянные векторы, т — целая часть числа /0, а Фо (г) — ана
литическая функция в окрестности точки х = 0.

Из (И) и (12) следует, что ск— действительные векторы. Под
ставляя Ф (х) из (15) в (12), получим

Д0(х)ф'(х) 4-2?0 (а) » (х)= £ гс^х՜* 4* Ф0(г), (16)
4-1

Общее решение уравнения (16) в окрестности точки х = 0 представ
ляется в виде

<р(х) = Ф1(х)4-Фг(г), (17)
где Ф։ (х) — частное решение уравнения (16) при Фо(х) = О, а Ф2(х) 
является общим решением уравнения (1б) при с =0(£=1, 2։---,т).
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Ясно, что в качестве функции Фх(г) можно взять линейную ком
бинацию функций (г) с действительными коэффициентами, а функ
ция Ф։(г) аналитически продолжается в окрестность нуля.

Обозначим через £), пересечение области О с достаточно малой 
е-окрестностью нуля.

Подставляя полученную функцию ® (г) из (17) в общее решение 
(10), получим

«(х, У) = 4т(х, у) + £ £ с/ки>к(х, у), (х,у)£Е,, (18)
/—։ *-1

где ц, (х, у) бесконечно-дифференцируемая функция в Если обозна
чим через и0 (х, у) в области С функцию, определенную формулой

л и<
«о (х, у) = и (х, у) — V £ сЛпй(х, у), (19)

то согласно равенству (18), и0 (х, у) удовлетворяет условию, сформу
лированному в лемме 1. Из (19) непосредственно следует лемма 1.

Пусть /(х) £ (0;/0). Рассмотрим следующее граничное условие:

<а0(х)^ + 60(г) — + с0(х)И')| = /(х), х£(-г, г), х֊40, (20)
\ Ох Оу /

где область С, функция а0(г), Ь0(г), с0 (г) удовлетворяют условиям 
леммы 1.

В области (70 рассмотрим дифференциальное уравнение

А(«)?'(։) + Л։и)ф(։) = ФДО, (21);
где

да 
г \1— г)—ъ

(г) = (<рх (г),• - •, ч>Л(г)) —искомая аналитическая вектор-функция в 
(70, функция/ — правая часть (20), ։ (#) — финитная, бесконечно-диф
ференцируемая функция на действительной оси, в интервале (— е, г) 
равная единице, с носителем, содержащимся в интервале (—2г, 2е).

Лемма 2. Производная решения ® (г) уравнения (21) непре
рывна в замкнутой области (л0, кроме, быть может, точки г = 0 
и у довлетворяет оценке

(23>

где о — сколь угодно малое положительное число, а Съ — постоян 
ная.

Доказательство. При наших предположениях на /(£), функ
ция в окрестности г = 0 удовлетворяет следующей оценке ([11]):

если /0 — нецелое, 

если 10 — целое.
(24)
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Из неравенства (24) следует, что производная решения системы (21) 
удовлетворяет оценке (23).

Лемма 3. Частное решение задачи (1), (20) в классе Ма (0; /0) 
задается формулой

■и0(х, у) = йе£ а* (х 4֊ >֊*у), (25)
к-1

где ф(г) ==(<?! (х), • • •, <рл (г)) является частным решением дифферен
циального уравнения (21).

Доказательство. Применяя формулу Сохоцкого —Племеля 
[12], мы убедимся, что

Ит Ке 77 = * (*)/(«)• (26)г.1 I г
*£О '

Используя равенство (26) и оценку (23), убедимся, что функция 
г0(х, у), определяемая формулой (25), является решением задачи (1), 
(20) в классе Ма (0; 70).

Из лемм 1 и 3 вытекает
Следствие 1. Общее решение задачи (1), (20) определяется 

формулой

и (х, у)= и0 (х, у)+и0 (х, у) + £ £ с/» ищ (х, у), (27)
;=1 к-1

где и/* (х, у) и и0 (х, у) — функции, определяемые формулами (8) и 
(25), с/к— произвольные . действительные постоянные, и0 (х, у)—произ
вольное решение задачи (1), (5) в классе функций, имеющих непре
рывные производные в замкнутой области С.

Лемма 4. Если линейная комбинация вектор-функций 
и)к(х, у)

у) V суд н/к (х, у) (28)
7—1 к-1

имеет непрерывные производные в С , то с/1, = 0 (/=1, 2,•••, п, 
к =1, 2,• • •, т).

Доказательство. Подставляя значение щь(х, у) из (8) в 
28), получим

I (х, у) = Ие V ар шр (х + ).р у), (29)
Р-1

где
п т

ш? (х 4֊ >•₽ у) = £ 2 Сук ф/кР (х 4- Ар у). (30)
7-1 к-1

Как указано выше в (29) производные функций шр (х + /.р у) линейно 
д1 (х, у) д1 (х,у) .выражаются через ——— и —> , поэтому шр (х 4֊ Хр у) прина-

Ох Оу
д лежит классу С1 (£)).
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Применяя к обеим частям равенства (30) оператор и имея в 
виду, что вектор является решением (6), получим

Л, (шр (х + >֊Р у))1у-о = 22 с>*՜?
у=1 А=«1 X

Ясно, что левая часть в (31) является непрерывной функцией по х. 
Умножая обе части равенства (31) на хт и переходя к пределу при 
х—♦ 0, получим

с,т=0 (/=1, 2, п).
Аналогично получим, что все коэффициенты сд—0. Лемма 4 доказана.

§ 2. Исследование задачи (1), (2)

Для простоты докажем теорему 1 в случае р = 1, х։=0. Зада
чу (1), (2) рассмотрим в классе функций Мо(0; /), вектор-функция 
/(/) в условии (2) берется из класса М(0; I).

Пусть т—целая часть числа I, а а (х, у)—бесконечно-дифферен
цируемая функция, носитель которой содержится в малой окрестности 
нуля, и в некоторой окрестности этой точки равна единице.

В качестве области С, удовлетворяющей условиям леммы 1, мож
но взять пересечение области О с малой окрестностью нуля. Если в 
качестве области 6’ берем пересечение малой окрестности нуля с об
ластью Д то матрицы а (г), Ь (г), с (г) будут удовлетворять всем 
условиям леммы 1, поэтому согласно следствию 1 решение задачи 
(1), (2) естественно искать в виде 

п т
и (х, у)=ч (х, у) «0 (х, у) 4- 2 V С)к а (х, у) и]к (х, у)+ и (х, у}, 

у-։/с-1

(32> 
где С)к — действительные постоянные, а V (х, у)—дважды непрерывно
дифференцируемая вектор-функция в £), производные которой непре
рывны в /).

Подставляя и (х, у) из (32) в уравнение (1) и граничное условие 
(2), получим

<33)Ь (« (х, у)) = Ло (х, у) - 2 2 с)к (х, у), (х, у) е О, 
;-1 /с-1

дю дю
а + с^х’ у) и=/(х, у)— /о (х, у) —

— 2 2 СА Л* (х> у), (х, у) £ Г,
у-1 *-1

(34)

Ао (*» у) = Ь (» (х, у) у0 (х, у)), /ик (х, у) =Ь (а (х, у) и,» (х, у)), 
/о (х, у) ֊Г (а (х, у) щ (х, у)), /у* (х, у)=Г(а (х, у)им (х, у)).

Так как функции и0(х, у) являются решениями задач (1), (20) и (1), 
( 5), соответственно, а ? (х, у) равна единице в окрестности нуля, то 
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функции Ло (х, у), К]к(х, у), [)к(х, у) и / (х, у)—/о (х, у) равны ну
лю в окрестности нуля.

Отсюда, в частности, следует, что

Л0 (X. у)=) (X, у) Ло (X. у), к] к (X, у)= ₽ (X, у) (х, у), 
где ? (х, у) — бесконечно дифференцируемая функция равная единице в 
объединении носителей функций Ло (х, у) и Лу* (х, у) и равная нулю 
в окрестности нуля. Следовательно, уравнение (33) можно записать в 
виде

к (и)=0 (х, у) Ло (х, у) — £ V Су» Р (х, у) к]к (х, у). (35)
7-1*-1

В работе [13] получено фундаментальное решение уравнения 
Л(г>) = 0. Если корни характеристического уравнения (I*) простые, то 
фундаментальное решение имеет вид:

I

» (х, У) =Ве (ах 1п (х+ Ц у)-\------ 1- ап 1„ (х + у)),
где ау(/=1, 2,-՛-, п)—некоторые постоянные квадратные матрицы 
п-го порядка, удовлетворяющие условию

1т (ах + -------1֊ ая) = 0.

Если и> (х, у) является фундаментальным решением уравнения 
£ (и) = 0, то частное решение уравнения (35) определяется формулой

(х, у) = Ло (х, у) — £ £ Су* Лу* (х, у), (3 6)
у—1 *—1

где
Ло (х> .?) = У У и» (; — х, 1} — у) р (;, г,) Ао (Е, т]) 4Ыг„ (37)

(О)

Лу* (х, у) = уу«, (Е—х, т)—у) Р (Е, 7)) Ау* (', т)) ЯйЦ. (38)

ю»
В работе [14] рассматривается оператор

где С = Е + /т) и доказано, что если § (Е, т,) бесконечно диффе
ренцируема в области £) и удовлетворяет условию Гельдера в 27, то 
функция То (х, у) также бесконечно дифференцируема в области £> и 
ее первые производные удовлетворяют условию Гельдера в I).

В работе [12] показано, что если функция (I) удовлетворяет 
условию Гельдера на Г, то интеграл типа Коши с плотностью у- (2) и 
контуром интегрирования Г принадлежит классу С1 (£>), где а —пока
затель Гельдера первых производных.

Применяя один раз формулу Грина для (37) и (38) и используя 

указанные выше результаты, мы убедимся, что функции Ло (х, у) и 
4—797
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Лр (х, у) бесконечно дифференцируемы в области О и принадлежат 
классу С’ (£)). _

Общее решение уравнения (35) в классе с* (О) будет определять
ся формулой

„ (Х։ у) = (х, Ке £ а> 'Ь <х + »)’ (39)

где 1и1 (х, у) определяется формулой (36), ф/ (х 4՜ X/ у) произвольная 
аналитическая функция аргумента х 4՜ у> при (х, принадлежа
щая классу С1 (О).

ФуЕКЦЧЮ'|» ] (х4՜ >/у) мы всегда можем представить в виде

ф, (х 4֊ X; у) = (х 4- '4 и— х0 - >•/ Уо) ш/ (х4֊Ху у) 4֊ с/, (40)
где с,— комплексная постоянная, (х+X,-у) аналитична по аргумен
ту х + ՝!-]у при (х, у)^О и принадлежит классу Сх (£>), а (х0, у0) — 
фиксированная точка в области £>.

Подставляя (40) в (39) получим общее решение уравнения (35) 
в виде

V (х, 1/)==их <*> ։/)4-Ве V а, (х—х0 4՜ Ху (у֊у0)) ®/ (х-НУу)4֊<4 (41)
У-։

где с/ = </։,- • •, <1п)— произвольный постоянный вектор. В представле
нии (41) функция о»; (х4֊>7 ։/) и с/ единственным образом определя
ются через решение уравнения (33).

Подставляя (41) в граничное условие (34) и используя (36), для 
определения функции шу (х -г Хуу), действительного вектора с/ и дей
ствительных чисел сд получим следующую задачу сопряжения:

Не V [а (х, у)4->-/ Ь (х, у)) а, ш,(х+'>.,у) (х—х04~ X](у—у0))+(а (х, у)4- 
1—1

+ А (х, г/)4֊с (х, у)) ш>] = /(х, у) 4- £ £ сд /,•* (х, у)- с (х, у) У,
у-1 ♦■=!

(х, »ИГ, (42)
где

/(х, у)=/(х, у)-/о(х, у)—Г(Ь0(х, у)), (43)

Л* (х, у) = Г(Иц, (х, у))—//* (х, у). (44)

Под решением (42) мы понимаем вектор ф с компонентами
Ш1 (х4֊>1 у),- ■ ■> (х 4- Х„ у), Л,---, </я,

с*; (к = 1, 2,- • •, т, / = 1, 2, - • •, п).
Линейная независимость рассматривается относительно поля действи 
тельных чисел.

Если / (х, у)=0, то задачу (42) будем называть однородной за
дачей.

Задача вида (42) является краевой задачей Римана со сдвигом, 
которая хорошо исследована в монографиях [9], [12], [15].
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Эта краевая задача, содержащая также неизвестные постоянные, 
исследована в работе [8]. Применяя результаты работы [8], для крае
вой задачи (42) получим: если Эе! Ло(г)¥=О, г£Г, то

1) однородная задача (42) имеет конечное число линейно-неза
висимых решений (это число обозначим через к);

2) для разрешимости неоднородной задачи (42) необходимо и 
достаточно, чтобы вектор-функция / (х, у) удовлетворяла конечному 
числу условий вида

У *0 (х, у) 7 (х, у) л =0 (/=1,2,..., к'), (45)

г
где Н1 (х, у), -, 9*- (х, у՛) — п-мерные линейно-независимые вектор- 
строки на Г;

3) индекс задачи: к — к՛ = *, где х определяется формулой (2*).
Ясно, что задача (1), (2) и задача (42) эквивалентны. Условие 

(45) является необходимым и достаточным также и для разрешимости 
задачи (1), (2). Решение же задачи (1), (2) получается из решения 
однородной задачи (42) по формуле 

пт ~
и (х, у)= £ £суй (иу* (х, у) — Лу*(х, у)) + 

)=1 к~1
п

-ЬЯе У ау (х—х04-)7 (у—у0)) и»у (х + Ху у) + </, (46)
յ-^

где вектор-функции му» (х, у) и Л/* (х, у) определены выше, причем 
Л/* (х, у) £ С1 (Я).

В формуле (46) аналитические функции шу (х4֊Ху у) и постоянные 
су*, </у (Л=1, т, /=1, 2, • • ■, и) определяются по и (х, у) един
ственным образом. Действительно, если и (х, у) = 0, то в силу (46) 
п т _
у, V Су» ну* (х, у) будет принадлежать классу С1 (£>) и согласно лем- 

у=1 *=1 
ме 4 С)к= 0, следовательно

Ие V я у (х + Ху у — х0 — Хуу0) Шу (х + Ху у) + = 0 в £>. (47)
7-1

Отсюда и получим, что шу (х-рХу у)=0 и <1=0. Поэтому числу линей
но независимых решений однородной задачи (1), (2) равно числу ли
нейно независимых решений однородной задачи (42).

Подставляя / (х, у) из (43) в (45), получим

^(/)=0 0=1, 2,-■■,к')> (48)
где £у (/)—линейные функционалы от /. Докажем, что эти линейные 
функционалы также линейно независимы.

Действительно, пусть
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С1 (/) 4՜ с։^։ (/)4՜ ' 4՜ Ck' ^k' (/)—0* (49)
Возьмем в качестве ] произвольную функцию, равную нулю в окрест

ности нуля, тогда /=/ и
Կ (/)=^ y}f(x, у) ds. (50)

г
Подставляя (50) в (49), получим

У(<նՊ 4՜ с։®։4՜ • • • 4՜ с*'®*') / ds = 0. 

г
Отсюда в силу произвольности /, имеем 

с1Н1 4֊ с։Н2 -J-' • • + С4'На- = 0.
Но так как 0։,- • ՛, У*՛ линейно независимы, то с։=с։= • • -=с*-=0. Сле
довательно, эти функционалы линейно независимы, то есть число ус
ловий разрешимости задачи (1), (2) равно числу условий разрешимости 
задачи (42).

Таким образом, индексы этих двух задач совпадают и индекс за
дачи (1), (2) также определяется формулой (2*).

Если в окрестности точки разрыва граничной функции / (?) кон
тур Г является аналитической дугой, то при помощи конформного 
отображения области D, задачу (1), (2) можно привести к исследо
ванному случаю и доказать справедливость теоремы 1 и в этом слу
чае.

Аналогичным образом можно решить эту задачу и в случае, ког
да корни характеристического уравнения (1) кратные.
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Վ. i. 02ԱՆՅԱՆ. Խզվող եզրային պայմաններով երկրորդ կարդի էյիպտական տիպի դի_ 
ֆԼրնհցիա| հավասարումների համակարդի համար Պուանկարեի խնդիրբ (ամփոփում)

միակալդ, սահմանափակ ողորկ եզրով D տիրույթում դիտարկվում է Պ ուանկարեի 
խնդիրը Լլիպտպական համակարղի համար։ Ենթադրվում է, որ եզրային ֆունկցիան D-ի եզրի 
ցանկացած կետի շրջակա լրում բավարարում է Հյոյդերի պայմանին, րացի վեր յավոր թվով կե
տերից, որոնցում կարող է ունենալ խզում։

Լուծումը փնտրվում է ա յնպիսի ֆունկցիաների դարում, որոնք անընդհատ են և ունեն 

անընդհատ աոաջին կարդի ածանցյալներ D-ում, բացասությամբ թերևս նշված կետերեց, 
որոնց շրջակայքում ածանցյալները բավարարում են որոշ պայմանների։

Ապացուցված է, որ որոշակի պա յմ անների տոկա յո։թ յան դեպքում խնդիրը նյոթերյան Լ։ 
Գտնված Լ խնդրի ինդեքսը։

V. H. OHANIAN. The Poincare problem for the elliptlc eyetem of differential 
equattone with diecontinuoue boundary conditione (summary)

For the elliptic System the Poincare problem is considered in a planar simple- 
connectad bounded domain D with a smooth boundary. It is assumed that the boundary 
function satisfies Holder condition except a finite number of points where the 
continuity m։y fail.
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We look for the solution among continuous functions, having first derivatives 
in T>, except the points mentioned, in a vincinity of which the derivatives satisfy 
certain conditions.

It is proved that then the problem is noetherian. The index of the problem is 
found.
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