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(продолжение)*

§ 5. Свойства пар Шмидта ганкелева оператора

1. В дальнейшем, при рассмотрении .«-функций Г £ ,т (/?) для 
определенности будем считать, что т^п. Пусть р == О есть не
которое з-число ганкелева оператора Г, порожденного л<-функ- 
цией Г (6 и действующего из (R) в £;х։ (/?). Тогда р£а(Гд). 
Рассмотрим собственное подпространство ЗХР оператора Гд, отвечаю
щее собственному значению р =£0:

зк₽={х€^,+я)х։(н+)1гх = рх}.
Согласно утверждению Г § 2: ДС(тч-а)х1 (И + ) Г) /.(т-?л)х1 (&+), по
этому для /. £ ЗХ р имеем

Р = -֊֊ Гх *=֊ П '>■ (0) -
аг аг 

г о

и

Лемма 5.1. Если /.£ЗХр, гпо ]՝/' £ ЖР (/' £ЯК(_Р)) в том и толь
ко том случае, когда '/■ (0)=0.

Справедливость леммы непосредственно следует из равенства 
(5.1) с учетом соотношения /Гд (#)=—Гд (/) / у/£К+.

Лемма 5.2. Для произвольных элементов /л и /л из спра
ведливо соотношение

F* СЛ;).) Jp (X,; ).)=0 ул£ А’ (F(Z; К): = J exp (Xf/) / (f) dt). (5.2) 
о

Доказательство. С помощью преобразования, аналогичного 
(1.5), имеем

>О ОО
(А: '•) ՝>•) = f Х-1 (/) exp (—It J) dtj[ exp (If J) Z, (t) dt =

oJ °J

Начало см. в № 4 с. r.



= J Jzj (t 4- s) exp (— > tj) J'/л (s) dsdt + 

и и

”|՜ J exp ,л +s) ^s՛ 

0 <>

С другой стороны
co op

Г Cz] (/) exp (as/) /z.» (t + s) dtds = у j p/-:՜ (/) exp (Xs/) X
J У 0 0

-- -----— JJ(j 7-i (t) Гл (t + s 4- u) dt ) exp (—as/) ]/л (и) duds —

OO о

= — JJ/.J (u+s) exp (— As/) /z2 (и) duds. □ 

о и
Соотношение (5.2) можно представить в виде

г+ A) F+(?։; а) = Г_ К; X) F- (7JS; Х)(Х £ /?). (5.3)

Оно справедливо для пар Шмидта именно ганкелева оператора; для 
пар Шмидта {«>, тр] (/=1, 2) произвольного линейного ограниченного 
оператора можно утверждать только, что (;х, ?։)=(’)г, ria).

Через ЖР (0)(сС'”+л) обозначим множество значений в нуле 
функций из SRP: 3RP (0)={/ (0)|z€ SRP}.

Лемма 5.3. Множество SRP (0) является J-нейтралъным под
пространством в Ст+П.

Поэтому (см. [17]), ему соответствует частично изометрический 
угловой оператор К: Ст —» Сп такой, что значения в нуле пар Шмид
та (« (0), т( (0)1 связаны соотношением -q (0)= К; (0).

Доказательство. Легко видеть, что F (//; а)==—/ (0)' —
—а/Н/.; X). Отсюда z (0)=lim—a/F(z; а); /* (0) //. (0)=lim а։ (/л; ’/.)=

= #(/2;Х) =0.
Следствие, dim (0)< т.
Определение 5.1. Упорядоченная система [z^՝, z^> ’ ՛ '> Z՛7'} 

элементов из SXP называется D-цепочкой собственных элементов
1

оператора Гл, если z11] (0) =/=0, a z1*1 (0= ~ /j'Z1*՜11 (s) ds (k=2՜, I), 

о
Элемент z1'1 называется базовым элементом D-цепочки, а числа 
I—ее длиной.
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ZJ-цепочку с базовым элементом / и длиной I обозначим через 
D (/; I) (D (/; I) = {/.(= Z1”), /А • • •, /У ’}•

Длина I произвольной £)-цепочки D (7; I) не превышает размер
ности подпространства ЯХР (Z^dim2RP). В самом деле, если

% (0 = 0,
*—1

то полагая 1 = 0, получим ։х = 0. Далее, дифференцируя полученное 
тождество и снова полагая ( =0, получим я2=0, и так далее. Подоб
ным образом, легко убедиться в том, что элементы нескольких /)-це- 
почек в своей совокупности линейно независимы, если линейно неза
висимы значения в нуле их базовых элементов.

В множестве всех £>-цепочек введем следующее отношение экви
валентности: Р ('/л; 7Х)~/Э ( /.2; /а), если ул (0) = /2 (0). Таким образом, 
каждому вектору из ЯХР (0) ставится в соответствие (одно-однознач
но) класс эквивалентных Р-цепочек. При этом нулевому вектору со
ответствует пустой класс.

Определение 5.2. О-цепочка О (/_; I) называется макси
мальной, если в классе эквивалентных ей Р-цепочек нет цепочки 
большей длины.

В ЯХР (0) выделим подпространства ЯХ’(0)с ЯХ£-1 (0) С ...
• • • С ЗХ’ (0) = ЯХР (0) по следующему признаку: х (£ ЯХР (0)) входит в 
ЯХ* (0), если найдется такая /Э-цепочка £>(/.; I), что х = /(0) и 1^к.

Пусть {хх, х2, хг}— базис в ЯХР (0), полученный следующим 
образом. Выбираем сначала базис в ЯХ£ (0), затем дополняем его до 
базиса в ЯХ^՜1 (0), и так, далее, до получения базиса в ЯХР (0).

Рассмотрим систему максимальных Р-цепочек Р (•/_*; /*) таких, 
что /*(0)=х4 (к = 1, г). Отметим, что длины /* (к=1, г) этих £>-це- 
почек не зависят от выбора базиса |х*|*_։ указанным методом.

Лемма 5.4. Объе динение элементов Р-цепочек Р (/*, /*) (£=1,г) 
образует базис в ЯХР.

Доказательство. Как было отмечено выше, рассматривае
мая система линейно независима. Пусть ®х— произвольный элемент 
из ЯХР. Найдется такая £>-цепочка £ ('|х; 91). которая содержит <рх.

Г
Положим <рг = ’|>1—<х։, к 7.к, где коэффициенты в։,» выбраны так, 

чтобы ф2 (0)=ф։ (0) —2 «1, к 7,к (0)=0. Заметим при этом, что, посколь-
А — 1

ку '?1 (0) € 2Х’։ (0), в разложении фх (0) = У, а։, * 7> (0) участвуют только 
те /»(0), которые образуют базис в ЯХ’1 (0). Поэтому, если £> (ф2; <у-.) 
есть Р-цепочка, содержащая ®2, то д։^-<7х-|-1. Далее, положим <р3—р»

Г
— а2, к /-к, где аз, ь выбраны так, чтобы ?3 (0)= 0. Тогда, если ®3£

4~1

££) (Ф3; /3), то <у3>д1-|-1. Поэтому ясно, что, продолжая таким обра- 
Т

зом, мы необходимо придем к фя= аЯ| к А- Отсюда п получится
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интегрированием базового элемента '^я- Далее, ։?я-1 получится интег- 
Г

рированием базового элемента 1>я-1=?я + ^®я-։, * 7.*. Продолжая та

ким образом, выразим ?>։ через линейную комбинацию элементов D-це
почек D (/-*, Z*) (к =1, г). □

2. Выясним здесь некоторые свойства преобразований F(/_; /.) 
(Г+ (;, ).), Г_(ч; >•)) элементов (пар Шмидта rj).

Лемма 5.5. Если 0 =/= р£о (Гл) и а^Ст+п, то для разрешимо
сти уравнения

Р? (О — [ Гл (/+ s) ® (s) Л = Гл (0 а (а^Ст+п) (5.4)
о •

в классе Цт+пу. i (R+) необходимо и достаточно, чтобы a _1_2RP (0).
Доказательство. Из теории Рисса —Шаудера для вполне 

непрерывных операторов и из включения 5J?fсЬ“ттПул\ (R+) следует, 
что необходимым и достаточным условием разрешимости уравнения 
(5.4) в классе £^т+Л1х1 (Е+) является условие

J (Гл (0 а, 7- (0) dt =0 v’/ e ЖР. 

О

С другой стороны во
j (Гл (0 а, 7.(0) dt =(а, J Гл (/) /. (0 dt^= р (а, /. (0)). □ 

и и
Пусть заданы <р£А('т+Л)х1 (/?+), а^Ст+п и i0-R. Рассмотрим 

систему
1Ж(О֊М(0=‘?(0 f5s.
I ф(0)=֊>

Легко видеть, что для суммируемого | система (5.5) эквивалентна со
отношению а 4-Л (?; /.)=().— /0) F(Ф; л), и следовательно, равенство 
а + (?; ^о)=О есть необходимое условие разрешимости системы (5.5) 
в классе £(։т+я)х1 (/?+).

Лемма 5.6. Решение системы (5.5) при заданных а £ Ст+п, 
и <р, являющемся решением уравнения f5.4), принадлежит

в том и только том случае, когда a-}-F (q>; ).о) =0.
Доказательство. Решение i системы (5.5) имеет вид

I
’? (0 = — J exp (—+ J exp (>.о sj э (s) ds^. 

о
При условии а+Л (։р; л0)=0, Ф представляется также в виде

«и
(0=7 ехр (— W)J exp (XosJ) (s) ds, 
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и следовательно, является, во всяком случае, ограниченной вектор- 
функцией. Проверим, что она принадлежит Имеем

I ехр (>о«У) Ф (и) du
О

= J ^ехр (м?) Гл (t + s) dsa 4֊ 

О
* J

+ (* + s)j ехР (— 'о“/) V (s — и) duds =
о о

ев 
ехр QosJ) Гл (f+s) ds a

О 
по ее

+J Jехр Q-quJ) j Гл (t -г s + и) ф (s) dsdu = 

о о
м ао

=у^ ехр См7) ^Гд (f + $)а + JfA (*+$ + u) <p(u) du) ds = 

6 о

= ?J J'exp ().OS>) Ф (f+s) ds = pjexp X

6 
w

X j'exp ()֊os/) Ф (s) ds. □ 

i
Пусть Тогда, легко проверяется, что ]/՛ удовлетворяет

уравнению (5.4) при a = Jx(0). Вместе с тем, а+ F (J/,'; (/_; к).
Таким образом, приходим к утверждению.

Следствие 5.1. Если z£SRp, то решение системы

I НО)=Х(О)

принадлежит SRP тогда и только тогда, когда l0F (z; >0) = О- 
Из леммы 5.6 при а = 0 непосредственно получаем 
Следствие 5.2. Если z€SRp» R> то решение системы

1Л/(п-м(о=х(о (57>
1 Ф(0)=0

принадлежит ЯХР тогда и только тогда, когда F (/; Хо)=О.



344 М. Г. Крейн, Ф. Э. Мелик-Адамян

При рассмотрениях этого параграфа, приведенных выше, р могло 
быть произвольным 5-числом оператора Г, Для предложения, приво
димого ниже, существенно, что р есть наибольшее з-число оператора 
г (р=|Г|'з).

Лемма 5.7. Решение системы (5.5) при заданных
а £ Ст+я (а =[аХ1 а»]՜; аг € Ст, а3 £ Ся)*, Хо 6 С+ 11 ?։] >

являющемся решением уравнения (5.4) при р ЦГ[։ и удовлетворяю
щем условию

|а։4-^ + (<р։; >)| >]а3+Р-(?2; ')|(НЯ)> (5.8)
принадлежит ЭХр, если аг 4՜ Р\ (?։; \»)=0.

Доказательство. Решение
/

ф։ (0 = —։ e՜a•, е,'*։ ?1 ($) |
и 

системы
I ։'♦; (0-'о Ъ (<)—?! (0 ..
I ф։(0)=-шх, 1՜'

при условии 0x4֊(<Рх; \>)=0, допускает представление

фх (#)=/в-,:*г ?1 («) 4з.
I

Так как 1ш 0, то отсюда уже следует, что Ф1С^Х1 (К+) П 
ПАСтх1 (Л+)с£^х1 (/?+). Это вместе с (5.9) дает (X—\))(а1+Г-.(<г, Х))= 
= /:+(ф;Х). С другой стороны, уравнение (5.4) приводит к соотно
шению (ср. с (1.10))

Г+(Г*;/.)(а։+Г_(<р։; л)) -р (аг4-/+ (<Рх>/֊)-<֊г_(X) г-б^х,).

Разделим обе части этого тождества на X—Хо. Так как '0£С+, то 
(X—/0)-։ г- (X) € 1^x1 и (>—Хо)-։ (а։4-/_ (ср։; Х))=/_ (ф.; X), где ф։£ 
^А2>,։(/?4.). Таким образом, имеет место тождество

/+ (Г*; X) Г_ (ф։; Х) = р Г+ (ф1? л)4-(Х-)1))-։ г_ (X) 
откуда ОО

Р'К (>•) = |г* (# + з) ф։ (5) ds (/ е R- ). 

о
В силу неравенства (5.8) имеем (Л- (ф։; Х)| <|Г+ (фх; Х)| и, следователь
но, по теореме Планшереля 1ФЛ <|фх1|։- Поэтому р® (ф„ ф։)<?2 (ф1։ ф։)= 
=(Г* ф։, Г* ф։) или ((р11 — ГГ*) ф։, ф։) < 0, а так как Р=4|Г||։, то (?։ I—

ГГ*) ф։ =0. Таким образом, {ф1։ ф։} есть пара Шмидта оператора 
Г, отвечающая з-числу р = Щ։.

Через [а։, а2] ’ обозначается столбец с влементами аг и а5.
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С другой стороны, легко проверить, что полученная вектор-функ
ция = [?։, ?а]՜ удовлетворяет системе (5.5). |_|

Если у£2йр, то /// удовлетворяет уравнению (5.4) при а = 
= — У/ (0) и в соотношении (5.8) имеет место знак равенства. Поэто
му из леммы 5.7 получаем

Следствие 5.3. Если ՝/_ = [?, 7}]՜ £ при р= 'Г|)։ и л0 € С-, то 
решение системы (5.6) принадлежит в том и только том слу
чае, когда Е. (;, >0) =0.

Замечание 5.1. Подобным образом можно доказать, что при 
у6 -X? (р=||ГУ и л0£С_, необходимым и достаточным условием раз
решимости системы (5.6) в классе ЭК? является условие Е— (?); )^)=0.

Пусть теперь и (у; I)—некоторая 27-цепочка в $0?р длины I. Если 
при некотором >0£/?\{0} Е (у; ло)=О, то в силу следствия 5.1 суще
ствует Жр, являющееся решением системы (5.6) или, что одно и то 
же, удовлетворяющая равенству

։

'? (О + ?о У? (з) Л = /. (0- 
о

Отсюда
՛ /

Ф1*1 (04 (г)=7?։(0 ’̂с= ~1; •И1»:=?, •ь(‘+Ч(О=-у у (5) бэ) .

о
Это означает, что система (’ЬО), б!®1,- • •, -Ь^+Ч] образует 27-цепочку в 
30?г длины /+1, эквивалентную О (у; I).

Поэтому справедливо утверждение.
1’. Если {у/Ч։ уР!,. • •, уГП|—максимальная О-цепочка, соот

ветствующая некоторому э-числу р оператора Г, то Е С/.1’1; /.) = 
■-=0улС/?\(0) .

Аналогичным образом из следствия 5.3 и замечания 5.1 полу
чаем

2°. Если [у.1’1, у121,• •у(П) (у1П=[£, т;]՜)—максимальная И-цепо- 
чка, соответствующая наибольшему э-числу р (= [Г{։) оператора Г, 
то Е+ (;; л) 0 ул £ С± и Е- (т(, л)=/= 0 уХ £ С_.

Что касается значений Е (у/’1; X) при Х=0 и Х=сс։ то справед
ливо утверждение:

3°. Суммарная кратность нуля вектор-функций Е (у!Ч; }.) 
(Л=1,/) в точках л==0 и л=со для произвольной максимальной 
О-цепочки {'/}‘\ //2),• • •, 7.1'1} постоянна и равна длине этой цепоч
ки. При этом Е (у/'1; л)=^=0 при л=0.

Доказательство этого утверждения основано на следующих лег
ко проверяемых соотношениях

>./ (у1П; л)=У7.Ш (0)-}- Г( У -^1; Л - Е (//Ч; ).)=)*֊’ Е (/1*1; л)(^=1Г/). 
\ Л /

(5.10)
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В самом деле, теперь достаточно проверить, что •/''(// '• ПРИ
).=0. Допустим противное. Тогда, в силу следствия 5.2, найдется эле
мент 0 е ЯКр, такой, что И 4 (0)= 0, а это противоречит мак
симальности £>-цепочки О (/.|։1; /)•

Для базового элемента /. = ['• Чр произвольной максимальной 
/3-цепочки £> (у.; I) длины I вместе с преобразованием Л (/.; X) рас
смотрим „нормализованное“ преобразование

Л? (X; Х);=х('-^֊У Г(/: '•)•

Из утверждений Г‘—3" следует
4°. Для базового элемента 7. произвольной максимальной £)-це- 

почки 0(7; I), отвечающей наибольшему в-числу р операторе Г, имеем

Ан* (у.л)։ = ).(^-^ (у- Х)-/=0 уН^С = /?и{ео)),

а для компонент ; и г) базового элемента 7. максимальной О-цепочки 
О(/;1), отвечающей наибольшему в-числу ? (—Т,з) оператора Г,
ил/еел»

X / —У/Г X) =/= 0 у/. С- С+ и [ оо I;
V X /

Х(^ УГ-(7!; Х)

§ б. 5-матрица, порождаемая ганкелевым оператором Г 
с 1Г|=1 (определенный случай)

1. Пусть задана ж-функция Г£ £,'я ,т(/?-.) и Г,—ганкелев оператор, 
порождаемый этой л-функцией.

Лемма бЛ.Если существует нерастягивающая м-функция 
$ 0-)Р>€^)> допускающая представление:

5 (Х)= Е_ (Г; X) +Ф (Х)(Ф £ X £ /?), (6.1)
то ЦГ^'з < 1.

Если ||Г||2 = 1, то для любой пары Шмидта {;, т]} оператора 
Г, отвечающей наибольшему в-числу р=1, выполняется равенство

5(Х)/+(5; Х)=Г_(и Х)О.е/?). • (6.2)
Доказательство. Рассмотрим 5 (X) Г+ (/; X), где /^х1(/?+)П 

(^т)« Имеем

(/; >•)= Г (0 е_д'Л-|- Ф (X) А С/ (0 е'х< 61 — 
о ' %

°* ,м
=У ([г е-'х/ + 

0 0 7



Интегральные ганхелевы операторы 347

Г (։— /)/(։) еп,Л+*(/.)/ (/; '•)= А_ (Г/; /.) +ф ('•).

Это означает, что элемент 5 (л) (/; а) пространства £.’ ,(£) раз
лагается на сумму двух ортогональных элементов Р- (Г/; /.) £ Н2՛ ~ и 

ф (/.) £ Нп \- Поэтому, на основании равенства Парсеваля, имеет ме
сто неравенство:

ММГ >֊)]։>а$ (>) А- (/; > (Г/; Й=>Г/-(ГУ; а)МГ/Г, 

которое и означает, что ЦГР։-<1.
Для доказательства второго утверждения леммы рассмотрим 

5 (а) А (?; а). Аналогично проделанному выше, легко получаем

5(>.)/;-{-(ч>-)=А_(Г;;л)4-ф(л)=/:-(^>֊)+? О) (К^). (б.З)

Отсюда ||5 (а) А_ (;; а)1|2 = (г/! '*)12 4՜ М2 <!|А-- (;; л]*. С другой сторо
ны, в силу (5.3), имеем ЦА+(?; <)Ц2= ]А_ (т(; а)]2. Это показывает, что

вектор-функция ф в соотношении (6.3) равна нулю, т. е. выполняет
ся равенство (6.2). □

2. В дальнейшем, на протяжении этого и последующего парагра
фов, будем предполагать, что заданная л-функция Г £ (/?+) по
рождает ганкелев оператор Г с |рГЙ2=1. Существенную роль в наших 
последующих рассмотрениях будут играть свойства линеалов ЯЯ(. и 
93?р (0) при р = 1. Их мы будем обозначать через ЗЯ и ЗЯ (0).

Рассмотрим систему £>(/-*; />) (/.* = (;*, т*]-,А=1, г; г=сИтЗЯ (0)) 
базисных £)-цепочек линеала ЯЯ (см. лемму 5.4). Через Н (1)=[Нг1 (<) 
^41(011՜ обозначим л։-функцию, вектор-столбцами которой служат ба
зовые элементы 7.* (Л=1, г) базисных /)-цепочек А ( '/.*; /*)(Л=1, г):

(0 = [«1 (О» ч (0.-- •» (01; нг1 ъ(0.- тч (*)]-
Вместе с А+ (//п; а) и А.. (Нп; а) рассмотрим также „нормализован
ные“ преобразования:

/=..Л (Яи; А)= /.|^1±1у‘ А+(Е*; >.|Г = лА+ (/7и; X) Д+ ().),

Здесь Р. (а) = — суть диагональные (г X /^-матрицы- 

функции, где 1ц (к=1, г) равны длинам базисных /Э-цепочек £>(/-*;/*).
Лемма 6.2. М-функции А.н+ (//и; а)(А.н՜ (Л/и; X) имеют пол

ный ранг г (=с1пп ЯЯ (0)) V А€С+и {«>)(у).£С_и |со|).
Доказате льство. Заметим сначала, что

гапг А.а+ (Яи; А)=гапг Р+ (Нп, А)уХ£ С_ и (оо))\(0), 
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и рассмотрим Гл (Нп; >)а, где 0 =7=а£Сг. Легко видеть, что /:ж(//и;Х)а —
= /(с. Х)։ Где £ =£ а* ;* есть первая компонента вектор-функции

Х= V а* 7.к, являющейся базовым элементом максимальной /5-цепочки 
*■=1

(линейная комбинация базовых элементов базисных //-цепочек есть ба
зовый элемент максимальной 25-цепочки). Поэтому при Х£ С;.՝ч{0} в 
силу 1° и 2° § 5, имеем Г+ (Н1г; X) а^О (О^а^С').

Для доказательства утверждения при Х=0, запишем Г.,г X)
в виде

<41,- >.)-р+п|(— )'*-՛/■+««1> Г -<>■+ о! е 1^.-՛й
Ц\ X / Г*-1 Ь-о Г*՜’

Здесь с/ суть биномиальные коэффициенты при в разложении (14- 
4֊ г г֊1/*՜1. Это, в силу соотношений (5.10), дает

/.«+ (/Ли >•)=(>•+о )-)ц=1,
'к

где <р» есть первая компонента вектор-функции Л — £С,_։'4Л, являю-

щейся линейной комбинацией всех членов максимальной /5-цепочки 
/5(7-1՛ *; 1к)(к= 1, г), и следовательно, образующей /5-цепочху дличы 1 = 1.

Поэтому для произвольного 0^а = [а1, а2,•••, а,]'^Сг имеем

Г.„+ (Яи; X) а = ('-4- г) Г+ (4; X), где '?1 = £ а*?*
*—1

есть первая компонента вектор-функции Ф £ Ж, составляющей /5-це
почку длины 1=1. Отсюда для X £ R можем утверждать, что 
Ли4՜ (Ни) так как в противном случае Г (Ъ; Х)=0. Но это, в
силу следствия 5.2, противоречит тому, что О образует /5-цепочку 
длины 1=1. Далее, Пт (Х-|-г) /(ф; Х)=_/ф (0)=/=0. Таким образом, утвер

ждение леммы доказано и при Х = со. □
Условимся говорить, что для оператора Г имеет место „опреде

ленный случай“, если линеал Ж (0) имеет максимальную размерность, 
равную т. В этом случае система базисных /5-цепочек /5 (/.*; /*)(& = 
= 1, т ). Поэтому, в силу леммы 6.2, вместе с м-функцией Р.„~(Ни; X) 
алгебре т принадлежит и «-функция (/-.ц4՜ (Нп; X))՜*.

Теорема 6.1. Если для опгратора Г имеет место опреде
ленный случай, то существует, и при том единственная, нерас- 
тпягивающая м-функция Е R), допускающая представление 
(6.1).

Она определяется по формуле

Е (X): = Г.„֊ (Яп; X) |/МЧчГ (^-н+ (Яи; X))֊« (6.4)
||\Х—Г/

и является изометрической м-функцией.
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Кроме того, S (>.) допускает представление

S(i)=S (со) + [г(<) e-Mdt т (/?)։ '•€ R), (6.5)

где Г|/?.. = Г, а 5(=с)=—К {К—угловой оператор линеала ЯК (0)). 
Частные индексы >4 >4 м-функции 5 ().) совпадают со
ответственно с длинами /г>/2> • • ■>!„ базисных О-цепочек.

Доказательство. Из определения (6.4) лефункции £(/.)(/.£ 
</?) для л=^=0 имеем

5 (>•) Л- (/уп; '•■)=?- {Нп-. /.)(£(/.)=/_ (Яй; Х)(Г+.(/711; /.))-■). (6.6) 
Отсюда, в силу тождества (5.3), следует изометричность 5 (л).

Представление (6.5) также является следствием (6.4), поскольку

Л.֊ («я! Л^.: "

(Л,,+(//„; !.))-■ $ 1Пх.-

Условие Г= Г следует из включения (5 (>.) — ^_(Г;}.))^ 
X Е. (//п; /.) £ ^п'ут > которое является следствием соотношения (6.6) 
и нижеследующего равенства

Т7- (Г; ).) (Яи; Х) = Г (П е֊‘»Л- Яп (<) емб( = 
о и

= К [Г (*+«) Ни (з) бз ) е֊ш л + уГ (з - 0 Нг1 (з) бз ) е™ Л =

и о 'о —г
= Е- (Яа; ).)+ Ф (/.), (£ ().) С (Гдхт).

Далее, из соотношений (5.10) следует, что

Нт Л։1+ (Яи; ).)=։ Нп (0); Нт Л„՜ (//я; л)=— гНг1 (0).>.< ~ х— ~
Отсюда Нт 5 (Х)=5 (°°)= — (0) (Нп (О))՜1. Заметим, что Нп (0)Х

Х-*֊оо

Х(А/ц(0))_1 есть матричное представление углового оператора А', по
скольку соответствующие вектор-столбцы матриц Нп (0) и Нп (0) 
являются значениями в нуле пар Шмидта |Е, >}]. Таким образом, 
5(ос)= —А.

Наконец, утверждение теоремы о частных индексах непосред
ственно следует из определения частных индексов и леммы 6.2 . □

§ 7. S-матрица, порожденная ганкелевым оператором 
Г с trjr=l (общий случай)

В этом параграфе рассматривается ганкелев оператор Г(ЦГ||2=1) 
при условии dim ЯК (0)=т<^т.
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Нерастягивающая лг-функция 5 (/-) (>■£ R), допускающая пред
ставление (6.1), будет существовать и в этом случае, однако опреде
ляться она будет уже не однозначно. Здесь мы дадим полное описа
ние множества всех таких л։-функций.

Рассмотрим частично изометрический угловой оператор К /-ней
трального подпространства ЭК (0).

Как известно, операторы Р+=К*К и Р—=КК* суть орто
проекторы, проектирующие Ст на R (Л”) и Сп ча R (К), соответ
ственно. Тогда ортопроекторы Ри 0= 1т+п— Р, проектирующие 
Ст+п на ЭК (0) и ЭК (0)1 соответственно, будут иметь вид

I =_1_Г2/Л։-Р+ I
2 \ к Р- ]’ * 2 1 -к 21п-Р-\

В дальнейшем, мы будем пользоваться разложением О на взаимно ор
тогональные ортопроекторы и О։ (С21 + = С2; QlQз = QtQl — 0)
вида

% 2 1-к р-Г^՜! о 1.֊р- I 1о о-) .
Из леммы 5.5 следует, что существует (т + п)Х(т + п))-матричное 

решение g уравнения

(Н-5)я(5)Л=Гд (<)& 
о

Это решение можно представить в виде § = д։, где и
суть решения уравнений

(0֊ (/ + $) ($) с1в =֊- Гд (0 <£, (; = 1, 2). (7.1,)
и

• Рассмотрим «-функции б, (’/ ) — О/-г Р {.8)\ )«). При выяснении свойств 
этих «-функций будут использованы следующие предложения.

Лемма 7.1. Пусть Влхт (^+) и 8]^. ^(т—п)Х(т~п)(Р—)(,}=1.2')— 
м-функции, удовлетворяющие соотношениям (7.1;). Тогда имеют, 
место тождества

а] (X) / Ък (л)=б/֊/& ()• € R; ], к=1, 2). (7.2)

Лемма 7.2. В условиях леммы 7.1 имеет место тождество
•«

[/т+я-Р (Гд; ).)] бу (/.)=(?— |ехр (-}.//)Л; (0 Л (/=1, 2), (7.3) 

о
где

во

^7 (*.+ 5) Л.
в
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Доказываются эти леммы аналогично тому, как доказывались лем
мы 1.1 и 1.2.

Запись тождеств (7.3) в блочно-матричном представлении л։-функ- 

ций F (Гл; ).) и Gj (л) (/=1, 2) приводит к совокупности тождеств, 
аналогичных тождествам (1.10):

Л- (Г*; л) GJP (â)=GR\à)- QB’+F- (RW, >•);

/4 (Г*; /•) (&’ (/.) = Gtf (/.) - + F. ( Rtf; ).), (7.4)

(Г; л) G{{’(/.)= GW (M - (&’+ F+ (RÏÏ; X);

F_ (Г; À) G.T (Â)=G^(>)- Qn+F+ C^i >•)•

В тождествах (7.2), подставляя значение матриц Q;(/=l, 2), получим

1) G\ (À) J G։ (a)=0, 2) Gî (à) J ՝G2 (À) = G^.)JG. ().)=0,

3) £(/.) J G2 (а)=Л, где Л= = [$Q° ] • (7.5)

Заметим теперь, что уравнения (7.1 J (у'=1, 2) определяют gj не
однозначно. Для дальнейшего зафиксируем некоторое решение урав

нения (7.12), удовлетворяющее условию g2 (t)Q2=g2 (/) (/ Ç R-)- Для 

определения решения уравнения (7.1J воспользуемся следующим 
фактом. Если «-функция Н есть ((т-|-п)Х(7п+л))-матричное решение 
уравнения 

•о
Н (/)-|п(^5)//(5)Л=°, (7.6)

Ü

удовлетворяющая условию Н (0)= —: JQV то «-функция (t)
удовлетворяет уравнению (7.1!). Что касается решения H (t) уравне
ния (7.6), удовлетворяющего условию /7(0)= — JQV то оно сущест
вует, поскольку Р (—JОл) = — JQX.

В дальнейшем, говоря о решении уравнения (7.6), мы будем под
разумевать решение H (f)|Jk_p выбранное следующим обра
зом. Каждый столбец ht (0)(А=1, т+п) матрицы Н (0)= — J Qt при
надлежит линеалу DK (0), и следовательно, представляется в виде 

Г
Ai (0)=V a*7'Zy(0), где 7.у=Х1Ч суть базовые элементы системы ба-

зисных D-цепочек D \jj՝, линеала ЗХ. В качестве „А“-ого
______ г

столбца Л* (f)(A=l, m-|-n) «-функции H (t) возьмем £я£/ 7.у (().
j—>

Легко видеть, что так выбранная «-функция H (f) удовлетво
ряет условиям: 1) H (t) Qx = H (t) (t£R); 2) вектор-функция H (t) a 
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для любого а^Ст+п является базовым элементом максимальной ZJ-це- 
почки.

В качестве решения gx уравнения (7.1 ։) будем рассматривать ре
шение (t). Тогда ж-функция gt удовлетворяет условию
gr (;) Q, == g՝ (t), и кроме того, ^-преобразования gt и /7 связаны соот
ношением Gj(л) — ՛•) (Z£/?).

Для выбранных .»-функций Gj (а) (у = 1> 2) тождества (7.5) вме

сте с соотношениями Gj (Z) Q/ = G/(Z)(y =1,2) приводят к следущим 
группам тождеств:

G&1 (а) = - бГ? (Z) Л* 

Gi!’(>)=-G&>(Z) к 

(G&’(Z))* GfP (Z) - Gfi’ (Л))* й? (>.) =0. 
1)

(Gu1 (Z))* Gil1 (■/.)-(GH) (Z))*Gk (Z) =0

(G,T(Z))* G|P (Z)-(Gil1 (a))* Gi!> (a)=0

2) (G|? (>.))* Gf? (Z))-(Gi?։ (а))* G"? (a) =0

(О1Г (a))* Gfi’ (a) - (Gm1 (/.))* G'.l> (a)=0. (7.7)

(G,T (a))* Gl?1 (a). - (&? (a))*G^(a)=Q_

3) (Gil1 (Z))*։G1?(a) ֊(Gfl1 (a))* Gil1 (Z)=Q_ 

(Gn։ (X))* Gil1 (Z)=(Gi?1 (X ))* Gil» (Z) = 0.

Отметим некоторые свойства матриц Gx (Z), G (Z)(Z £ /?) и отображе
ний, задаваемых ими.

Лемма 7.3. Для любого Z£ /?\|0| имеем:

1) Gx (Z) а=?^0 уОУ=а б- QCn+n и подпространство Gt (Z) Ст+л 
(сСт+п) является /-нейтральным.

2) G (Z) а=^0| уО^Д=а £ QCm~n и выявляется равенств0 

(JG (Z) a, J G (л) а)-֊-:(./а, а)(^= J^a, а)). (7.8)

3) G (Z)QCm-neJG1 (Z) Qt Cm+K = Ст+я.

Доказательство. 1) В силу равенства Gx (Z)=/.F(/7; Z) до
статочно проверить, что F (Н; л) а =/ 0 у0 #= а € Последнее
следует.из Iе § 5, так как F {Н; Z)a = F(Z; X), где 7. есть базовый 
элемент максимальной ZJ-цепочки. /-нейтральность подпространства 
G, Q1C'»+« следует из тождества (1); 7.5).
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2) Поскольку С (л) а=СД (а) а при а=0, докажем неравенство 
С (/) а=£0 в предположении 0։ а =/=0. Допустим противное: С (а) а0 =0 
(а0 £ (2Ст ", 0г аа^0). Тогда, в силу леммы 5.6, существует элемент 
6 £ ЭД, удовлетворяющий условию 6(0)= — /ао^30? (0). Это противо
речит тому, что а т=0.

Тождество (7.8) легко следует из соотношений (7.5).

3) Ортогональность подпространств С(‘а) (2Ст~п и } С1(՝1)(21С'Л+П 
есть следствие тождеств (7.5). С другой стороны,

dim G (a) QCm n = dim QCm+n = m-rn—г.

a dim JGX (a) QxC m֊n = dim Qx Cm^=r. □

Следствие 7.1. Отображение G (a): Q Cr'+n -» G ('i.) QCm 
(а^Л\(0}) устанавливает однозначное соответствие между мно
жествами J-неотрицательных (J-нейтральных) подпространств 

из G ('i-)QCm л и QCm~'n соответственно.
При этом максимальное J-неотрицательное подпространство 

в Ст " входит в G (a) QCm+n тогда и только тогда, когда оно 
является образом максимального J-неотрицательного расширения 
J-нейтрального подпространства J Ж (0).

Доказательство. Первое утверждение есть непосредствен
ное следствие соотношения (7.8).

Для доказательства второго утверждения заметим сначала, что, 

если N есть максимальное /-неотрицатльное, a N—/-нейтральное под

пространства в некотором пространстве с У-метрикой, то условие'N zj Л 

эквивалентно условию N I JjW Теперь, требуемое утверждение в си

лу леммы 7.3, следует из равенств Gx (a) Qx С"։+я = C>i (а) /Ж (0).
Как известно (см. [17]) понятие углового оператора устанавли

вает одно-однозначное соответствие между множеством /-неотрица
тельных (/-нейтральных) подпространств и множеством нерастягиваю
щих (изометрических) операторов. Таким образом, каждому максималь

ному /-неотрицательному подпространству N cz QCm+n, содержащему 
подпространство /Ж (0), соответствует угловой оператор В: С'”-* С", 
являющийся расширением оператора —К (—К есть угловой оператор 
/Ж(0)).

С другой стороны, произвольное максимальное /-неотрицательное

подпространство в С (\)(2'п+п есть образ вышеуказанного подпро

странства П при отображении С (а). Угловой оператор 5в такого под
пространства может быть найден с помощью дробно-линейного пре

образования, ассоциированного с отображением С (а) (см. [15]):

Sb= (Gn (а) + G։i (X) В) (Gu (Х)+ G։.G 
2-797 '

(7.9)
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Лемма 7.4. Пусть заданы гильбертовы пространства /7Р Н* 
и частично изометрический оператор К՛. Н^Н^. Тогда произволь
ный нерастягивающий оператор В: Нг֊*Н^ являющийся расшире
нием оператора К, имеет вид В—К®В, где В Нг®В (К)՛ — Н2 Э 
ев ж.

Доказательство. По условию для любых х^В(К*) и у^.Н% 
имеем (Кх, у)=(Вх, у), и следовательно, В* у у I В (К*) \/уН3.
Отсюда, в'частности, для у г В(К) получаем В1>у=Киу-\-г, где г_\_В(К*). 
Это, в силу неравенства > ||В*^Г՜' — |]Л֊*у^г4-М։~||У!1‘'+114_> означает, 
что г=0. Следовательно, В* у — К*у УЦ) € В (В), т. е. В* : В (К) -»■ 
—» В (А՜*), что эквивалентно утверждению леммы.

Теорема 7.1. Произвольная нерастягивающая м-функция 
5 (>.)(>. ^ В), допускающая представление (6.1), допускает также 
для каждого Х£/?\{0) представление в виде дробно-линейного пре
образования (7.9) с некоторым нерастягивающим оператором. 
В = В (X) вида

В (X) = - К® В(X), гдг В (>■): &-Ст -> О- С”.

Доказательство. Для каждого Х£/?\{0| произвольный эле

мент /-нейтрального подпространства (X) (?։ Ст (X)/ ЗХ(0) 
имеет вид С1 (X) (^а^-Г (Н; X) а=1-Р (На; X) =Х/7 (7.; X), где 7. £ ЗК. Сле
довательно, в силу леммы 6.1, матрица 5 (Х)(Х £ является
расширением углового оператора подпространства (X) /ЗХ (0). По
этому 5 (X) является угловым оператором некоторого максимального 
/-неотрицательного подпространства, входящего в С ('/■)(2С'П+П. Таким 
образом, в силу вышеуказанного, 5 (X) допускает представление (7.9). 
Указанный в теореме вид оператора В обусловлен леммой 7.4. □

Определение 7.1. Через Вт ,я (К) обозначим подмножество 
из Втхя (нерастягивающих л։-функций из Нп՝дт), элементы В (X) кото
рого при каждом Х£7? являются расширениями оператора —К, и сле
довательно, имеют вид:

В (X) = - - К® В (X), где В (X): Ст -֊> Q_ Ся (X £ /?).

Отметим, что, если для оператора Г имеет место определенный 
случай (dim 3R (0) = тп), то множество ВяХя։ (В) состоит из одного 
элемента — К (Вяхя, (А)={—К}).

(А -г 2 П<и—=--J Од J где

длины максимальных £)-цепочек, образованных первыми /п-столбца- 
ми 7к(1)(к=1, т) ж-функции //(/) (при /*(0=0 полагаем /* = 0).

Легко проверить, что так определенная ж-функция (X) удов
летворяет условию

Р+ D± (՝)-)—D+ (X) Р+, Q+ D± (՝K)=Dt (X) Q+=Q+ (X£ В).
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Лемма 7.5. Для произвольного В^З„/т(К) отображение 

(Зц(а) -г Зц (X) В ().)) £)_ (>.) : Ст — Ст обратили) при каждом г. (- 
С С’. II {°о).

Доказательство. Ясно, что при а = 0 достаточно доказать

обратимость отображения Си (а) — 312 (а) В (/.). Рассмотрим вектор-
функцию

(Зп (а)+6'։։ (а) В (а)) а 

(321 (/.)+ 3։2 (а)В (а)) а -КР+а

432(Х)
3-а

В (а) а
(аес՞).

Легко видеть, что ® (а) представляется в виде

с (/.)= [а, В (а) а]-+Р(<р; а), где <р (/) (()[Р- а, —КР^ а]՜

+ (0 [31 а> В ('•) 31 ар
является решением уравнения

а
В (X) а

(7.10)

При этом ։р (а) принадлежит /-неотрицательному подпространству 
С (а) 2Хв, где 30?вс: @Сп+п является /-неотрицательным подпростран
ством, отвечающем угловому оператору В (а). Поэтому для <р (/) выпол

няется условие (5.8). Теперь, если допустить, что (Зп (а)+ В(՝1-)) а~
=0 (а С Ст) при а £ С+, то в силу леммы 5.7, существовал бы элемент 
ф 33?. удовлетворяющий системе (5.6). Однако при Ql. а^=0 это про
тиворечит условию 4 (0)=[а, В (а)о]՜ £ £0? (0). Если же (2+а = 0, то
имеем

<? (() =£1 (()

=2/֊ 
л

^11 (0 а] = у-//

Я։1(0а1

и противоречие получается с тем, что /. (() есть базовый элемент мак
симальной /Э-цепочки.

Пусть теперь X £ Я. Рассмотрим вектор-функцию

т (х)=
(Зц(Ч + Зи(А)вСА)^(/.)а 

(За(>)+6И(Х)5(>)) 3_(Х)а

Рч (X) Р+ а
-КО+ (X) Р+ а

+з։ (X)
3+ а

В(1.)(2+а
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Так как (Н; 1-) R, то С1 (X) [/?֊ (X) Р- о, КО- (Х)Р+а] =
= 1.Г([2Нп, 2Нп]-- В± (X) Р+ а, X). Отсюда, как и при доказательстве 
леммы 6.2, получаем (7г (X) [27֊ (X) Р± а,—КО+ (X) Р- а] =(Х-|-/)/?(/> ՛)՛ 
гле 7. £ ЭХ образует Р-цепочку длины I =1, а 7. (0) =[Р+ а, К Р, а]-.

Поэтому для у (X) имеем представление

» (Х)=[а, В (Х)ар+ / (?; X), где <? (/)-֊= /у/ (0+ П (0 +

+ й «)[<?+а, В(Х)С+аГ, 
и, следовательно, является решением уравнения (7.10).

Допустим теперь, что (Сп (X) + С13 (X) В (X)) И+ (X) а = 0 (Х£ /?;

а £ О'”).Тогда и <р (Х)=0, что, в силу леммы 5.6, влечет опять суще
ствование элемента 6 £ ЭХ, удовлетворяющего системе (5.6) При

а~=0 это противоречие. Если же 0+- а =0, то ф(Х)=(Х-р/)£’(Х;л)=О, 
Это в силу следствия 5.2, противоречит тому, что 7. £ ЗХ есть базо
вый элемент £)-цепочки длины I = 1.

Наконец, Вт ((7П (Х)+С712 (X) В (X)) О+ □ 
Л-* "

Замечание 7.1. Рассмотрим класс Вт.-п (—К*) нерастягнваю-
щих ж-функций из Нту.п> имеющих вид 2г (X) =— К* Вг (X), где

Ру. (X): О-С" ->■ 0+Ст. Введем ж-функции

А * / л *-1

где 1к—длины максимальных £)-цепочек с базовыми элементами /.* (/) 
(к=1,п), являющимися последними п вектор-столбцами .и-функции 
7/ ((). Тогда, аналогично лемме 7.5 можно доказать, что отображение 
((7,1 (X) (Х)+ С։2 (X)) ОР (X) ; Сл -* Сп обратимо при каждом Х£
< С֊ и {|.

Теорема 7.2. Пусть Г £ Оп/п (/?^) к ЦГЗ=1. Тогда формулой

Рв (Х)=[(С21 (Х)4-С։, (X) в (X)) £>_(Х)] (X) £>+ (> )[(б.'и (X) +

+ СИ(Х)5(Х))Д+(Х)]-։, (7.11)
где В (X) пробегает все множество Влут (К), дается описание всех 
нерастягивающих м-функций 5(Х), допускающих представление 
(6.1).

Доказательство. Формула (7.11) при Хт=0 совпадает с фор
мулой (7.9), и следовательно, |5д (Х)|^1.

Для доказательства представления (6.1) рассмотрим сначала 
•«’Функцию 50 (X), соответствующую лг-функции В (Х)= — К. Для 50 (X) 
формула (7.11) имеет вид
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50 (>.)Ч(2 &■’ (>•)+&? (>•)) D- (/•)] D՜' (X) D+ (/)[(2 <&»(/.) + 

+ él?’(>.)) d+(/.)]-՛.
Имеем
D-' (л) D„ (л)=1 -„.Г O)+Gg’P»

l V-—I/ lij.i— i

и [(2Gjp(X) + Gn’ (X)) D.-P)]՜1 6 Wm/.m- Таким образом, S0Ç;Wn n, t. e.

So (л)=50 (оэ) + p (0 e~M dt {V^L\,-n {R)). 

— Ж
При этом из сравнения тождеств (см. (7.4)) 

50 (Х)(2 ûf? (/■)+ G1Ï‘(X))=2 âî’W + GS’ (>•),

F. (Г; /.)(2Gri)(À)4-Gl?().))=2G^,(X)+Gj? (Х)+Г+(Я; X) 

получаем, что Г |Л+=Г.
Далее, рассмотрим 5д (X)—50 (X). С помощью тождеств (7.7) лег

ко' проверить соотношение

50 (X)=(2Giÿ(X) + G^(X))‘՜1 (2Gi(12’(X)+ Gi?’(/.))\ 
'Отсюда, используя опять соотношения (7.7), получаем

SB (X)- 50(Х) = (2âP(X) + G^(X)).-'Bp.)(Gn (X)-J-G։2 (X) В (X))-« = 

=[(2 GS’ (X) + G1?‘(X)) D^(X)].֊’DÏ’(X)5(X) [GX1 (X)+G1!։ (X)(- B(X)]-\

В силу замечания 7.1 имеем [(2Gk։(X) 4֊ Gm’(X)) jD2՝(X)]‘ Ç 

<=-Hâ՝ n- Для завершения доказательства, поскольку D+ (Х)В (X) = 
* А

— В (i.) D+ Q-)=B (X), достаточно проверить включение

DZ'(X)[Gn (X) 4- G13 (Х)(- KQ В (X)]֊' 6 Hmxm. (7.12)
Имеем

щ1 (X)[GU(X) + GÎ5(X)(-KGfî(X))]-1=(/m+[(2 Gî? (Х) +

+ Gl? )D+(X)]֊ ’Gi^XjA (X))֊>[(2*GÎP(X)4-G|?(X))D+(X)]->. 

A A
Заметим, что .«-функция G(X)-t- Gx (X) J, блочно-матричное представ
ление, которой имеет вид

2G։(})f/.) + Gff (X)GP? (X) 
_2&й’ (Х)-Ь^(Х) G^’(X)J,
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является /-изометрической. Отсюда уже следует, что ,[(2 6ц ('•) 4՜ 

+ (7Н’)(Х))Д_ (/.)]֊’(')|<д<1. Это влечет за собой требуемое 
включение (7.12), а следовательно и включение Зв (>) -$о (X) £//л *>•

Таким образом, представление (6.1) для 5я (') доказано.
Обратно, пусть 5 (X)—некоторая нерастягивающая «-функция, 

допускающая представление (6.1). Согласно теореме 7.1 она имее. 
также представление (7.9). Нужно доказать, что в этом представле

нии В (/)= — К— В (X) £ Влхт (К).
Имеем для R (/.): =5 (Х)-50 (Х) = (2<7й (X) 4֊ С« ('•))’ 'Я(Х)((7и (X) 4֊ 

+ ('■) В О ))՜1. Отсюда
^)(2^(Х)+Й’(Х))* R (Х)=Й?В(Х) [<2СП,(>.)+С|Р(л))+

4- СЯ’(а) В (/.)]֊’ =1т-(2 ^РС/НОп’ (>))[2СВ’(М4-Сп,(Х:))4- 

Ч-^^/Х) В (/■)]֊’.

Положим АГ(/.) = (2СР1’(/.) Ч֊Й? Й))՜’«?։1? (>•) и введем

Ф (/,): = (/„ Ч-^ (X) В (X))֊1 (/ш - х а) Я(Х)) = 

=[(2сК,(х)ч-а1?(х))4-с{ ։։>(х)В0)]-’ [(2бН)(х)+Й,(х))- (Ж(1) В(Х)] = 

= 2 [(2 С1?(Х)Ч- <Й’(Х ))4-й’ (X) В (X)] -1 (2 <7:(1)(Х)Ч֊61? (X)) -1п Н^„. 

Далее, рассуждая так же как и в теореме 3.1, приходим к выводу: 
В(Х)= -КЕВ (X) е Вя:<(П (А). □

Теорема 7.3. Формулой (7.11), где В (X) £ В „у,, (К) П 1^, т > ла
ется описание всех не растягивающих м-функций 3 (X), допускаю
щих представление (6.4): 

•с
5(Х)=5(со)Ч- рЧ*) е֊л'Л, 

— чв 
—— 

гДе Г £ 1>пхт(В) является продолжением Г (Г|А.|. = Г). При этой 
всегда 3 (со) = В (со) = — К Э В (оо).

Доказательство. Рассмотрим выражение (7.11). Так как 
В И^лх/п > то Ясно, что все множители правой части (7.11) принад
лежат соответствующим винеровским классам. Поэтому 3^№п т и,- 

следовательно, допускает представление (6.4). Условие Г|/?+ = Г вы
полняется, поскольку представление (6.4) есть частный случай (6.1).

Обратно, пусть нерастягивающая л-функция (X) допускает пред
ставление (6.4). Тогда она подавно допускает предтгвление (6.1) г, 
следовательно, в силу теоремы 7.2, определяется формулой (7.11) при 
некотором В^ВГ։Хт(К). Докажем, что В£ . Имеем
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(5(>.) G# (>)-&?(>)) (>.)).

(7.13) 
Заметим теперь, что при каждом i^R существует в силу неравенства 

\G'i2 (X) (G’j? (>))-JKg<J> и следовательно, принадлежит классу IF„Z.„, 
«-функция (5 (л) G!21 (>.) — ди (л))՜1. С другой стороны, правая часть 
равенства (7.13) принадлежит Wn/m. Таким образом, В է Wnxm, а сле
довательно, И •

Для доказательства равенства 5՝(оэ) = В(эс) в соотношении
՚ Ճ (Z)(G’U (Х)-ЬԺյ։ (Л) В (/•)) = (G2։(À) + G», (/.) 5 (>•)) перейдем к пределу 

при / -» œ. Получим требуемое. □
** լ

Следствие 7.2. Пусть Г £ £пх<п (/?) « для всех ՝i£R

Jr(/)e-"'^ <1. (7.14)

— л*

Тогда для оператора Г, порождённого м-функцией Г:=Г|/?+, имеет 
место оценка |Ր||<Հ1.

Доказательство. Согласно лемме 6.1 имеем ЦГ}<1. Однако 
знак равенства здесь исключается. В самом деле, если ||Г]=1, то, со
гласно теореме 7.3, каждая нерастягивающая «-функция S (X), допус
кающая представление (6.4), удовлетворяет условию Տ(?օ) =—К' > 

А
В (оо)=т^0, а выражение, стоящее под знаком нормы в (7.14), не 

удовлетворяет указанному условию.
Физико-химический институт АН УССР,
Ереванский государственный университет П оступила 23.VI.1983

Ե*. Դ. ԿՐԵՏՆ, Ֆ. է. Մ1)Լ14֊յ-ԱԴՍ.ՄՑԱՆ. Ինտեգրալ նանկեյյան օպերատորները և նրանց 
նետ կապված շարունակության խնդիրները (ամփոփում)

Հողվածում դիտարկված են հետևյալ խնդիրները.
Խնդիր Aj. Տրված է (0, օօ) կիսաառանցքի վրա որոշված հանրագումարելի Ս(ք)(ո^Հ/ո) — 

Jաւո րի ց-ֆունկցիան։ Պահանջվում է գտնել նրա այնպիսի Г (/) հանրագում արելի շարունա֊ 
կություն, որոշված ամբողջ առանցքի վրա, և այնպիսի *Տ(օօ) հաստատուն Լո^հրո)-^-մատրից, որ 
S (X) մ ատրից-ֆունկցիան, (0,1) բանաձևով որոշված, լինի չձգող (քՏ (X)f<l կամայական 
իրական հսւմարւ

Խնդիր խնդրի լուծելիության դեպքում տալ (0.1) ներկայացում թույլատրող բոլոր
չձգող S (X) մատրից-ֆունկրիաների նկարագրումը։

Ապացուցվում է, որ Aj խնդիրն ունի լուծում այն և միայն այն դեպքում, երբ | <* 1
որտեղ Г -ն ինտեգրալ հանկելյան օպերատոր է, ծնված (0.2) բանաձևով» Նշված |ք]’շ < 1 
պայմանի առկայության դեպքում տրվում է ձշ ի*Նդրի լրիվ լուծումը։

Դիտարկվում է նաև Aj և A-շ խնդիրների Չընդլայնված» տարբերակները, որտեղ դիտարկ֊ 
Վում են (0.3) ներկայացում թույլատրող S (X) չձգող մատրից-ֆունկցիաներըւ
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M. G. KREIN, F. E. MELIK-ADAMIAN. Integral Hankelian operator* 
and attociated continuation (summary)

In the paper the following problems are considered.
Problem A։. Let T (?) be an (n X m) matrix-function integrable on (0, oo)

Construct a T (։) continuation of T (f) integrable on the real axes as well as a S(oo) 
constant (n X m)-matrix. such that the matrix-function S (?֊) given by (Ü.1) wou d .>e 
nonstretching (IS (>.)| < 1) for any real ?.. . . , .

Problem A3. Provided A, is solvable, give the description of all nonstretching
S(X) matrix-function, for which (0.1) is valid. . . , _ .

It is proved that the problem A, is solvable if and only if ,*11’ 1, where 1 —is
an integral Hankelian operator, given by (0.2). Tbe complete solution of the problem 
is given under the condition Jl'fe . 1. . , ,

Certain “generalization“ of the problems A։ and A3, are also considered.
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