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Введение

В настоящей статье дается развернутое изложение результатов 
первой части работы [1] и ряда примыкающих новых результатов. Что 
же касается утверждений второй части [1], относящихся к теории ка­
нонических дифференциальных операторов, то подробному изложению 
их обоснований мы предполагаем посвятить отдельную статью. Впро­
чем, частично это было проделано в кандидатской диссертации одно­
го из авторов [2]. Следует подчеркнуть, что исследования в [1] воз­
никли как продолжение работ [3, 4] для акселерант и 5-матриц кано­
нических дифференциальных операторов. Лишь на последнем этапе 
было осознано, что часть результатов [1] можно рассматривать как 
матрично-континуальные аналоги исследований [5, б], получивших даль­
нейшее развитие и, в некотором отношении, завершение в работах 
[7, 8].

В настоящей работе рассматриваются различные классы матриц- 
функций’заданного порядка пХ.т, где п и т- произвольно фиксиро­
ванные натуральные числа. Первоначально в [1] рассматривался 
„квадратный“ случай] (п = т). После работы [6] стало ясно, что все 
результаты переносятся на „прямоугольный“ случай (п^т). Между 
прочим, это обстоятельство отмечалось уже в [9].

Настоящая статья посвящена решению следующих задач. При их 
формулировке мы используем обозначения, указанные в § 1, при этом 
без ограничения общности принимаем т-Сп.

Задача (А)Р Задана матрица-функция (сокращенно м-функ- 
ция) Г££1хт ^+) (в дальнейшем именуемая „отправной“). Требует- 

ся найти ее продолжение Г £ кпХт(К)(Г\К+ = Г) и постоянную (пХ 
У^т)-матрицу 5 (со) так, чтобы м-функция 5(X) (Х£ R),определен­
ная формулой

5(Х)=5 (со) 4- у Г (0 е֊^ <11, (0.1}

— ОО

была бы нерастягивающей при любом >• £ R (|5 (Х)| -С 1
Задача (А)։. В случае разрешимости задачи (А)х дать опи­

сание всех нерастягивающих м-функций 5 (X), допускающих пред­
ставление (0.1).
4—724
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Оказывается, что решения задач (А)! и (А)։ естественно полу­
чаются в терминах, связанных с ганкелевым оператором Г: £^х։(^+)-» 
— £^,,։ (/?+), порождаемым „отправной“ «-функцией Г по формуле

(Г/)(0= (*  Г(1+з)/(а)Л *€*+)•  (0.2)

б
Имеет место утверждение:
Задача (А), разрешима в том и только в том случае, когда |1Г|[8<1.
Этот результат следует рассматривать как матрично-континуаль­

ный аналог классического результата Нехари (см. [5]).
Указанное условие |П8 <1 является также условием разрешимо­

сти „расширенной“ задачи.
Задача (А)։. Задана „отправная“ м-функция Г££ЯХЯ| (/? .). 

Требуется найти такую м-функцию Ф£ Нп/т, чтобы

R (л) = у Г (/) е Л + Ф (X) (Ф £ £/?) (0.3)

и
была бы нерастягивающей м-функцией для почти всех Х£/?.

Задача (А)8. В случае, когда 5Г(8<1, дать описание множе­
ства Б (Г) всех нерастягивающих м-функций 5(Х), допускающих 
представление (0.3).

Задачи (А)8 и (Л)8 получают сравнительно простое решение, 
когда имеет место так называемый вполне неопределенный случай: 
ЦГ|8<^1. Это решение было получено в [1] (при п=т). В этом случае 
имеют смысл операторы (I—Г*Г)՜*  и (I—ГТ*)՜ 1, действующие в 
пространствах £тХт(-^+) и £яхя (Л+) соответственно (1 р.^х), что
позволяет ввести в рассмотрение «-функции С/*(/,  к = 1, 2) порядка 
туХт։(/, Л=1, 2; тг = т, гла = п) по формулам

(X) = /.+Г+(1-Г*Г)֊Т*Г;  X); (718(Х) =Г+ (I-Г*Г)֊ ’) Г; X), 
С81(Л) = Г_((1-ГГ*)-«Г*;  X); С28(Х) =/„ 4֊/г_ (I—ГГ*)՜ 1 ГГ*;  X). 

С помощью этой четверки формулой
5 (X) = (С81 (X) + С85(X) В(Ху) (Си (X) + б'18 (X) £().))֊« (0.4) 

устанавливается одно однозначное соответствие между множеством 
всех В^ВяХ/г. и множеством всех 5£8(Г). Через ВЯХ(П обозначается 
множество всех нерастягивающих «-функций из класса Н„Хт. Более 
того, описание «-функций 5(Х), требуемое в задаче (Л8), получается 
той же формулой (0.4), когда «-функция В пробегает все множество 
ВлхтП^пхт нерастяг?ивающих «-функций из винеровского класса

В настоящей работе получено полное решение задач (А)8 и (А)2 
и в случае, когда |]Г|>8 = 1.
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Для исследования этого случая пришлось предварительно изу­
чить свойства пар Шмидта |?, т,] оператора Г, отвечающих какому- 
либо 5-числу р, т. е. решение |«, т;] системы уравнений 

м «е
Р? (?)= /г*  (?4-з) Т) (з) Фв; (?) = (4+$) «(«) Л-

и V

Поясним, что так как Г££* Хт (/?+), то оператор Г вполне непреры­
вен и, следовательно, можно говорить о его 5-числах. В частности, 
при [|П։-1 число р=1 (==|1Пз) всегда является (наибольшим) з-числом 
оператора Г. Отметим, что в скалярном случае (п=т=1) пары Шмид­
та были исследованы еще в [6], так что полученные нами результаты 
следует рассматривать как некоторое развитие результатов [6]. Впро­
чем в этом направлении мы не исчерпали всех возможностей.

В настоящей статье выясняется, что если |Г|2 = 1, то при реше­
нии поставленных задач существенную роль играет подпространства 
ЗК (О)сС'’1՜'1 векторов [; (0), ■») (0)], составленных из значений в нуле 
пар Шмидта |£, ?)|, отвечающих з-числу р=1, а также понятия Р-це- 
почек, образованных парами Шмидта, и базовых элементов этих £> 
цепочек.

Оказывается, что если <йт ЕК (0)= т, то в этом и только в этом)՛ 
случае задача (А)х (и подавно (А)!) имеет единственное решение. При 
этом .«-функция 5 (>.) оказывается изометрической лефункцией из вине­
ровского класса й^хт и задается с помощью базовых элементов опреде­
ленной системы /7-цепочек (см. теорему 6.1). Если же сНт 2К(0) т, то 

решения задач (А)։ и (А)« даются опять-таки в виде дробнр-линейного 

преобразования с помощью некоторой матрицы С ().) = Ц6՛;*  (л)Ц;*_1р.£/?).  
Однако в качестве „параметра“ В (>.) выступают уже матрицы-функ­
ции из более сложно определяемых классов ВяХя» (АГ) и ВяХЯ։ (А')П^Я’Х п 
(теоремы 7.2 и 7.3).

Как будет показано в другой работе авторов, результаты на­
стоящей статьи позволяют получить решение матрично-континуальных 
аналогов „классической“ задачи Шура и ее „предшественницы“ —за­
дачи Каратеодори—Теплица.

Поясним какого рода аналоги мы имеем в виду.
Аналогом задачи Шура является
Задача (5)х. Пусть задана м-функция Сл^/^хДО, А')(0<^?/<Гоо)- 

Требуется найти условие существования м-функции Е из класса 
Вд ,т {нерастягивающих м-функций, голоморфных в верхней полу­
плоскости С+), представляемых в виде

.V
Е (г) = у Си (?) ем М+е™ Ф (X), (0.5>

о

где Ф £ Нлхт •
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Задача (Б)։. В случае разрешимости задачи (5)х дать опи­
сание всех м-функций допускающих представление (0.5).

Эти задачи сводятся к соответствующим задачам (А)! и (А)2. 
Так, например, на этом пути совсем просто решается задача (5)Р 
Для формулировки условия ее разрешимости рассмотрим вольтерров 
оператор С,у: Ь2тХ1 (0, /V)— Ь2пХ1 (0, А), определенный формулой

(Сл-/) (/)=у Сх а-з)/(5) Л ((/64х> (°> ^(0А)). (0.6)

о
Оказывается, задача (3)х разрешима в том и только в том случае, 
когда

Во вполне неопределенном случае |)Су|<О задача (5)2 легко решает­
ся на основании решения задачи (А)2 (см. [9], где изложены некото­
рые результаты рукописи, относящиеся к [1]).

При рассмотрении матрично-континуального аналога проблемы 
Каратеодори—Теплица по/смыслу самой задачи требуется, чтобы п—т.

Сформулируем здесь аналог проблемы Каратеодори—Теплица в 
несколько упрощенной форме.

Задача (С—Т)2. Задана м-функция (0, А)(0<А<эт).

Требуется найти ее продолжение Н^Ьп՝хп (/?+)(А|(0, А) = А,у)та­
кое, что

СО

Не + 2 |А(<) ем Л )>0 (X£ С+). (0.7)

о
Задача (С—Т)։. В случае разрешимости задачи (С—ТХ дать 

описание всех продолжений Н£ 1?пхп (#+), удовлетворяющих усло­
вию (0.7).

Справедливо следующее утверждение.
Задача (С—Т)х разрешима тогда и только тогда, когда оператор 

Нл, определяемый в Ь2пуЛ (0, А) по формуле
I

(Нд. /)(0=|Ял, (/-5) / (з) 68 (^£*х1 (0, А); *6(0А)), (0.8)

в
удовлетворяет условию

Не (1+2 Н„) >0. (0.9)

При выполнении условия (0.9) решение задачи (С—Т)а сводится 
к решению задачи (5)2, в которой .«-функция Су определяется из 
■уравнения Вольтерра • .

Су (0 + у А.у (/-з) С.у (։) Л + Нх (0=0 (0<г <А). (0.10)

о
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Поясним, что соотношение (0.10) эквивалентно операторному ра­
венству

1+2Н№(1-Сл-)(1 + Сл,)֊’,
из которого, в свою очередь, следует

Пе (I + 2 Нл’) = I 4֊ Н„ + н;= (I + Сл)-1(1 —С,у Слг) (I 4- С л)՜1, 
что означает эквивалентность условий ]Сл^ •֊’>. 1 и Ие (I + Пл՛) 0.

Таким образом, задачи (С— Т] и (5) сводятся друг к другу.
По существу, задачи (С— Т\ и (С— Т)л ранее рассматривались 

с различных позиций. В работах [3, 10, 11] по прямым и обратным 
задачам спектральной теории канонических дифференциальных опера­
торов рассматривалась лефункция //(/7*  (/) — //(—/); (— < ./V)),
которая при выполнении условия (0.7) называлась акселерантой. В 
недавнем сообщении [12] изучался скалярный континуальный аналог 
проблемы Каратеодори — Теплица с обобщением на так называемый 
индефинитный случай.

Тем самым, пэ-видимому, впервые выясняется цепочка связей, 
ведущих от задачи (Л) к задаче (5) и, далее, к задаче (С—Т).

В заключение следует отметить, что когда работа над статьей 
близилась к концу, авторами был получен препринт статьи [13], пос­
вященный решению задачи (Л)! при ЦГ||։ 1 в классе изометрических
лг-функций 5 (>.) и некоторым вопросам, связанным с нею. Как выяс­
нилось, авторы статьи [13] не знали о существовании работы [1]. В 
то время как еще в [1] для случая ЦГЦ < 1 было получено общее ре­

шение задачи (Л)3, авторы [13] ограничиваются задачей построения 

таких продолжений Г, которым отвечают изометрические 5 ().) с напе­
ред заданными отрицательными частными индексами. Как показано 
в § 4 (теорема 4.2, следствие 2), указанные в препринте результаты 

получатся как простые следствия решения задачи (Л)2. Что касается 
случая |ГР։=1, то соответствующие исследования были проведены 
нами и авторами [13] независимо и разными методами, но и в этом 
случае основные результаты статьи [13] получаются как следствия 
общего решения задачи (А)3 при ЦГ|]։ = 1. Заметим, однако, что более 
детальное рассмотрение вопроса о частных индексах лс-функций 5(л) 
в настоящей редакции нашей статьи было стимулировано ознаком­
лением с содержанием препринта [13].

§ 1. Основные определения и тождества

1. Как обычно, через С (R) будем обозначать поле комплексных 
(вещественных) чисел. Верхнюю и нижнюю открытые (замкнутые) по­
луплоскости обозначим через С± (С±), а неотрицательную и неполо­
жительную полуоси — через /? Г. Унитарное „п“-мерное пространство, 
элементами которого являются вектор-столбцы из п комплексных 
чисел, обозначим Сп. Норму |Л| (п X ти)-матрицы Л = \\а^ д_։ опре­
делим как норму отображения Л: Сп —* С", определенного этой мат-
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рицей. Класс (п X л։)-матриц-функций А (/) ~ (ОН},'*!.։»  элементы
а>*(/=1,  п; к = 1, т) которых принадлежат определенному функцио­
нальному пространству, обозначим символом данного пространства с 
добавлением внизу индекса л Х/л- Так, например, А Спу.т (^+) означает 
класс (лХтп)-матриц-функций А (/)=1ац (0^.’*-։  таких, что а/*  £ АС(К ) 
(/=1 , п; к — 1, т). Здесь АС(Я+) означает банахово пространство 
абсолютно непрерывных на поллоси /?+ функций а(?) с нормой

|а| = sup |а (/)| + I |а'(/)|Л. 
'6*  + • J■ О

Через W и W- обозначаются винеровские алгебры функций вида

с +/(>.): = c+J7(0e'Urff КС; >.£/?; ftL'lR)) 

— м
. и

c+FAf; >•): =с +(с£С; /^(R-)).

Множество функций из №'(№'-), в представлении которых с = 0, об­
разуют подалгебру 1^(11^).

Рассматривая квадратные ((т 4 п)X (т 4՜ л))-матрицы, часто 
будет удобно задавать их блочно-матричные представления в разло­
жении Ст+п = Ст РуСа. Так, например, матрицу /(= ]т Л) опреде­
лим по формуле

Г ilm 0
I о - пп (Л—единичная (пХ л)-катрица; J։ = — Im^n, = —

Для произвольной «-функции Я)Х(-П+П)(/?) с помощью «-функ­
ции exp (7tJ) определим 4-преобразование по формуле

(g; '•) = J exp (ItJ) g (t) dt (՛>.(: R). 
о

Блочно-матричные представления «-функций и f (g; л) имеют
вид

exp (Zf/) =
'eMI,n 0

0 e - Jn
>) ^(gjjjZ)՜

’■)=

гДе есть блочно-матричное представление g (1՜).
Пусть Г произвольная (лХл1)-матрица. Через Га обозначим 

(лг + л)Х(/п—л)-матрицу вида

(1.1)
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Легко проверить, что заданная ((/п4-л)Х(тп-(-л))-матрица N имеет вид 
(1.1) в том и только в том случае, когда выполняются сооотношения

= JN=-NJ. (1.2)
Лемма 1.1. Пусть V^L\yn(R^) и g € +п№+У—м-фУ**՜

ции, связанные соотношением 
в»

g (о - Jr; (н-s) g (si ds Гд (о и e /?+). м

о
Тогда м-функуия G (Х): = Im+n + F (g; X) J-унитарна при каждом 
вещественном X;

G*  (X) JG (л) =G (X) J G*  ().)=J уХ С Я- (1 -4)
Доказательство. Легко видеть, что каждое из соотноше­

ний (1.4) означает, что существует G՜1 (/.)=—JG*(j)J.  Поэтому 
достаточно проверить, например, равенство G*  ('i.) JG (՝>-)— J. Оно 
равносильно равенству 

ОО «о
j g* (О exp (— UJ) dtj^exp (ItJ) g (t) dt + 

(J и

eo oo

+ Jg* (0 exp (—UJ) dtJ+J^exp (UJ) g (t) dt =0. 

и и
Заметим, что ОО X

j g* (*) exp{—UJ) dtj^exp (UJ) g (t) dt = 

0 0
• t

= J j g*  (0 exp [X (S - t) J\ Jg (s) dsdt + 

о и
•t -o

+ J g*  (0 exp [X (s - t) J] Jg (s) dsdt = (1.5)

о i
oo eo

= J Jg*  (0 exp [X (s—t) J} Jg (s) dtds+ 

0 5 
co oo

+ J J ?*  (0 ex₽ P- (s—0 J]Jg(s) dsdt= 

о i

= J J g*  (*4-s)  exp (- UJ) Jg (s) dtds + 

ou
•o oo

+ j Jg*  (0 exp (UJ) Jg (s + t) dsdt.
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Последнее слагаемое этого равенства, учитывая соотношение (1.3) и 
свойства (1.2) матрицы Г», можно преобразовать следующим образом:

СО •»
J (/) exp (>.s/) Jg(s+t) dsdt = 

о о

(/) exp(>s/) У Г4 (#+s)+J Гд (< 
о

+ s + “) g (u) du ЛЛ

exp (— ).sj) ds J—
о о

g* (i) Гд (f + s+ и) dt exp (—is/) Jg (u) dsdu = 

: рГд (s)—g*  (s)) exp (— >.sJ)dsJ + 

0

s-H*))  exp (—)֊s/) Jg (M) dsdu =
0 0

g*  (s) exp (—'i-sj) ds J —

— j J#*  (s -H) exp (—>sj) Jg (u) dsdu — 

u c

ds =

g*  (s+u) exp (— I.sj) Jg (s) dsdu —

—yj exp (лзУ) g (s) 
0

Знак □ будет обозначать конец доказательства.
Пусть G(X)= JGyfc(l)|։ й_։— блочно-матричное представление G (л). 

Тогда У֊унитарность матрицы G ()֊)(>. дает следующую совокуп­
ность тождеств:

W $21 (?-) $и 00 — Z-я. G* 2 (/.) GS2 (л) — G’., (> )G,j (/ )= In,
$110) $12 0 ) ֊ $2*1  (’•)$« (>•) = 0,

(1.6>
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Gn (>) G'n (>.) - g։։ (/.) g;2 (Z) = д, Ga (A) g;2 (•/.)֊ Gn (}) g;։ ().)= 

= Л. Glx (/.) (X) - G։a (A) - G'n (X)=0. (1-7)

Отсюда, в частности, следует обратимость матриц G//(X) (/ = 1, 2) при 
любом вещественном А. В самом деле, |det Gn (X)i։ = det Gh (л) Сп (Х) = 
= det (Ли + G:։ (a) Ga(A))^. 1, аналогично |det Ga: (Х)|։ 1.

Замечание 1.1. Ниже мы отмечаем как отражаются те или 
иные структурные свойства .«-функции Г (/) на ^-функцию G (л).

Предварительно напомним обозначения. Для произвольной (лХт)' 
матрицы A = £-1 через А обозначается комплексно сопряженная
матрица: А = а через А — транспонированная:/! ==|ау*||՞, ’ Г-1-

1) Если Г (/)—симметрическая матрица: Г (t) = Г՜ (/) ytfc R+ (ра­
зумеется, в этом случае п — т), то G (а) удовлетворяет условию

JoC(A)yo = G(A)f>.6/?; Уо: = [° Z"T). (1.8)
\ 17« ojz

В самом деле, легко видеть, что Гл (t)=J0 Гд (f) /0. Отсюда Iog(t)Jo= 
= g (t) , что, вместе с равенством exp (X tj)= Jo exp (XfJ) JQ, приводит 
к соотношению (1.8).

2) Если Г (0 — вещественная матрица: Г (0= Г (/) у/£/?+, то 
GW^ G(->) ('՛€#)■

Справедливость этого утверждения непосредственно следует из 
того, что Гл (/) = Гд (/), следовательно, и g (t) =g (f).

3) Если Г (t)—вещественная и симметрическая матрица: 
r(i)=r uj=rT)’v^7?+, то Л G(X)J0='G(7)=G(-).)(kC^+).

4. Если Г (/) эрмитова матрица: Г (/)=Г  (f) yf £/?+, то J0G(j)J0= 
= G(-X) (ИЯ).

*

Лемма 1.2. При условиях леммы 1.1 имеет место тождество՛.

[Im+n-F (Г4; >.)][/mt„ +7 (я; X)] =fm+n-F(R; -X) (Х£/?), (1.9) 
где R (/)—м-функция, определенная равенством

«о
R(t)= j՝ Гл (s)g (t + s) ds. 

о
Доказательство. С помощью преобразования, аналогичного 

(1.5), находим

F (Гл; X) F (g; A)=j J Гл (f+s) exp (֊XfJ) g (s) dsdt+ 

0 0 (B oo
+ j Гл (t) exp (XsJ) g (f+s) dtds.

ii о
Отсюда

[Zm+„- Г (Гл; X)][Zm+„ + F (g; X)]=



320 М. Г. Крейн, Ф. Э. Мелик-Адамян

Гл (/)£(' + *) с/1^~

- ехр (Х</) ( Га (0֊ б (0 + Г* ('+*>  8 («) Л- 
о о

В силу соотношения (1.3) это приводит к равенству (1.9). □
Равенство (1.9) в блочно-матричном представлении можно запи­

сать в виде
Г 1т -Г+(Г*;Х)  11 (71։ (>•) ви (X) | [ 1т - Г- (/?„; X) Г_ (/)
|֊Г_(Г;Х) /« ||6’?։(Х) СМ(Х)| [-Г+(/?։1;Х)/я-/+(/?„;).)

Отсюда получаем следующую совокупность тождеств:
Г+ (Г*;  X) (7М (л) = ва (Х)-/т + Г_ (/?п; X);
/+(Г*;  X) С22(Х) = С12(Х)4-Л_ (к։,: X) (1.10>

/•_ (Г; X) с։1 (X) = вп (X)- (£„; X);
г- (Г; X) (Х)= (X)֊ /я + Г, (7?։։; X).

§ 2. ^-функция ганкелева оператора

1. Через Е„уп будем обозначать какое-либо из пространств 
Е'пхт (Я+)(1О<«>) или АС,.хт (#+)• Любая л.-функция Г 
порождает ганкелев оператор Г: Ет-хд-  Елхг , действующий по фор­
муле >

*

(Г/)(0 = ]’г(/-Ь5)/(5)Л (/6^X1). ' (2.1)

о
1“. Как известно (см. [6] стр. 70), ганкелев оператор Г, дей­

ствующий из Етхг в Епх\ , вполне непрерывен и в каждом из про՜ 
странств Ет\1 имеет одни и те же в-числа. Пары Шмидта т;|, 
соответствующие данному з-числу ?:Г*т;=р?  и Г։=р<}> также не 
зависят от выбора пространства Етуд, в котором рассматри­
вается оператор Г.

Это предложение, вместе с некоторыми другими предложениями, 
характеризующими ганкелев оператор, приведены в [6] для скалярно­
го случая. Обобщение их на матричный случай не вызывает затруд­
нений.

Вместе с функцией Г (<) и оператором Г рассмотрим функцию 
Га (#)» определенную формулой (11), и ганкелев оператор Га, порож­
денный м-функцией Гд (/). Оператор Га, рассматриваемый в простран­
стве ^(и,+я)Х(оц Я) (-^+)> самосопряжен. Следовательно, его спектр з(Гд) 
вещественный. Легко убедиться, что а (Гд) симметричен относительно 
нуля и а(Гд)П/?+ совпадает с множеством 5-чисел оператора Г. Бо­
лее того, если X — собственный элемент Гд, отвечающий собственному 
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значению р £ А?+ (Гд 7. — //.; р £ а (Гд) П А?_), то представление 7. (Г) = 
[’ (0> <(01 («€^2,+։ (/? ֊); 7!б^лх։(^֊-') в Разложении Цт+а)х1 (R*)  = 
— ^тх1 (К+) & £?,х1 (R-) определяет пару Шмидта {;, т() оператора 
Г. В силу утверждения 1’, сказанное выше верно для оператора Г, 
рассматриваемого в каждом из пространств Етхь

Если 1~ о (Гд), то уравнение (1.3) будет иметь решение 
^(т+л)г (т~л) (^+), и следовательно, с оператором Гд можно будет 

связать /-унитарную .и-функцию С (X). Ее мы будем называть 67-мат­
рицей, „сопровождающей“ ганкелев оператор Гд (или Г).

В дальнейших наших рассмотрениях существенную роль будет 
играть условие: ЦГд^^! для Гд, рассматриваемого в £^т+я։х1 (/?+). 
Всюду *Н1  прэтяжгнии этого параграфа будем считать это усло­
вие выполненным.

Рассмотрим „сопровождающую“ .и-функцию С (>.)(>. £ R) опера­
тора Гд. Ее блочно-матричное представление имеет вид

р \ _ I О) ^1» (л) _ I "Ь (Л1» *■) + (?!«’ М (О П\ 
I сп (X) вм (}.) I Г- ($„; X) Л+Г- («й;X) '

Непосредственно выражение и-функций б}*(/,  Л=1, 2) через, опера­
тор Г было дано во введении. Как явствует из записи (2.2), .»«-функ­
ции 6’п (X) и (712 (X) ((7П (X) ։и б22 (X)) аналитически продолжаются в 
верхнюю (нижнюю) полуплоскость и при этом принадлежат соответ­
ствующим винеровским классам.

Теорема 2.1. При условии |ГДЦ8<^1 матрица Си(Сп) обратима 
при любом Х£С+ (Х^С_) и, следовательно, в силу теоремы Винера, 
ед е >г:х. <05՛ е

Доказательство. Обратимость Си (С։2) при Х£/? была до­
казана выше. Рассмотрим (7и (X) при Х£С+. Допустим, что с!е16։1(Х3)=0 
при некотором )Ч)^С+. Тогда найдется такой вектор а^Ст, что 

Си (Хо) а =0. Поэтому вектор-функция А+ (Х)=(Х—л0)՜1 (7П (X) а ана­
литична в верхней полуплоскости и, более того, принадлежит классу

,. В силу теоремы Пэли-Винера она представима в виде

(X) = А+ (о е‘" м (А+6^х1 (R.); >^С+). 
и

Для вектор-функции А- (а)=(а—\))”՜1 С21 (К) а подавно имеем

А_ (X) = р,_ Л (А- е^х։ (/?.); И С֊), 

о
Разделив соответствующее из тождеств (1.10) на X —Хо и применив 
его к вектору а, получим

А+ (Г*;  X) А_ (X) = А+ (Х)+г- (X) (Х^Л; г-С ^тх։).
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В терминах Фурье-прообразов это соотношение дает

г*  (z+s) h- (s) ds == A+ co (t e /?+). (2.3)

С другой стороны, из (1.6) имеем

|Л, ЮГ = (с» (0 5-։֊-' °“(0 >■ ° > ) = (Ч а" w г“г ՛ гг)= 
\ '֊—'о '•—Х А—'о Л—уо/

-НА- (/.)|’>!Л+(> )|*  ().СЛ).

Поэтому |A-tj|s+>||A-i|։ и, следовательно, по теореме Планшереля, 
Последнее, в силу соотношения (2.3), противоречит условию 

||Гд||2<^1. Аналогично доказывается соответствующее утверждение для 
G23. □

Следствие 2.1. det Gu (X) = det G-л (X) (X£ C+).
В самом деле, из (1.6) для Х£/? имеем

det Gn (X) det Gj* ։ (X) = det (G,’։ (X) Gn (X))=det (Л.+ G^ (l)G„ (X)) = 

= det (In 4- G21 (X) G21 (X))=det (G2։ (X) G^(X)) = det G‘n (X) det Gs2 (X).

Из доказанной теоремы следует, что (det Gu (Х))* ։ £ W+ и 
(det G^ (Х))±*  £ Поэтому справедливо соотношение

(det G։\ ().))֊> det Gu (X)=det G։։ (X) (det G‘n (X))֊» (ICR).

Оно означает, что функция (det G^ (X))՜1 det Gu (X) допускает анали­
тическое продолжение на всю комплексную плоскость. Замечая теперь, 
что det Ощ (cc)=det Gu (оо) = 1, приходим к равенству

(det Gm(X))՜1 det Gn(X)=l. □

2. Определим в полуплоскости С+ (тпХп)-матрицу-функцию X(Х)х 
полагая

X(X): = Gn' (X) Gjj (X) (=Gai (X)(G22 Q.))՜’, в силу (1.7)). (2-4)

Ясно, что X<z ^т,п- Более того, существует q (0<^д<^1) такое, что 

l*(MI<<7  VHC+- (2-5>
В самом деле, на оси R .«-функция X является сжимающей, ибо в 
силу (1.7)

X (X) Z*  (X) = Im-G֊՝ (Х)( G’n (X))-։ « Im (X£R).

С другой стороны, X (со)=0. Следовательно, найдется такое q (0<^ 
<C?<Cl)i что 0֊)1 -С Я Неравенство (2.5) теперь следует из- 
принципа максимума для аналитических функций.
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По де-функции X однозначно восстанавливается матрица G. Действи­
тельно, из (2.4) следует

(û;։ (>•))-’= Л*  ().); G£ (X)(Gj։ ()))֊> =

* Определение правой и левой факторизаций см. стр. 329.
Отметим только, что для положительных ж-функций из алгебры частные

индексы v.j=O (J= 1, k) (см. [14]).

= /„-X*(X)  (X 6/?). (2.6>
Поэтому ^«-функции G՜1 и G.:^ находятся как левые множители левой 
и правой канонической факторизации*  м-функций Im — X (X) X*  (X) и 
1П—X*  (X) X (X) соответственно. Найдя Gu и G22, находим G12 и Gn по 
формулам

G1։().) = GU(л) X().)(>.tc+), G^(X) = GM(X)Ä*(X)  (XÇC-). (2.7}

Äf-функцию X в дальнейшем будем называть характеристической 
JH-функцией оператора Г и будем обозначать X (Х)=Х (X; Г).

Теорема 2.2. Для того, чтобы некоторой (тХп)-матрице- 
функции Jf(X)(XÇC+) отвечал ганкелев оператор Г с ИГ||2<^ 1 та­
кой, что X () )=Х (X; Г), необходимо и достаточно, чтобы

1) X^W^xni 2) |Л՜ (Х)|< ç уХ Ç С+ при некотором д<1.
Доказательство. Необходимость условий 1), 2) доказана 

выше. Перейдем к доказательству достаточности. Условия 1) и 2), на­
ложенные на JH-функцию X, обеспечивают существование правой (ле­
вой) канонической факторизации JH-функций Im—X (X) X*  (X) (1п— Л*(Х)Х  
X X (X)) с нулевыми частными индексами (см. [14]). Это дает воз­
можность по формулам (2.6) и (2.7) определить jw-функции Gjk (i,k=l,2). 
Легко проверить, что справедливы тождества (1.7). Это означает, что 
блочная матрица G (X) =JGZ* (Х)^=1 является J-унитарной при каждом 
вещественном X. Отсюда следует справедливость тождества (1.6).

Определим теперь JH-функцию So (X) (X £ R) формулой
So (X): = Gn (X) GïT1 (X) (=(Gm (K))֊’ G։’2 (X), в силу (1.6)). (2.8}

Поскольку Gn £ l^nXm и Gn’ 6 VPmXmi Soe^nxm, T. e.

So (X) = [*Г(0  e֊»' (/?); XÇÆ). (2.9)
V 

— oo

С другой стороны, So (X) является сжимающей матрицей при всех 
Х£/?, ибо, в силу (2.8),

Лп-So (X)s; (Х)= (GÎ1 (X)) ֊’ (Си (X) (Сп (/.)-

-Gâ (X) Gn (X)) GH1 (X) = (Gîi (X))-i Gu (X)»0.
Покажем теперь, что ганкелев оператор Г+, порожденный (n X т)- 
матрицей-функцией Г=Г|/?+, является сжимающим: j|F+J2<^l. Для это-
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го рассмотрим оператор II: Ь‘т/\ ։ (^)> действующий по фор­
муле

(и/)(х)-֊= •$, (М / О) £"’>1 <л);

Ясно, что и является сжимающим оператором. Будем рассматривать 
вектор-функции /(X) как Фурье-образы элементов /^ЦХ| (Л):

7(4-^?
—«ав

Последнее пространство естественным образом отождествим с орто­
гональной суммой двух копий пространства Ь1т/, (R Д а именно, вся­
кому /6 ^„х1 <*)  сопоставим пару 1/+,/-} (/±(; (/?+)), полагая

у± (£)=/( + /) (<£Я+). Тогда оператор У будет порождать сжимаю­
щий оператор II: Ь‘тУЛ ф£«х։ (# +) — £’х1 (/?+)*Э  £’х։(Л+); кото­
рый можно представить в виде матрицы

где операторы Т± и Г± определяются формулами

(Т±/)(0= Гг(±«-4))/(в)Л;
о (2.10)

(Г±Л (0 =р (± (*+«))/(«)  * (/€Х^х1 (/?+);•#€/?+).

Условие У*  У <1 приводит, в частности, к неравенству ([Т^ Т_-(- 
+ Г*  Г+]/_, /_)<(/_,/_). Отсюда |Г+/-1<|Л-|> что, в силу полной 
непрерывности Г+, дает ЦГ+1Ь’О.

Докажем теперь, что X (X) является характеристической функ­
цией именно оператора Г+: X ('к)= X (X; Г+). Заметим сперва, что по­
строенная по X (X) /-унитарная л<-функция С (X) представима в виде 
(2.2). Нужно доказать, что л<-функция £ (0=]?/» (0]),*_ Р участвующая 
в этом представлении, удовлетворяет уравнению (1.3), где ж-функция 

Г (0=Г (0 (*6^+)  взята из представления (2.9) матрицы 50 ().). Для 
этого достаточно проверить справедливость тождеств

1) 50 (>•) Сц (>֊) ()•); 2) 50 (•/.) (7։։ (/)=<?։, (/.) ~(в:2 (1))-’;

3) 5’ (>.) (л) = 6'и (>.); 4)з(5с’ (/.) (А) = Си (л) - (С,', (>))֊’,

поскольку переход в этих соотношениях к Фурье-прообразам приво­
дит к соотношению (1.3).
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Тождества 1) и 3) непосредственно следуют из определения (3.8) 
и-функции 50(Х). Проверим равенство 2).

50 (/•) Си (X) = 50 (X) Сп (X) Х().) = С21 (X) Сй1 (X) Си Р ) Х(1) = 

= С7։1 (>-) Х(/) = Си) (СЙ (X) (СЙ (X))՜1 =

= (<?пР) Си(X) -/„) (СЙ (л))՜’ = Сп(л) - (СЙ (л))՜1.
Равенство 4) проверяется аналогично. □

§ 3. Описание множества нерастягивающнх 
матриц-функций, порождаемых сжимающим 

ганкелевым оператором

1. Как обычно, через Нлхт обозначается множество (п X т)~ 
матриц-функций, элементы которых голоморфны в С+ и ограничены в 
С+. Через Влхя» обозначим множество нерастягивающих пХт матриц- 
функций В())(|В(Х)|<1 уХ£ С+), принадлежащих Нпут.

Как и в § 2, рассмотрим ганкелев оператор Г с |ГЦ2 < 1 и его со­
путствующую матрицу С(А) =|]С/*  р.)|}_ р. £ Я).

Теорема 3.1. Формулой

Зв Р֊) = (С81РО 4- р.) В (X)) (Си (X) + Сха (X) Вр.)) -1 (X е /?), (3.1) 
где ВеВлхт. дается описание всех измеримых {пУ^т);матриц-функ­
ций 5 (X) со свойствами

1) 1‘$Р>)|-С1 почти всюду на вещественной оси.

2) 5(Х)-/=_(Г;Х)6«7хт- .
Доказательство. Рассмотрим выражение Сп (Х)֊|֊С12 (X) Вр.) 

Из определения характеристической .и-функции X (X; Г) имеем

сп (X) + С1։ (X) В (X) = Си (X) {1т + X (X; Г) В (X)).

Поскольку |АГ (X; Г) В (Х)| <;д<^1 у X £ С+, существует и принадлежит 
Нт՝<т выражение (1п + X (X; Г) В (X))՜1. С другой стороны, С՜1 £ 
€ с /У-пХ'п. Таким образом, при любом В £ Влхт существует и 
принадлежит Нп^т .и-функция (Сп Р) + Си (X) В (X))՜1. Следовательно, 
формула (3.1) имеет смысл при любом В^Влхт и определяет почти 
всюду на R лефункцию 5д(Х). Подставив в (3.1) В (Х) = 0, получим 
сжимающую лефункцию 50 (X), введенную в теореме 2.2:

со

•*0  (Х)= вп (X) Сп1 р.)= р (О е-^ <И (/?)).

— ж

Там же было доказано, что лефункция Г, порождающая ганкелев опе­

ратор Г, совпадает с Г|В+. Таким образом, л<-функция 50 удовлет­
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воряет условиям теоремы. Пусть теперь 5В «-функция, определенная 
формулой (3.1) при некотором ££Вя,<т. Учитывая второе представ­
ление для *5>о  (л): «$о(М= (0*22  Р’)) 1 Р) и тождества (1.6), находим

5В ().)֊ 50 (>•)= (Й2 (>))-' В (>■) (Сп ().)+С1։ (X) В ().))֊*  £ Н;7т •
Поэтому Ьв вместе с 50 удовлетворяет условию 2. С другой стороны, 
формула (3.1) определяет почти всюду на R сжимающую «-функцию. 
5В при любом В£В„хт> В силу /-унитарности почти всюду «-функции 
С (>•). Дело в том, что всякая /-унитарная матрица ха­
рактеризуется с точностью до скалярного множителя тем свойством, 
что для нее имеет смысл дробно-линейное преобразование (Д21-т-Д2о 
Х(А1-Ь>412^)-1над любой матрицей В из гипершара |5| |В | <1), при­
чем это преобразование отражает этот гипершар и множество его 
внутренних точек одно-однозначно на себя (см. [15]).

Таким образом, в одну сторону теорема доказана.
Докажем обратное. Пусть дана измеримая почти всюду на ве­

щественной оси R (п X тп)-матрица-функция 5 (/.), удовлетворяющая 
условиям 1) и 2). Покажем, что она может быть получена по форму­
ле (3.1) при определенном выборе В£ ВЛхт-

Из /-унитарности матрицы С (X) следует, что коль скоро 5 (X) 
удовлетворяет условию 1), то найдется сжимающая (пХтп)-матрица- 
функция В (X), такая, что будет иметь место равенство (3.1). Пока­
жем, что если 5 (X) удовлетворяет также условию 2), то В (X) принад' 
лежит В самом Деле՛ ПРИ R ('•)։ = •$ (')֊ \ Р) имеем

Р) = (С’п (К))֊’ В (X) (би (Х)-|֊б1։ (X) В(Х))֊>£ Н:,п • 
Отсюда

С12 Ю (X) R (X) = (X) В (X) (б։1 (X) +С1։<Х)В(Х))֊1 =

= (Х)((.’и (Х)+(7и (X) В (X))-։
и поэтому

(Си (Х)+си (X) в (Х))֊‘=сП’ (х)(/т -б12 (X) б” ().) R (Х))^//;Х,. 
Положил։

ф (>•): ={!т + Х (X; Г)֊’ В X (X; Г) В (Х))=

(>-) -Н?1։ (X) В (X))֊’ (б’п (X) - б12 (X) В (X)) = 2 «7И (X) 4-

+ Си (>֊) в (Х))֊> (X) - 1т^ н:хт ■

Так как |ЛГ(X; Г) В (Х)| 1 почти всюду на вещественной оси, то
Ее Ф (Х)»0 при Х£ R, а следовательно, и при X £ С+. Стало быть 
при X £С+ имеет смысл дробно-линейное преобразование (Л, г Ф (/•))"*  X 
Х(/т֊Ф(Х))=Х(Х; Г)5(/•), являющееся голоморфной сжимающей 
«-функцией. Таким образом, В ( ՝1.)=С’2 (X) /?(Х) бц (Х)(7т+А՜ (X; Г) В (/.)) 
принадлежит классу НпХт ■ О
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Замечание 3.1. Так как В.(л) = 0 есть внутренняя точка ги­
першара ГВ| |5|<1) при каждом л £ R, то |50 (Х)|<^1 Кроме то­
го, Л'о (оэ)=0. Поэтому

шах [|֊50 (>.)| Ли (оо|)<1.

Теорема 3.2. Формулой. (3.1), где В 6 ВяХт П ^х/в, дается 
описание всех м-функций 5 (к) со свойствами-.'

1) 1$ 0-)|С1 всюду на вещественной оси R,
2) имеет место представление

ев ,
5(>.)=5(оо)+ у?(0е-/х'Л (/. 6 R) (3.2)

— ОО

при некотором Г £ Вп/.т (Л), являющемся продолжением заданною

Г (Г = Г|/?+). При этом, всегда 8 (со)=В (со).
Доказательство. Ясно, что если то и (<7и +

+ 5) • Если еще В £ Вахт, то как было доказано в теоре­
ме 3.1, существует и, следовательно, принадлежит классу 
.«-функция (0п С'֊)+ 612 (а) В (к))-1. Поэтому «-функция 5 (л), получен­
ная по формуле (3.1), принадлежит классу 1₽* хя։ и, стало быть, до*  
пускает представление (3.2).

При этом, «-функция Г (£)(<£/?) является продолжением задан­
ного Г (/) (<6^4-) в силу того, что 5 (>.) удовлетворяет условию 2) 
теоремы 3.1.

Обратно, пусть некоторая «-функция 5 (>.) (л£ R) обладает свой­
ствами I) и 2) теоремы 3.2. Тогда она подавно будет обладать свой­
ствами 1) и 2) теоремы 3.1 и, стало быть, будет представима форму­
лой (3.1) с некоторым ВЛх.«. Выразим В (X) через 5 ().). Так как 
эти «-функции связаны соотношением (3.1), то В ().) выражается дро­
бно-линейным преобразованием 5 (л) с помощью «-функции 6“’(а) = 
= — /С*  (>.)./ (см. [15]) в виде

в (>-)=(- б;։().)+ (к) 5().))(С։-1(/.)+(с;1 (X) 5 (Х))->.

Вместе с 8 классу №,1Хп принадлежит, очевидно, и (—&12 (X) + 
+ СйР.)5(л)).

Чтр касается «-функции (С7ц (X) + й‘п (X) 5(/.))_|, то она также 
лринадлежит классу й^хч». В самом деле,

(в'и (>•) 4- с; (X) 5 (к))-*«^,  (л) (/« + (С;։ (л))-։ с;։ ().) 5 (/.))]-*=

=(/т+5;(/.)5(к))-чс;1р.))л

Поскольку тах (|50 (л)|; /2 и ]\1, то существует и, следова­
тельно, принадлежит В^т;<да « функция (Ля+5^ (л) 5(л))՜1. Поэтому

5—724
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классу 1Гтх»1 принадлежит »«-функция (С;։ (>.) + С*,  (/.) 5 (л))՜’, а по­
тому В£ &пхт‘ Соотношение 5 (<х>)=В (со) непосредственно следует 
из формулы (3.1) и равенства С (оо) = /т+я. □

§ 4. Унитарные продолжения, порожденные 
квадратным сжимающим ганкелевым оператором

1. Всюду в этом параграфе предполагается, что Г (() — квадрат­
ная .»«-функция порядка п, порождающая сжимающий ганкелев опера­
тор Г (ГС^хя (^+)> Ш1з'\1)'|Простым следствием теоремы 3.1 является

Теорема 4.1. Формулой (3.1), где В^Впхп и принимает поч­
ти всюду на оси унитарные значения, дается описание множе­
ства всех измеримых на оси R (пУ^пУ матриц-функций 5(>֊)(">. £/?) 
со свойствами

1) 5 (/Уунитарноя м-функция почти всюду на R,
2) 5 (л)>--Г_ (Г; л)6//я”хп-
Для дальнейшего нам понадобятся конечное матричное произ­

ведение Бляшке —Потапова (сокращенно БП-произведение). Оно имеет
вид

(^С).

Здесь U—унитарная матрица порядка п, Р/-г֊самосопряженные иденпо- 
тентные матрицы того же порядка

(P՝=P]=Pf,j^yp), а а^С+(/=Тр).

Легко видеть, что П (z) обладает следующими свойствами:
1) П (z)—голоморфная »«-функция в С+,
2) |П(г)|<1

3) П (z)—непрерывная унитарная »«-функция на сомкнутой ве­
щественной оси R= A’U [°°} (П (4֊оо)= П(—ас)).
Этими свойствами конечное БП-произведение характеризуется пол­
ностью. Иными словами можно утверждать следующее (см. [16]).

1°. Для того, чтобы заданная (n X п)-матрица-функция 
П(г)(г^С_) совпадала с некоторым конечным БП-произведением, 
необходимо и достаточно, чтобы П (z) обладала свойствами 1)—3),

Отметим, что detR(z) —(det U) П где rj равен рангу
\z-f-ay/

Pj {г,— rang /эу= dirn PjC",/=1, р). Таким образом
р

ind det П (z) = у rj. (4.1)
;=։

Теперь мы можем дополнить теорему 4.1 следующим предло­
жение 4.
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Теорема 4.2. Для того, чтобы некоторая непрерывная уни­
тарная на сомкнутой оси £ = /?и{эо) м-функция 5 (а) (5 (Х)Х 
/5*( а) =5*  (л) 5 (>.)=/яул£ /?; 5( + п=)=5(— О'3)) обладала свойством

1) 5 (к)~ R— (Г; а) £ Нп/п, необходимо и достаточно, чтобы в 
ее представлении (3.1) м-функция ВЦ.) была бы конечным БП-про- 
изведением.

Если это условие выполнено, то-.
а) 5 С и допускает представление

ег

5 (>.)=£/4- Сг(Ое֊п'Л,

где V^\y.n(R) и Г|/?. = Г.
б) Все частные индексы S Ц.) неотрицательны; более того, они 

совпадают, соответственно, с частными индексами В (а), и следо­
вательно

ind det 5 (л) = ind det В (а). (4.2)

В пояснение условия б) отметим, что если (лХл)-матрица-функ- 
ция S (а) имеет представление (3.2) и det 5()֊)=£ 0 (а £/?), то согласно 
общим теоремам из [14] она допускает правую "(левую) факториза­
цию, т. е. представление вида

5(/.)= £+ (a) D (а) /„_ (л) (5 ().)-= R֊ (X) D (л) /?+ ().)), (4.3) 

где Z)(a) — диагональная «-функция 
/,։=1

—некоторые целые числа, а А± (а) (/?+ (а))—голоморфные в 
С± и непрерывные в С± порядка (пХп) «-функции, причем rang Д±(Х)= 
= л (rang /?*(Х)  =(л) у/. £ С . Числах./ (у= 1, л) называются правыми 
(левыми) частными индексами «-функции 5 (>.). Если же «-функция 
5(a) унитарна (5*  (л)=5"։ (а)), то легко видеть, что системы правых 
и левых частных индексов сэвпадхет, и потому можно говорить про­
сто о системе индексов х։ >• • • > *л  «-функции 5 (а). Отметим 

и
также, что det5(X)=V х/.

1— •
Доказательство теоремы: Пусть унитарная «-функция 

5 (а) удовлетворяет условию 1). Тогда по теореме 4.1 она будет до­
пускать представление (3.1) с В (X) (£Впхп)> принимающим унитар­
ные значения на R. При этом условие непрерывности на R для 5 (л) 
эквивалентно условию непрерывности на R для ВЦ.). Таким обра­
зом, для В (а) выполняются условия 1)—3) и, стало быть, является 
конечным БП-произведением.

Условие а) является следствием теоремы 3.2, поскольку, как 
легко видеть, всякое конечное БП-произведение принадлежит множе­
ству Вяхп Л й^хя .
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Для доказательства условия б), преобразуем представление (3.1) 
«-функции 5 (X) к виду (4.3). Имеем

«7Я (Х)+ 6М (X) В(ЩСа ().)+ Ск (>■) В (>.))-> =
=С2։ (Х)(С՜1 (а) С21 (X) 5*  (а) 4- /«) В (Х)(6и(Х)+ С12 ЩВ (>.))՜—

= (7М(Х) (Л*  (X) В*  (Х)+ /„) В (X) (вп (Х)+С„ (а) В (/.)֊<.
Обратимость С։= (Х)(Л(*  (X) Б*_( а)+/«) следует из теоремы 2.1 и усло­
вия |Л*  (Г) В*  (Х)1С 7<3 Таким образом, представление (3.1)
сведется к виду (4.3), коль скоро к тому же виду преобразуется В(Х). 
Это доказывает, что частные индексы 5(Х) совпадают с частными 
индексами В О-), а последние неотрицательны, так как В (X) голо­
морфна в С+. □

Следствие 4.1. Существует такое продолжение Г «-функции

Г(Г|Я+ = Г), что представление (4.3) «-функции 5 (а) имеет наперед 
заданный диагональный множитель О (X), а следовательно, наперед за­
данные неотрицательные частные индексы.

В справедливости этого утверждения легко убедиться, заметив, 
что диагональная «-функция Иможет быть пред-

11\Х — ։ / А=1
ставима в виде БП-произведения.

Следствие 4.2. Для того, чтобы некоторая непрерывная на 
сомкнутой оси R унитарная «-функция 5 (X) (5 (X) 5*  (Х)=5*  (X) 5 (Х)= 
= 5 ( + °°) = 5 (—со)) удовлетворяла условиям

1) 5 (Х)=5 (оо) 4- у Г (0 е֊“' Л,

— •о а

где Г^2ДХл(Л) и Г|/?+ = Г;
2) 5 (X) допускает факторизацию с нулевыми частными индекса­

ми, необходимо и достаточно, чтобы в представлении (3.1) «-функция 
В (а) была бы постоянной унитарной матрицей, равной $ (ос).

Утверждение непосредственно следует из сопоставления ра­
венств (4.1) и (4.3).

Рассмотрим унитарную «-функцию 5 (X), удовлетворяющую усло­
виям 1), 2) следствия 4.2. В дальнейшем для простоты записи поло­
жим 5 (оо) = 1п. Это не ограничивает общности дальнейших рассмо­
трений.

Подобно тому, как это было проделано в § 2 при доказатель­
стве теоремы 2.2, по «-функции 5 (X) строится унитарный оператор 
11, действие которого в пространстве £’х1 (Я+)ф£.* х1 (Я֊) задается 
блочной матрицей 1

и=Г1+ть ГЧ , • г_ ц-т_|
где операторы Т± и Г+определяются по формулам (2.10). Из унитар­
ности оператора 11 (1111*  = 11*11=1)  следует ряд ссотнсшений для опе-
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раторов Т и Г±. В частности, получаем (1-гТ_)*(1Ч֊Т_)=1 —Г’_ Г_. 
Отсюда следует, что |Г+^^1. Однако знак равенства здесь исклю­
чается. В самом деле, так как оператор Г +- вполне непрерывен, то 
условие Ц՝4-|։ = 1 означает,что оператор (I—Г^_ Г+ ) аннулируется на не­
котором ненулевом векторе (/?+). Отсюда 0=((1—Г_)<р, <?) =
=((1+-Тд)*  ։₽)=](!4-Т-) »5։. Но это противоречит условию
2), поскольку оно эквивалентно условию обратимости оператора 
I 4-Т_ (см. (14]).

Это вместе со следствием приводит к утверждению.
Теорема 4.3. Пусть Г^£’ХЯ(Л+) и« П-унитарная матрица 

порядка п. Для того, чтобы, сущзстзовало продолжение Гу £ 
<£1хл (Я) м-функции Г (Гу|^4- = Г), которому по формуле

51/(7.)=и+ уГу(О«-Д/Л

отвечала бы унитарная м-функция Зи 0) с нулевыми частными 
индексами, необходимо и достаточно, чтобы 1|Г]г<^1, где Г—ганке- 
лев оператор, порожденный, м-функцией Г (#).

При выполнении этого условия м-функция Зи (>.), а с ней и

продожение Г, определяются однозначно формулой (3.1) с Вр.)е{/, 
В завершение этого параграфа рассмотрим как отражаются те՜ 

или иные структурные свойства м-функции Г (/) на свойствах м-функ՜ 
ции Зи ().).

Воспользовавшись замечанием 1.1 § 1, легко находим:

1) Если Г (/)=Г-(/) • у/£ то Зи (>՝) = 3д\(1), в частности, 

(>•). уи.*

2) Если Г (0=Г (О то (.,-)=Зу (— л), в частности,
5/„ (^ = 5/л (->•). УИ/?.

3) Если Г «) = Г (/) =Г (/) +.  то (/•) = 5^(а)=5г-(а),*
в частности,. 5/г (> ) — ЗГ„ (а) = 5/Л (—>֊). Ул€ Я-

4) Если Г (/) = Г  (0 у  е Я+. то Зи (— л) =3^ (>•), У'- € R- 
(Продолжение в следующем номере).

* *
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