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ФИНИТНОСТЬ ПОТЕНЦИАЛА И АНАЛИТИЧЕСКИЕ 
СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ ЙОСТА СИСТЕМЫ 

ДИРАКА 2л-го ПОРЯДКА НА ОСИ И ПОЛУОСИ

Рассмотрим систему уравнений Дирака порядка 2л 

By'+Q(x)y = ly (1>
на оси или полуоси, где

/ О Л /Р(х) (?(х)Л (у>\ / 1\
В= , 2(х) = : М=Р 1 ’

\-/ О/ \IQ(x)—IP(x)lJ \у2п/ 

а Р (х) и (?(х) п-мерные измеримые матрицы.
Работа посвящена изучению связи между финитностью (точнее 

„односторонней финитностью“) потенциала 2 (х) и аналитическими 
свойствами так называемых матриц-функций Йоста системы (1).

Нетрудно видеть, что
Е1(х, >.)=( Еп^е^ и Е2(х, >) = (Е")

являются 2л X л-матричными решениями системы (1) при 2 (х)==0, 
где через Еп мы обозначили л-мерную единичную матрицу.

Обратимся вначале к случаю всей оси. Через /у (х, X), / = 1, 2, 
обозначим 2л X л матричные решения системы (1), которые обла­
дают асимптотикой:

/у (х, X) -» Е/(х, X) при х-» оо, (—1)7 1т Х<;0,

/у (*>.Х) Е/ (х, X) при х-* — со, (—1)7 1т Х>- 0.
Такие решения, при условиях

х)|<—П$(х)||< — С— , С>о, в>о (2)
1-Нх|а+։ 1+|хр+* 1 ՛

(где |-1|—евклидова норма матрицы), существуют, единственны и до­
пускают представления: ОО

(X, Х)=Еу(х, Х)4- у К+ (х, О Еу (#, X) л. при (—1)71т X <0, (3)

А- (х, 7) Б,X) Л, при (- 1)7 1т X > 0,

(4)

FT (х, Х)=ЕУ (х, X) +
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где АГ+ (х, X) и К~ (х, /)—2п-мерные непрерывные матрицы и, если 
обозначить

то евклидовы нормы п-мерных матриц Л/у удовлетворяют оценкам

к«(х, оя<1+1х+/|1+,« • (5)

при — оо <т < х< для К+ и при <х<■( < оо для К՜. Ядра 
К՜ (х, 0 связаны с потенциалом 2 (х) следующим образом:

й (х) = ВК+ (х, х) - К* (х, х) В= - (БК֊ (х, х) - К֊ (х, х) В). (6) 

Кроме того, существуют 2п-мерные матрицы-функции Ф- (£) такие, 
что К (х, ?) удовлетворяют интегральным уравнениям:

СО

АГ+ (х, 0+1 К+ (х, и) Ф+ (и + 0 </к + Ф՜ (х + 0 = 0, (7)

К֊ (х, /)+У К- (х, и) Ф - (в+ /) би + Ф- (х + 0=0*. (8)

— «•
Формулы (3), (5), (6), (7) для системы (1) на полуоси получены 

М. Г. Гасымовым в [1]. Для системы (1) на всей оси формулы (3)— 
(8) получаются совершенно аналогично методом работы [1]. По пово­
ду этих формул для случая всей оси см. также [2], [3]. Матричные 
функции /г^ (0, X), _/=!, 2,' обычно называют матрицами-функциями 
Йоста системы (1) на полуоси, а ^(0, ).)— на оси. В случае полуоси 
верна следующая

Теорема 1. Пусть 2 (х)=0 при х^> Р1^>0. Тогда элементы 
матриц-функций. Йоста (0, X), у=1, 2, есть целые функции 
экспоненциального типа 2/?х. Наоборот, если элементы матриц- 
функций Йоста (0, X) системы (1) на полуоси с потенциалом 
2 (х), у довлетворяющим условиям (2), есть целые функции экспо­
ненциального типа 2ЛХ, то 2 (х)=0 при х^>Вг.

Непосредственным следствием теоремы 1 и аналогичного пред­
ложения в случае отрицательной полуоси является следующее утвер­
ждение для случая всей оси:

Теорема 2. Пусть 2 (х)= 0 при х^՜ [— /?х, /?։ > 0.
Тогда элементы матриц-функций. Йоста Е]՜ есть целые функции

<фй фГз 

кф± ф£* Если обозначить ф- = , то евклидовы нормы матриц Ф/уудов-

С ) X С
летворяют опенкам ЛФг, (<)! < -------------  , ПФ 75 (<)] ---------- —---- при — оо < т С г

(1֊НФ1+։ (1 + И>’+‘
для Ф+ и г < 7 < 00 для Ф~.
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экспоненциального типа 2/?х, а Р, — типа 2/?։. Наоборот, если 
элементы матриц-функций Йоста Р* и Р, системы (1) на оси с 
потенциалом 2 (х), удовлетворяющим условиям (2). есть соот­
ветственно целые функции экспоненциального типа 2А\ и 2/?г> то 
2 (х)=0 при хё[—Л։, /?։].

Финитность потенциала, как следствие условий, наложенных на 
функции Йоста системы (1) на оси (при л=1)> исследовалась в рабо­
те [4]. „В другую сторону“, т. е. аналитические свойства функций 
Йоста, вытекающие из финитности потенциала, для уравнения Шрё­
дингера на полуоси исследованы Т. Редже в [5] (см. также [6]).

Перейдем к доказательству теоремы 1. Пусть 2(х)=0 при 
х> /?х. Тогда легко видеть, что при х > /?х» ^(х, '•) = ЕХ (*, X), 
Р? (х, Х) = Е։(х, X). Из представлений (3) следует что

СлГ+(х,// Ег\ем<Н=[к+ М( Егп\е֊11,с11^ 
и \— И/ J \ 11 / X X

при всех х^> /?х. Отсюда и из непрерывности матрицы (х, /) сле­
дует, что при всех 1 > х имеют место равенства 

к+ (х,/) ( Еп\=ь. к^х, (Еп\=ь, 
\—И / \ 11 /

т. е.
*+и ^)=°,

\—г/ г! /
из которого, очевидно, следует, что

К~ (х, /) = 0 при всех / > х > /?х.

Полагая в уравнении (8) I = х, имеем

Ф+ (2х)+А՜- (х, х)+К+ (х, и) Ф+ (и + х) Фг = 0, (9)
X

откуда следует, что Ф (/)=0 при Рассмотрим теперь урав­
нение (8) при х = 0:

«30

Ф+ (О + АГ-(О, 0 4֊ (0, и) Ф+ (и 4-0^ = 0. (10)
и

Отсюда очевидным образом следует, что К+ (0, /)=0 при / > 2/?х.
При х=0 представление (3) принимает вид:

“ 2/г,
Р/ (0, X) ֊ Е, (0, Х)= (0, 0 Е/ (/, X) л= Г К г (0, о Е, (6 X) ф.

о о
Функции Р+ (0, X)— Е; (0, X) можно рассматривать как преобразова­
ние Фурье финитной функции. Из теоремы Винера-Пели [7] следует, 
что элементы матриц-функций Р+ (0, X)—Е> (0, X) есть целые функции 
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экспоненциального типа-2/?։. Поскольку Е> (0,'/ ) являются постоянными 
•матрицами, то прямое утверждение теоремы 1 доказано.

Перейдем к доказательству обратного утверждения. Из пред­
ставления (3) при х=0 имеем ос

Г/ (0, >.)— Ех(0, Х)= р^(0, е"1 Л.
О

(Е \") является преобразованием Фурье 
— И/

/ Е\матрицы К* (0, £)( у)» элементы которой согласно оценкам (5) при­

надлежат и £, (—оо, оо) и £2 (—оо, со) (можно предполагать что на 
отрицательной полуоси К+ (0, £) 0), то и ее элементы на дей­
ствительной оси принадлежат £։(—оо, оз). Согласно теореме Ви- 

(/? \
'" ) = 0 почти всюду при Из (3)-

— ։7/
имеем также • оо 

(Р \ Р / Г \
Сл)= /Г+(о,о(д’)е֊'ий. 
«/л \///

О • .4.

/ Еп\
Из аналогичных рассуждений следует, что К+ (0, 1) ( л ) — 0 при £> 

\ И /
>2ЯР Следовательно Л4՜ (0, *)=0 почти всюду при £>2/?,. Из не՜ 
прерывности• К+ (0, следует, что К+ (0, /) = 0 при всех О2/?г

Сделав замену переменной и + £ = Е в интеграле уравнения (10), 
запишем его в виде 

оо

К* (0, о + У*+ (0. ?֊«) ф+ (5) & + Ф+ (£) =0. (11>

I

Покажем теперь, что существуют матрица Г (£)^Л1(0, оо) и числ° 
3^>0 такие, что решение уравнения (11) задается формулой

ОО

ф+ (£)= - К+ (о, £) — |г (Е-£) е^^К+ (0, Е) </;. (12)
I

Если это будет доказано, то из (12) будет следовать, что Ф+ (£)=0 
при £>2А\ и, в свою очередь, из уравнения (9) получим, что К\ (х, 
х) = 0 при х .Теперь из равенства (6) будет следовать, что 
2 (х) = 0 при х > /?։.

Таким образом, для окончания доказательства теоремы 1 нам 
достаточно доказать формулу (12). Подставляя в (11) вместо Ф+ (£) 
правую часть выражения (12), для левой части уравнения (11) полу­
чаем выражение 

ОО 00

М(£) = ֊ у К+ (0, Е—£) К+ (0, Е) А — |г (;-£) К+ (0, Е) </Е-
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- Ск+(О,Е-о|г(и—5)еМв'5,/Г (0, и) «/«</«• (13>

; Е
Надо доказать, что Л/(<) =0 при определенном выборе Г и Умно 
жая обе стороны (13) на е31 и вводя обозначения

, [ - К+(0,0е-₽', ^>0 .. _ ( Г (0. *>°»
Л(о = 1 о , /<о’Г։(0՜ 1 о, «0
о _ I (0, 0 е3>, / >0 м ( . = ( М(0 е3>, I > 0,
(0֊( о ,/<о’ х(' (о ,/<о,

перепишем (13) в виде

М1а)= |Л(Е-/)/?(;) с/' Г։ +

СО “О
+| А (Е֊0 (и-Е)/? (и) </«</։• 

— <х»
Заметим, что из того, что /Г+(0, /) = 0 при I 2 /?1» следует, что все 
слагаемые правой части последнего равенства принадлежат £.х(—оо, оо). 
Поэтому, применяя к обеим частям преобразование Фурье в 
£1(—оо, оо), будем иметь (учитывая свойства преобразования Фурье 
свертки):

Мх (֊ >֊) = а (X) /?(-).)֊ Гх(') R (֊>•) + А (А) Гх(Х) R (-).), 
мли

(-X) = - |[£։„ - А (л) ] [£2я + Гх (л) - Е։я) R(- >}, (14)

где через /• обозначено преобразование Фурье функции £. Число ? 
можно выбрать настолько большим, чтобы

Й РН = В У А (0 е֊м ЙI = ву К+ (0, 0 е֊3‘ е֊п< | < 1, 

т. е. чтобы матрица £2л — А (л) была обратима. Тогда, согласно теоре­
ме Винера ([8J, стр. 18), существует матрица Гг (?) с элементами из 
£х(—оо, оо) такая, что

[£гл — А (л)] = Eh, + Гх (л), 

причем, если /4(f)=0 при f<^0, то тем же свойством обладает и 
IiP). Теперь уже ясно, что при таком выборе Гх(£), а следовательно 

и Г ((), из (14) получаем Мх(—л)=0, откуда, в свою очередь, еле 
дует Mx(t) = Q. Таким образом, доказано, что формула (12) задает 
решение уравнения (11), т. е. теорема 1 полностью доказана.
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Տ. Ն. 2ԱՐ11Ь ՁՅՈՒՆՅԱՆ, и. IT. 1'ՎԱՆՑԱՆ. Առանցքի և կիսառանցքի վրա որոշված 2ո շա­
փածի Դիրակի նամակարցի պոտննցիափ ֆինիտությանր I, Իոօտի ֆոակցիանհրի աեափտիկ 
ք.աւոկո ։pjn iGGLrp (ամփոփում)

Ւիֆերենցիալ հավասարումների (1) համակարգի համար առանցքի գեպքում ապացուցված է 
հետևյալ թեորեմ ը.

Ւեռրեմ 2. Չ (x) = О, X > Я, > О (х<С—/?3 <Լ 0), այն և միայն այն գեպըոլմ, երր 
Г , (0# л), (2*у (0 ,/.)), /=1է ՂքԻոստի ֆունկցիաները էկսպոնենցիալ 22?3(2/?շ) տիպի ամբողջ 
ֆունկցիաներ- ենւ

նույն արղյունբը (եթե հաշվի չաոնենք փակագծերում գրվածը) ապացուցված է կիսաաոանց- 
բի գեպրումւ

T. N. HARUTUNIAN. Տ. M. IV AN I AN. The flnltene։։ of the potential 
and analytic properties of the loet function։ of the 2n-order Dirac 

eyetem on the axis and halfaxle (summary)

For the system of differential equations (1) in case of the axis the following 
theorem is proved:

Theorem 2. Q(x) = 0, x > 0, (x <—/?։ < 0), if and only if the lost func­
tions F/(0,a) (FJ (0, X)), / = 1, 2, are entire functions of exponential type 
2 Ry (2 R2).

The same result (witnout brackets) is proved in the case of halfaxis.
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