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ОБОБЩЕНИЯ ФОРМУЛ ПАЛЬМА-ХИНЧИНА

1. Введение

Формулы Пальма—Хинчина принадлежат к самым старым и хо
рошо известным формулам "теории случайных точечных процессов. 
Если ф—простой стационарный точечный процесс интенсивности 
). (О с распределением Рис распределением Пальма Ро, то
для вероятности Р* (0 того, что Ф имеет ровно к точек в интервале 
(О, <], верно соотношение

<

Р*(#)=Х (х)-к*(х)]</х, к=1, 2, ••, <>0, (1)
о 

тде
Мх)=Рв((<р:<р ((0, х]) =/)), р=0> !>•••> см. [5]. |

В дифференциальной форме формула (1) имеет вид

֊Л(0=Ч«.-։(П-«*М]. (2)
ас

При этом должны заметить, что функции Пальма—Хинчина тч /==0,
!,•••, вообще говоря, лишь непрерывны справа и, следовательно, ве

личины —— Р* (/) интегрируются как правосторонние производные [6]. 
Л

Обобщения этих формул для точечных процессов в Р2 доказал 
Амбарцумян [1], см. также [3], [4]. В октябре 1982 года Р. В. Амбар
цумян обратил наше внимание на то, что имеет место обобщение (2), 
то есть нижестоящая формула (20), в которую входят величины, свя
занные с 2-х точечным распределением Пальма. Целью этой работы 
является доказательство одной обобщенной формулы Пальма—Хин
чина, которая содержит п-точечные распределение Пальма. Далее мы 
рассматриваем также точечные процессы я </ > 2.

2. Обобщенные формулы Пальма—Хинчина

Пусть Р распределение простого точечного процесса в Рл с 
мерой интенсивности ЛР

Лр(5)= <р(5) Р(4у),
м
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R" — борелевская я-алгебра в Далее пусть Р'х— редуцированное 
пальмовское распределение в точке х, ср. [7]. Распределение Р'* свя
зано с обычным распределением Пальма в точке х следующим об
разом:

Рх ( У) = Р՝х ({? : ф-НхС У}), Уб Ж-

При этом обозначим как в [2] через М множество всех точечных 
последовательностей в Рй и соответствующая я-алгебра, Р есть 
распределение на [Л/, ПК]. Через ? и ф обозначаются элементы из М. 
Для любой неотрицательной измеримой функции А: Р^ХЛ/-*#1 верна 
формула Мекке, см. [2], [7], [8]:

С 2 А (х, ? - ։ж) р (</?) = ( У л (х, г) Р'х (<М Лр (Лс). (3)

*я»м

Эта формула делает возможным доказательство различных вариантов 
формулы Пальма—Хинчина.

Через Ь (х, р) обозначим открытый ։/-мерный шар с центром в 
точке х и радиуса р. Хотелось бы, чтобы распределение Р удовлет
воряло условию

Р ({<р : Ч> (х:х£Я“։ }хв = г|)>1 для г>0) =0 (4}
(||х|—евклидово расстояние от х до начала О). Тогда для Р-почти всех 
реализаций у из Ф верно соотношение

/ (<р)=2 /(х) / 6р), к=1, 2,-.., (5)
(О, р))>*> х6т*(О. р) {4:фй(0,

причем 1х обозначает индикатор множества X. Если положить вели
чину под знаком суммы в (5) равной А (х, <р —Зх), то из формулы (3) 
вытекает следующее

Предложение 1. При предположении (4) для любого р]>0 
справедливо

Р({Ч-.ч(Ь(О,М)^к)= у РИ(«?:ф.(6(О, |х|)) = 

»(О. р)

= к—1) Лр (с/х), А = 1, 2, --.

Заметим, что стационарность точечного процесса влечет выпол
нение условия (4).

Следствие 1. Если точечный процесс интенсивности л (0<^ 
со) стационарен, то верно

Р({ч-ч(Ь(О,М^к})= у РИ{?:<р(6(х,И)) = *֊ 

ь (О, р)
— 1})Лс, к = 1, 2,--. (6)

Следствие 2. В случае стационарного и изотропного то
чечного процесса для каждого А=1, 2,••• верно^юротношение
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Р(|ф:<Р(МО, р))>Л)=----- ---- -------- Р'о

r(f+1) ° •
• • 0), г) = к — 1) rd՜' dr (7)

или в дифференциальной форме

~ ^({? = <Р (* (О> Р))^*) = {<Р : ? (6 ((Р’ ’ (7')

4 17—+ 1)
\ 2 /

■■■> 0),р)=к-1).
Замечание. Существование (односторонней) производной в 

(7') было показано Р. В. Амбарцумяном в [1J для <7=2. В этом слу
чае Амбарцумян доказал формулу прямым путем. Переход от (7) к 
(7') является не тривиальным. При помощи метода в [1] можно дока
зать (7՜) также для В дальнейшем докажем только (7).

Доказательство. Можно показать, что стационарность и 
изотропность точечного процесса обеспечивает выполнимость (4). Пе
реходя к полярным координатой в (6), получаем

Р({ф:?(6(О, Р))^*|) = Х j бх> б,---

ООО о

• • •> 8<*-1), г))= к—1)) rd~l sin 8,- • • (sin 8</-1)</-։ • • rf8s dr.
Из изотропности следует для z\>0, 0С8х<2к, z=2,• •d—1’

T’i ({?= 7 (M(r. 0v-,9d-i), r)=*-l))^ (I? =?(*((n 0,--- 
•••,0), г) = Л-1|).

Интегрирование по 91(..-, 9а-1 приводит к (7).
Пусть для В^Ю и х£/?1 в дальнейшем В'= Вп(х, «») и ХВ= 

= ВП(—оо, х). Для В^К“', и а£ единичной сфере R“1 пусть

Вх = В П 5/, ХВЛ— (В \ Вх) \НХ,

причем — открытое подпространство Ра, которое не содержит на
чала координат О и граничит через гиперплоскость Нх, которая со
держит х и перпендикулярна к прямой, проходящей через О и а. Так 
как в дальнейшем а фиксировано, то индекс „а“ опускается. Хотелось 
бы, чтобы распределение Р удовлетворяло условию

Р({<р: <р (Нх) >1 для всех х £/?''})= 0. (8)
Совершенно аналогично предложению 1 доказывается следующее 

П редложение 2. При условии (8) для любого В^№ верно

Р({?: <? (В) ^к} )= Г р; ((<р : <р (В*) = к—1}) Ар (</х) (9)
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и 

Р('<р: ф(В)^А})= /’•([?: ?(<В)=£-1])Лр(</х), £=1,2,---. (10) 
' в
Следствие 3. Если, точечный, процесс стационарен и вы

полнено (8), то

Р(|<р: <(>№:£))-).У Р֊ ([?:<? (<В-х)--=£-1]) </х (11)

в 
и

Р(|?:<Р(5)== £))=/. У Р‘([*:?('£-х)=£֊֊1}) </х, *=1,2,-... (12)

в . ■

В частном случае с1 =1 и В — (0, /] имеют место соотношения 
։

Р(1т :«р((0, #])&*))=>. Г Р’(|®:?(0, х])=£—1|)</х (13)

и о
/

Р({?:?((О,И)>А}) = /.у />?((֊ х, 0))=*—1|)<6с, *=1,2,.--. (14) 

О
В силу того, что

Ро <Р ((О, х])=Ш = Р> ({<р: <Р ((0, х]) = г) 1=0, 1, 2,- • •» 

из (13) следует соотношение (1).

3. Формулы Пальма—Хннчнна с п-точечным 
распределением Пальма

Мы рассмотрим обобщения формул Пальма—Хинчина, в которые 
входят п-точечные распределения Пальма. Они получаются заменой 
распределения Р распределением Пальма.

Следствие 4. Пусть <1=1, точечный процесс стационарен 
и 2-го порядка (т. е. моментная мера 2-го порядка радонова) с 
плотностью 2-го порядка р(2). Тогда

г х
Р* (0=УУД2 *(2) (у, х) Р<” (у) <№, Л =2, 3,..., (15)

о о

х) р(” (.у) 11у<1х,

Р0(О=1-^ + д2 кс21 (у> х) р(2) (у) с1у(1х,
0 о
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где
Д’ = (Д(2)2 _ К(2> ։) _ _ г<2))։ «<« = =0

И
"!2) (у, х) = Р'Оу ('<р: <р ((у, х])=/|), ։=0, 1, 2,-‘.*>У-

Доказательство. Мы докажем формулу (15). Из формулы 
(9) для специального распределения Р^ следует равенство:

Р'о ? (0, /]) > *})=р^)!г ((?:? ((*. /])=*-И) а4 (16> 

о
Мера интенсивности для Р'о выражается через р(2> следующим об

разом:
А .(£)= Р<2>(х) 

^0
в

Согласно [7] верно (Р$х = Р!Ог, причем Р^х обозначает редуцирован
ное 2-х точечное распределение Пальма для Ф. Так же как (1) выте
кает из (11), из (16) вытекает соотношение

(0 = ["1-1 (•*> 0— "1” (х, *)] Р(2) М Ихр: (17)
о

Подставив (17) в (1), получим (15):

У ]*[**-։ ж)~2к*-1 -т)+ Ч2’ Р(8) (У) ^х-

о о

Следствие 5. При услозиях следствия 4 верно 
I х

Рк (/)= У У Ч2’ (0, у) Р(2) (у) <1у<1х. * =2, 3,• • (18)

о о
где

к{2) (0, /) = Р^ ({?: <р (0, 0) = 0), г=0 ,1, 2, • • •. 
Доказательство. Из формулы (1) следует

Л (0 = >՝ |д29*+1 (*) (19)

о 
где

д* (х) = Р- ([<р: <р ((0, х])^ ), Ар==1, 2, • • •.

Имеет место также следующая формула (ср. с (5)):
I > (<Р)=2 I (^) (?) •

<+:ф(0, х])- 4} уе? 40.-1] {ф: ; (0, у))—,-1;

Отсюда следует соотношение (ср. вывод (3))



г
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<?*(*)= (’(^б)у «?: <Р ((О, у)) = к-1}) Л , (^) = 

о

= -1’2։ (0, у) Р(2) (у) УуР-
О

Отсюда и из (19) следует (18).
Следствие 6. Если выполнены условия следствия 4, т.։ (х, 0 

непрерывно дифференцируемы по I и р(2) (х) непрерывна, тогда 
верны соотношения

рк (0 = Д»«1Ч (О, 0 рФ(0, к=2, 3,-• •, (20)

Р”а)= Г -2. Д’ г.^> (х, 0 р‘2> (х) е/х, к=3, 4, • • • (21)
2 & О 

и
Р’г (0= р‘2’ (04- С ֊ л2 Ч” (*> о р(” м <1х. (22)

и & 
о

Доказательство. Из (15) для '^>0 имеем

Л(Я-0-Р* (0 =_1_[ Д«к£> (х, #4֊т) р'2> (х) Ух + 
г х 2

4- — (Д’ (х, Н- -)֊ Д’ к<2> (х, 0) р(2> (х) Ух.
.) т 
о

Очевидно верны предельные соотношения
. 1։т т.^} (х, #4֊т)=0, к—1, 2, - • •

и
11т 02) (х, t 4֊ т)= 1, для х £ ({, /4՜ 0- -Ю

Итак, предельным переходом (т -* 0) получаем, что правые части (20) 
и (21) равны соответственно (22). Следствие доказано.

Пусть теперь Ф—стационарный процесс восстановления, функ
ция распределения расстояния / которого имеет непрерывную плот
ность /. В этом случае Л.р1 выражается через функцию восстано

вления
Л(х)=/ £р1Ф((0,х])=2 Л*)’(х). 

Ух о *-։
Следствие 7. Имеет место следующая формула:

42) (о, 0= (О *=о, 1, 2, • • •.. (23)
л (0
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Доказательство. Из (18) следует 
/

;<2> (О, п= — С — <2> (х, 0 р<2) (х) <1х, Л=>1, 2,• • •, (24>
Р(2) ЮЛ Л *

О
и

։
3։'(0, ()=1+-Л- (■£ ф {у, I) (у) <!у. (25)

Р(2)(0.] о(о
На основе свойств процессов восстановления имеем

(х, /) = РХ «?:?) (х, /])=*}) = Л ((?։ ? ((°> »]) = *>)=

=к* (е-х) = /™' (7-х)-£<*+”՛ (/-х)

И

Л(х)=/(х) +•.• + /(*)• (х) +(/’*>** Л)(х), к = 1,2,--,

И

р<2>(х) = ХЛ(х).

Вместе с (24) и (25) это непосредственно дает формулу (23).
В заключение упомянем еще об одном обобщении. Пусть Ф — 

стационарный простой точечный процесс в Л1 с плотностью п-го по
рядка р(я) (х1։ • • •, хя-։). Тогда для к = п, п +1,- • • верно

։ хп хп хп
Рк (^=У У ’ У (Дл ”*я,)(х1։ Хл-1> Хл)Х

0 О .П хп-2

X р<п) (х1։ хг,- • •, Хч-1) <1хп-\ - • • ^Хг дх^Хп,

■где

Ч”(х։> •• >х«-1. х«) = ^,.г„....Хя_1 ({<?:? ((хл-1, хя])=Л։).

Эти формулы выводятся последовательным применением формулы (3) 
и правил обращения с п-точечным распределением Пальма.

Факультет математики,
Горная Академия Фрайберг Поступила 26.IV.198a

ГДР

Լ. ԽնՅՆՐԻհ, Գ. ՇՏՈՅԱՆ. Պալժ-հի&շինի բանաձևերի քնդհանրացումնևր (ամփոփում)

Աշխատանքում բերված է Rd-ում կետային պրոցեսների համար Պալմ-հինշինի րասա- 
եևի որոշ ընդհանրացումներ։ Այնուհետև կետային պրոցեսների համար R -nul ապացուցված են 
ընդհանրացված Պալմ-հինշինի բանաձևերը-, որոնց մեշ մտնում են Պալմի երկու և 1լ.կետան.,9 
րաշխումներըւ Որպես մասնավոր դեպբ քննարկվում են վերականդնման պրոցեսները։
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L. HEINRICH, D. STOVAN. On generalized Palm—Kchtnchin formulae (summary)

In this paper some generalizations of the Palm—Kchinchin for mulae for point proce
sses in Rd are derived; For point processes in R1 some generalizations of Palm—Kchin
chin formulae are proved, where two-and n-point distributions enter. As a special 
case the renewal processes are discussed.
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