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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КОММУТАТОРОВ 
ЭЛЕМЕНТОВ БАНАХОВЫХ АЛГЕБР

Пусть В (Н) — банахова алгебра всех ограниченных линейных 
операторов, действующих на комплексном гильбертовом пространстве 
Н. Классическая теорема Фуглида—Путнама утверждает, что если 
для пары нормальных операторов В {Н) имеет место условие
Л(17’=Т’М, где Т^В(Н), то Щ Т=Т№2 (см., напр., [1], стр. 337). 
Позднее Р. Муром [2] был получен асимптотический вариант теоремы 
Фуглида—Путнама: при фиксированных нормальных операторах Л։, 

для каждого Т с ||Г||<1 и каждого г>0 существует такое 
3^>0, что из — 7'Л/։1>\0 следует ||Л/։’Т— В дальнейшем
Е. А. Горин и автор в [3] усилили результаты из [2], установив, в 
частности,, следующую теорему: Пусть а1։ а», 61։ 62—такие элементы 
комплексной банаховой алгебры, что

[а1։ 6։] = [аа, 6»] = 0 и р->А1=0 (р.|1,2), = 0 (|

при (>.| —» оо. Тогда равномерно в каждом шаре Ы֊С R < °° имеет 
место неравенство х—х 62'|-Сч> (Царе—хаг,), где ч>(г)-*О при г—»0. 
Недавно Д. Роджерс (см. [4]) показал, что теорема Мура остается 
справедливой, если в алгебре операторов гильбертова пространства 
вместо равномерной рассмотреть сильную или слабую операторную 
топологию.

В работе [5] автор, используя методику работ [3], [4], обобщил 
результаты из [4] на алгебру ограниченных линейных операторов, 
действующих в банаховом пространстве в том же духе, в каком рабо­
та [3] обобщает теоремы Фуглида—Путнама—Мура.

В данной работе, как и в [5], исходя из позиций работ [3], [4] 
будет доказан асимптотический вариант теоремы Фуглида—Путна­
ма для довольно широкого класса топологий, заданных на комплекс­
ной банаховой алгебре Д. Для дальнейшего нам понадобятся несколь­
ко стандартных понятий и определений, которые мы сейчас приведем.

Пусть А — комплексная банахова алгебра и У — разделяющее 
элементы алгебры А пространство комплексных линейных непрерыв­
ных функционалов (т. е. можно считать, что УсА*). В этом случае 
говорят, что <.А, У^>—дуальная пара.

Будем говорить, что пространство У является Д-инвариантным, 
если для .каждого функционала <р £ У и произвольных пар элементов 
а, Ь£А функционал У, где ч>а,ь (х) = <р (ахЬ). При этом соот­
ветствующую дуальную пару <^А, У^> будем также называть Д-инва-
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риантной. Примером Л-ипвартяой дуальной пары является <^Л, Л*^>. 
На алгебре А вместе с исходной рассмотрим также К-слабую тополо­
гию (обозначают з(А, К)), т. е. слабейшую топологию на А, в которой 
все функционалы из У и только они непрерывны. Введем также на ал­
гебре А топологию равномерной сходимости на з ( У, А ^ограниченных 
подмножествах У, которую обозначают через Р (А, У). Обозначим че­
рез - (У, А) класс всех '(У, Л)-ограниченных подмножеств У. Отме­
тим, что топология Р (Л, У)—локально выпуклая топология на А, ко­
торая порождается семейством полунорм [рА!>/^6-( У՜, Л), где рк (х)=

причем база окрестностей нуля задается множествами

и = U (К,,,- ■ ■, fC,m; г) = |х£ Л : sup |с? (х)|<^а, где 
’eS

К^(У.А); р = 1, --, т|.

Имеет место следующая
Теорема 1. Пусть А — комплексная банахова алгебра Л, 

У> есть А-инвариантная дуальная пара и av а2, blt Ьг — такие 
элементы из А, что [aj, i>j] =0 и He)aj Х4/|=о(р֊||/2) при р.|—♦ ос, где 
у = 1, 2. Тогда для каждой окрестности нуля U в топологии р (Л, 
У) существует такая окрестность нуля V (в той же топологии), 
что из условий х£Л, [xl!< 1 и агх — ха2£ И, следует Ьгх — xbt^U.

Доказательство. Ввиду того, что КЯр есть a (У, Л)-ограни- 
ченные множества в У, то существует такое Л/>0, что для всех 

т
ф £ (J Не ограничивая общности будем считать, что

где /=1, 2. Пусть ш(г) = гоах шах Йе'՛0՛'՜'47]- Так как 
j-1.2 |М—г

ш (г) — о (г1/2), то для каждого -^>0 найдется rJ>0, такое, что
Л/фи(г)4-1]*+Г|

Пусть Гг= Р-: |).|=г|. Выберем натуральное число п таким, что

Рассмотрим окрестность нуля
и - I/ (К,,, ■ • •, К,т- г) = {х £ Л : вир I? (х)| <е, где

Р = т>-

Пусть А/ (л)=ехр (/-67), где у=1, 2. Тогда А, (л)— равномерно непре՜ 
рывные функции от >• на Гг со значением в Л. Поэтому существует 
такое конечное множество РсГг, что для каждого >.£ГГ при подхо­
дящем 7 (; Р

0А2 (X) - А։ (т)| 4֊ |А2 (->•) - А3 (-7)| < е֊՜'.
ГГ ՝ М ֊г 11усть о = — е г и
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V = [ff А : sup |<р7 (а* ' 1 д аг)| <С '4 7 £ Р> Z = 0, • • •, к; 
к — О, • • • , л; р — 1,- • •, т |, 

_ т
где ^7(z) = w [е7*1 ze՜*7*’՜70''], а '? 6 U К,р. В силу Д-инвариантности

дуальной пары <1/4, Х^>функционал ?7 £ Y. Пусть теперь х £ А, (*■]<. 
т

< 1, аре — хаа£ V. Для <р с U AG, рассмотрим целую функцию 
Р->

А (')=<Р(л։Р-)хЛ։ (—'•))•
Так как ||Л/ (л)]< ег, то для X, 7^ГГ, где 7^Р, имеем

IA (М-А (7)1 <Н {1М*)-А1 (7)Н|А, (-х)-л։ (-7)11 в' <. м. 
Отсюда

UAL = тах ПА 0)1: Р-1=г1 < тах ПА (7)1 ■ 7 6 ?}+м.
Оценим 1А(7)1, когда 7^Р

IA (7)1-С |?i "•*(/■) +1ф [е7*1 (е~Т 01 х—хе 7°’) е'՜՝7**՜ 7"։)]! =

= Ни'։ 0՜) +|<Рт (е“7°‘х — X e՜7՞.)! <

(r)+ U 77 £ I?7 (а‘՜' ' (<hx—xa2) ai]|+ 2е-Чч>тК 
л—о к! /Zb

<M К (r) + 2ш (r)] -I- 2 ֊2՛ |<h [a* (alX - xa։)a.(]|. 
k^U KI 1^0

Так как ape—xa»£ U՜, to

£ I?t (of՜'՜1 (OiX— xa։) el]/ < k'j, 
t-b

откуда
IA (7)l< W1'2 (r) + 2w (r)] + rSer < Л/’/си (r)H-l]։. 

Значит

sup 1Айг < sup max | A (7)1 = 7 €P| + M < M {[w (г) 4-114-1), ‘ 

где р = 1,- • •, m.
Из формулы Коши

Л (0)-֊7 С6֊֊ Л 
2-г J

Гг 
следует

sup If (0)1 .С ,=6Х. т г'р г
где /»=!,• • •, т.
Но так как /? (0) = <р {Ьхх — хЬ2), то получаем, что sup |® (6։х—x6։)j<ls, 

■ де р !,•••, т, т. е. b1X — xbt^U. Теорема доказана.



Асимптотические свойства коммутаторов 245

Пусть г'.А, У՝^—дуальная пара и '(А, У)—локально выпуклая 
топология на А, согласованная с двойственностью <^Д, У^>. Это зна­
чит. что пространство, топологически сопряженное к (А, *(А, У)), 
совпадает с У. Тогда имеет место

Теорема 2. Пусть А— комплексная банахова алгебра <^А, Уч­
есть А-инвариантная дуальная пара и '-[А, У)—локально выпук­
лая топология на А, согласованная с двойственностью <[А, У^>. 
Пусть ах а1։ Ь1 Ь3 — такие элементы г<з А, что [а/, 6,|=0 и

— о (р.|։) При |/.|-»-со, где /-=1, 2- Тогда для каждой окре­
стности нуля и в топологии '(А, У) существует окрестность 
нуля V (в той же топологии), что из условий х^А, ||ХЦ < 1 >и 
а^х— ха2£ И следует Ьхх— хЬ^и.ь ՝

Доказательство.֊ В самом деле, по’ теореме о биполяре 
(см., напр., [6], стр. 160) топология '(А, У), которая согласована с 
двойственностью <^А, У ^>, есть топология равномерной сходимости на 
классе /-равностепенно непрерывных подмножеств У. В силу теоре­
мы Банаха—Алаоглу этот класс состоит в точности из множеств от­
носительно компактных в топологии а (У, А). Остается пременить 
теорему 1.

Используя теорему 2 и тот факт, что пара <^Д> Д*^> есть 
Д-инвариантная дуальная пара, получаем -

Следствие 1. Пусть А — комплексная банахова алгебра и 
(А, А*)— локально выпуклая топология на А. согласованная с 

^двойственностью <^Д, Д*^>. Пусть а1։ а3, Ь1։ Ь։ — такие элемен-
• I

ты из А, что [ау-, 6.] =0 и 1е"‘у /°-'Ц = о (р֊|։) при р.|-»сс, где/==1,2. 
Тогда для каждой окрестности нуля и в топологии *(А, А*) су- 
гществует окрестность нуля V (в той же топологии), что из ус­
ловий х^А, [;х{] ֊< 1 и алх — хаа^У следует Ьгх — хЬ£Л.

Замечания. 1. Так как У—слабая топология з(Д, У) и топо­
логия Макки '(А, У) согласованы с двойственностью <04, , т
теорема 2 верна, в частности, для этих топологий, которые являются 
крайними в классе топологий, согласованных с двойственностью, т. ео 
а (А, У)<7.(Д, У) <х(Д, У).

2. В случае, когда У — А*, топология ~(А, Д*) совпадает с ис­
ходной топологией банахова пространства на А и следствие 1 дает- 
вышеуказанный результат из [3], который обобщает результаты Му 
ра из [2].

3. В случае, когда А = В(Н) и У—Р, где Г—пространство 
операторов конечного ранга, то каждый оператор Т^Р может быть 
реализован как линейный функционал на В(Н) и Р—слабая тополо­
гия, порождаемая этими функционалами, т. е. топология з (В(Н), Р՝) 
есть в точности слабая операторная топология, и мы получаем ре­
зультат Д. Роджерса из [4].

Пусть Н—сепарабельное гильбертово пространство и А—В{Н)- 
В случае, когда У—В(Н)* или У—/1։ где — идеал операторов с 
конечным следом, У — слабая топология,задает соответственно слабо 
банахову топологию и ультраслабую операторную топологию на В(РР).
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В этих случаях У является А-инвариантным и используя теорему 2, 
получаем

Следствие 2. Пусть и Н3—нормальные операторы из 
В(Н), тогда для каждой окрестности нуля и в слабо банаховой 
или ультрас лабой операторной топологии существует окрестность 
нуля V (в соответствующей топологии), что из условий Т֊В(Н)> 
||Т|< 1 И V, следует П'Т- ТП’&и.

Следствие 3. Пусть /—комплекснозначная непрерывная 
функция на объединении спектров нормальных операторов и 
из В(Н). Тогда для каждой окрестности нуля и в слабо банахо­
вой (или ультраслабой операторной) топологии существует окре­
стность нуля V, в соответствующей топологии, что из условий 
Т^В(Н), ЦГ|<1 и Т/Уг£У, следует ЦП,) Т-ТЦИ^и.

Следствие 1 позволяет, учитывая прием, принадлежащий С. Бер- 
беряну [7], получить для слабо банаховой или ультраслабой оператор­
ной топологии обобщение асимптотической теоремы Фуглида—Путна- 
ма для субнормальных операторов, как это делается в [8] для нор­
мальных операторов.

Теорема 3. Пусть и — субнормальные операторы из 
В(Н). Тогда для каждой окрестности нуля и в слабо бана совой 
■(или ультраслабой операторной) топологии существует такая 
окрестность нуля V в соответствующей топологии, что из усло­
вия Т^В(Н), [71^1 “ следует ИгТ—ТИ^и.

Доказательство. Нормальные расширения Сд. и С'..«, соответ- 
ственно, операторов и действующих в Н&Н; таких, что су­
жение на /7® |0}, соответственно, есть и П’2, будем искать в виде

Р22/ ’Л’з \0, 7՝и/
Определим подмножество

*7= К7՝1’ Тг V Тк^и, к=1, 2, 3, 4 \сВ(Н Н). 
1՝ Т3, Т4 / |

Тогда и является окрестностью нуля в В (Н Н) в той топологии 
(слабо банаховой, ультраслабой), в которой И— окрестность нуля в 

В(Н). В силу следствия 1 существует такая окрестность нуля V на 

Н Н в соответствующей топологии, что из условий Т В (Н Н) 

Ц7К1 и Слг, 7֊ Т Сн2 е V следует С'^Т- Т Ск- £

Определим У= { Т՝: д’ д

Тогда моожество И—окрестность нуля в В(Н) в той же топо­
логии, что V в В (Н ОН). Пусть Т£В(Н) с ЦТ^.1 и ПгТ—ТП^ V, 

- / Т 0 \тогда Т = ( о В (Н ® Н), и так как
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СЛ1Т — Т С\ = ('У1 Т~ С у
№ \ 0 0/ ’

то имеем
Г’ Т т г • - т֊т^ ֊^Л,\ г г-Сл֊։ Т-ТСу2֊^

откуда Т-Т^С- О. Теорема доказана.
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Մ. I*. ԿԱՐ IJ.lv ԱՆՑԱՆ. Կոմուտատորների ասիմպտոտիկ հատկությունները ըանախյան հաս- 
րահւսշիվներում (ամփոփում)

հոդփածոէմ ստացւք ած է մ ասնավորապես հետևյալ արդյունքը։ Դիցուք \-ն բանախ- 
յան հանրահաշիվ (, 7. (/1,^4)*__լոկալ ուռուցիկ տոս/սյսգիս։ Է Հ'!' 'Լրա1, ՈՐՐ համաձայնեցված է

երկակիով յան հետ։ Դիցուք ԱշէԱշ^ե^2 եշ-նայնպիսի տարրեր ենյՀ-ից, որ [(X •, 6 ]=0

և ք ’ | = օ(|՜/.|5) -00/ որտեդ յ^^\էՂ. Այդ դեպքում զրոյի կամայական Լ] շր­
ջակայքի համար 7. (A , X*) տոպոլոդիայում դոյություն ունի այնպիսի դրոյի V շրշակայր 
(նույն տոպոլոդիւսյում), որ եթե X £ X , ||*|| 1 Օ^--- Xaշ - V , ապա bշX — xbշ•- Ս.

Այս արդյունբր թույլ Լ տայիս ստանալ Ֆոլդլիդ֊Պ սլանամ ի ասիմպտոտիկ թեորեմի զա֊ 
նազան տ սւրրերակներր նորմալ և սուրնորմալ օպերատորների համարէ

M. I. KARAHAN1AN. The aeymptottc propertie։ of the Banach 
algebra։ element'։ commutator։ (summary)

The asymptotic properties of the commutators are proved. Let X be a complex 
Banach algebra and ■/. (A, A*) — local convex topology on X, concordant with duality 
< X, X* ՛-. Let at. a։, bt, b2— be such elements in X, that [ay, iy| = 0, and 

e J •/J=o(|/.|2) for |).| —» oo, where j = 1. 2. Then for the each neighbourhood of 
zero in the topology 7. (X, X*) there exists a neighbourhood V of zero (in the same 
topology) that from conditions x^A, ||xj 1 and a2x — xa2£ V follows bxx— xb2 ' U 
This result generalizes the asymptotic versions of the Fuglede and Putnam theorem 
about the normal and subnormal Hilbert space opeiator commutators.
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