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МОДЕЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

В настоящей работе, на примере одного модельного уравнения 
проводится детальное исследование распространения волнового фрон
та решения задачи Коши для случая, когда вырождение гиперболич
ности оператора имеет экспоненциальный характер.

Пусть х 6 R1, t£ J~[~ 1» 1]- Рассмотрим следующую задачу 
Коши:

р„ - и„ ֊ (0 и, - о, (1)

4- -1 = *0 (*). -1 = <Р1 (•«)» (2 )

где а (/) = 1 О1’ *0 , n(t) = (signt)t_Jexp (— |t|~J), ах, а։ —const. 
I а3, t <. О

A(f)=exp (—Корректность подобной задачи была доказана в 
[2], где, кроме того, приводилась теорема о распространении волно
вого фронта решения. Однако эта теорема не давала исчерпывающего 
ответа на вопрос о том, как именно, в зависимости от младших коэф
фициентов и начальных данных, распространяется волновой фронт ре
шения. Для случая конечной (степенной) скорости слипания характе
ристик (см. [1], [4], [5]) в [1] на примере задачи Коши

иа—t՝k ихх — att~,ux = 0, а = const, kPN (3)
w|/- -1 = То (*). иЛ=..1 = ?1(*). (4)

был дан полный анализ распространения волнового фронта решения в 
зависимости от а и L В настоящей работе сначала строится парамет- 
рикс задачи (1)—(2), а затем приводятся точные теоремы распростра
нения сингулярностей как для задачи Коши (1)—(2) (линия вырожде
ния внутри области), так и для случая, когда данные Коши задаются 
на самой линии вырождения t =■ 0. При этом оказывается, что в отли
чие от конечной скорости вырождения главной части оператора Р, в 
рассматриваемом случае сингулярности распространяются в область 
t>0 вдоль обеих характеристик независимо от a(t), если только 
и|/-о Ся (ср. [1]). Кроме того, в работе получено- точное описание 
потери гладкости решения и проведено сравнение полученных резуль
татов с соответствующими оценками, полученными в [5], [6], [9].
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1°. Пара метрике и распространение особенностей при / -СО

Обозначим преобразование Фурье и (I, х) по переменной х через 
и(/, ;). Когда и (/, х) удовлетворяет уравнению (1) для и(/, ?) выпол
нено

ии + (н1 (0 ՝3 — (/) и = °՜

Сделаем замену неизвестной функции и (Л ;) = / ад (Л «), тогда для 

ад(/, с) имеем

(6)

Далее, замена - = Л (/); переводит (6) в уравнение

ад„ ֊г — и>т+ ——^ш = 0. ' (7}

Обозначим /(«) = е*/2 ад , где г = 2 г-, тогда (7) перейдет в 

уравнение Куммера

г/„ + (1-г)А-а/ =0,а= ’ (8)

линейно независимые решения которого даются парой вырожденных 
гипергеометрических функций Д = Чг (а, 1, г), ^—е* ՝!՛' (I— ®, 1, —г), где

(<։ + )
У (а, 7, х) е-/’ж Г (1 — «) (* +0Т-,-'Л, (9>

I
-

к
— > аг££ = ф в начальной точке пути (см. [8]), а

Г (а) — гамма-функция Эйлера. Пусть теперь Г<0, тогда имеем г — а^= 

==~~~3 ’ Л (£) ==ехр (Г՜1), р(/) =— Г‘։ехр (£-։). Из линейной незави

симости Д и Д нетрудно видеть, что система функций

И1 (#, .;) = /е~'/л (0 • V (а։, 1, 2 /Л (/) $), (Ю>

«։(6 5) = <е'л<0£ЧГ.(1-а։, 1,-2։'Л(#)Е) (ц)

при ^<0 образует фундаментальную систему решений уравнения (5). 
Поэтому решение исходной задачи Коши (1)—(2) в области —1<7<0 
запишется в виде

и (6 х) = I.) в<' (Х~У>[₽°(Л 0?°{У} + (6 Е) (г,)] (12)

(13)

где
р°и>;)= 1г7՜ *1 >ДЦМ-М)Ц1(Ь ;)֊п։,(֊1,5)иа(/, ?)], 

" ( 1 * I
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0 = * гД“1*՜1’ ’) "“И—!> В) «1(6 ։)],
')

«Пб $) = «1 (6 О и» (6 ?) 

«:,(6 ?) «2,(6 ?)

(14)

(15)

Заметим, что для 4՛ (а, г) при малых |г| имеет место

4՜ (։, 7» г) = — —т— [>п * + ’Ь (“) — 2 1] + о (|г 1п г|), (16)
Г (а)

где '■> (з)— логарифмическая производная Г (а)> 7—постоянная Эйлера 
(см. [8]). Учитывая (16) и то, что 1^(6 -) не зависит от 6 нетрудно 
показать, что

^(6 0= (0, ։) = ——֊----- - [* (а) - ф (1 - а) + ։-5к] ^=0, (17 )
Г(а)Г(1—»)

где е= .ч^п Для удобства введем следующие обозначения:

//_(а, 7, г)=е/։" ЧГ(а, 7, г),. (18)

Н+ (а, ь х) = е'" ““11 V (1 - а, 7, - г), (19)

Л . ±-
/+(«. т, г) = е [е 2 Н± (а, 7, д)]. (20)

В этих обозначениях нетрудно видеть, что

— . - 2
«1, (6 *) = е [//_ (а2, 1, г)—2/;/՜’ Л (/) /_ (а։, 1, г)], 

г = 2гЛ (0 $ (21)

«2, (6 ;)=е'«՛’֊«.) е^[Н+ (а3, 1, г)-2к1֊1 Л (0/- («։, 1, г)], 

г=2։Л(П6 (22)

Отсюда, учитывая (13), (14) и (17), легко получить следующие выра
жения для р0 (6 ։) и рх (I, с):

ро(М) = Г (а,) Г(Т-Яа)е^а-^ 
՛? (“։) —'?(!— «г) + г'гк

2

X [Я+ (аа, 1, гоНдо /+ («», 1, г.)}-е^֊^Н+ (а։, 1, г0) X
(23)

о- [е֊^н_ („։, ։, г) х
(аг) — '■!» (1— а։) + 1^

X Н+ (аг, 1, г0)— е(г-г։/2) Н+ (а2, 1, г) Н- (а։, 1, г0)], 

г = 2։А(#)с, д0 = 2/Л (-!)։ = — •

(24)

е
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Заметим, что р0, рх имеют особенности при ? = 0, однако для наших 
целей достаточно ограничиться областью |;1 > г >0. Поэтому, учиты
вая (12), (23) и (24), нетрудно убедиться в справедливости следую
щей теоремы.

Теорема 1. Параметрикс задачи Коши (1) (2) в области 
— 1 -С # < 0 задается формулой

)Г(1֊°^-±^|То(у)[е
,)—ф(1-я։) + ։2п

X tН— (я„ 1, z) (Н֊\ (я», 1, z0) + z0 J \ (а2> za)) 
iS(X-y<-A (/)-!-)

— е t Н+ (։», 1, z){H- (я։, 1, z0) +

i- (х-у - л (fl + j-)
+ *o J_ (я։, 1, г0))]-Ь«?! (у) [в t Н- (a։, 1, z)X

Ч (х-у + Л (/)“)
ХЯ+ (я։, 1, z0) — е tH* (а։, 1, z)X

X Н- (в։, 1, z0)]) dydi (mod С”), (25)

z = 2tA(0?, z0= —. 
e

Кроме того, заметим, что в силу (16) имеем

lim tH. (а։, 1, 2/А (0 ?)= - , (26)
/—о Г (я,)

«Ы (։։—J)
lim tH* (я։, 1, 2/Л (О В) = - , (27)

‘--о Г (1—я»)
поэтому из теоремы 1 легко получаем

Следствие 1. Решение и (/, х) при I ——0 имеет вид՛.

ГР ,Е(х-*+т)
и (0, х) = — И {с+(я1, в) е [/7+ (я3, 1, г0)

+ *о /+ (’։> 1. «о)] + с- (а2> е |[//_ (я3,1, г0) ֊}֊

-I- z0/_ (я,, 1, z0)]| <р0(^) dydi — J Цс+(я։, е)е X

Мх-у-2.)

1» zo) + с- (’»> s) в Н- (я8, 1, z0)] ■j>1 (у) dyd\ (mod ),
(28) 

где

еи,.,)- . с.(,>։) =______ Г
Ф (а) — Ф (1—«) + »К ' ш(а)_ф(1 _а)-|-։вк

' (29)
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Далее, убедившись в законности дифференцирования асимптоти
ки (16) продифференцируем (25) по / и устремив £ -♦—0, получим

Следствие 2. Производная и։(1, х) при 1——0 имеет вид 

р р '' (х-у+ 4՜)
«,(0, х) = —I (с+Фо(^)[« (ЛЛ-(а,, 1,Х0) +

+.*о/ (а։, 1. х0)) (1п |2 5|-{-</+(ж2> £))] + с_ (а։, г)<ро(^)Х
/։ (х-у- —I

/ [е ' (Н-(аа, 1,хо) + го/_(«։,1,хй))Оп|25Ц-</_(^>$))]}</у</В-
— У (“«• £) ^1(уИе * ' ^Я+(яг. 1. *о)(1п|2£| 4- </+(а։, г))] +

К (х-У- Ц

+ с- («,, е) (у) [е ‘ Н_ (а2, 1, д0) (1п |2 с| +
+ (1 _ (а2, е))]) (1у сгё (тос1 С"), (30)

։де

^+(а> £) = ф(а) —2-гЧ-։е-֊֊> (31)

(а, г) —’Ь(1 —а) — 2-у — гг-у • (32)

Заметим, что для функции ЧГ (а, 7, д) имеет место следующее 
асимптотическое разложение (см. [8]):

ЧГ (։, 7, г) ~֊г ’ 1 + (—1)‘ 1±1к г֊к (33)

/ 3 'к 3
при г -* оо и когда--------Сагдг^—-• где (а)* =а (։х-(-1) • •-(а+£—1).

2 2
Поэтому, в силу определения Н+ и Н- для них справедливы следую
щие асимптотические разложения:

Я_(а, 1, г)~(е^)֊« 1 + Д(_1)‘(^2-*], (34)

Я+(а, 1, д)~2’֊։ 1 + (35)

Из (34) и (35) легко видеть, что при каждом фиксированном I =/=0 /7+ 
и Н- удовлетворяют при достаточно большом |;| следующим неравен
ствам:

|<??Н+(а, 1, 2гЛ(О5)|<ст(О<5>։-1՜՞’, (36)

1^тН-(а, 1, 2гА(«)?)|<ст(О<5>՜“՜'". (37)
Поэтому, //+(»., 1, 2гЛ(<)^) и 7/-(а, 1, 2г'Л(/);) являются эллиптиче
скими символами соответственно из классов 5“՜1 и 5՜՞. Учитывая фор
мулы дифференцирования вырожденных гипергеометрических функций
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(см. [8]), нетрудно проверить, что _/+ (։, 1, *о) и 7- принад
лежат тем же классам 5'՜՜ и 5՜’. Отсюда легко видеть, что как (28), 
так и (25) при каждом фиксированном / < 0 представляют собой сум
му эллиптических псевдодифференциальных операторов. Далее, учи
тывая то, что Г (а) и 'Ь (а) имеют полюсы 1-го порядка в точках а= п, 
п = 0, !,-•■, легко видеть, что с.; («։, -) и с_(«։, 3) в (28) обращают
ся в нуль соответственно при а։ = —2 п -1 и а։ = 2л+1,п = 0, 1,•• •. 
Отсюда, принимая во внимание свойства эллиптических п.д.о. (см [7]), 
нетрудно доказать следующую теорему о распространении волнового 
фронта.

Теорема 2. Волновой фронт решения задачи Коши (1) - (2) 
(1₽/Е(и(/))) при —։> 0) инвариантен относительно потоков, оп
ределяемых гамильтонианами Ну=՜—1х(0- м :: ; т + 11(0Коли 
|(х0, 50)|= ^(©о) и 1ГГ(ч>։), то для №Е(и[ЪУ) возможны следующие 
три случаях

а) о» = -2л—1, п = 0, !,-••, тогда (и (0)) =-!^х0-|---- < ,
1\ е /I

б) а։ = 2п֊Ь1, л = 0, !,•• тогда

в) в остальных случаях

Заметим, что учитывая замкнутость волнового фронта и наличие 
энергетических оценок образа Фурье решения (1) — (2) (см. [2]), можно, 

(1 \
х0 + — > % ) , 

е /
(хо----- ’ € Н^(и(О))и (и/ (0))(см. [2]). Однако для иас осо-

енно важно знать, когда эти точки принадлежат именно 1₽77(и(0)).

2°. Параметрикс и распространение особенностей ^.области

В виду частичной гипоэллиптичности оператора Р, решение за 
дачи Коши (1)—(2) с # = —1 до / = 1 эквивалентно ее решению с 
* = 1 АО / = 0 и далее с / = 0 до ?=1. Поэтому рассмотрим сле
дующую задачу Коши:

= "// - Р* (0 - а1 ֊ «х = 0, О < / < 1, (38).л (0
«|<-о = 'Мх)> *4.-6 = ,М*). (39)

После частичного преобразования Фурье по переменной х, (38՝ —(39) 
перейдет в задачу Коши:

vu + ( Р։ (0 —ш։ д—֊ V = 0, (40)
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«;/-о =%(։), Ф1(Е)- ' (41)
Проводя далее преобразования, аналогичные проделанным в 1°, легко 
видеть, что (40) перейдет в уравнение Куммера и поэтому функции

((, ։) = /е-'А<») = «Г (Яр 1, 2/Л (/) ;),

V. (/, ;) = /е(՝<Ох ф (1-а1։ 1, -2/Л (/) '), 

где «1 = -^* (1 + а։), представляют собой фундаментальную 

решений (40). Поэтому, решение и (/, х) запишется в виде

(42)

(43)

систему

у а, х)= е'-^’Оо (/, -?0 (у)+рх ((, ?) (у)] с/у<Г;, (44)

где
1___

1^'(0, ;)

1

Ро ') = [и2/ (0, с) и։ (/, ;)— VI, (0, 0 (/, «)], (45)

• Р1 (6 «)= (0, ;)
[«1 (0, ;) г>։ (I, ?)— иа (0, ;) (/, ։)]. (46)

Дифференцируя (42) и (43) по /, получаем
V!, (/, ;)= е-'МП 5 (1- г1 Л (/)) Ч'(а1։ 1, 2/Л (/) ?)+ 

+ е-'А <0 9.Г^ Л (/) Ф, (։1, 1, 2/Л (0 ■), (47)

П2, (/, Е)=е'л<0Ц1+/-1 Л(/)) цг (1—։,, 1,—2/Л (/) ;) ֊ 
-2/;/՜1 Л (/) е'л ։- Т, (1 — 04, 1, —2/Л (/) с). (48

Далее, учитывая асимпотику (16) и законность ее дифференцирова
ния, из (47) и (48) легко получаем

и|,(0, «)= —
.1

г»։, (0, ;)

Г(<ч) 
1

геТ + |) ^~2т]’ (49)

Г(1֊<4) .
1п |2;| — /а — +ф(1-а։)֊2т . (50)

*г(0, ;) = -Ц > У2 (0, 0= т֊֊ 
Г (аг) Г (1—=4)

(51)

Поэтому из (49)—(51) и (45), (46) для р0 (I, ;) и р1 (/, ;) имеем: 1 •

;о(,. :)= гохиа-ах)
Ф(»1)—Ф(1—«1)+»ея I г(1—’1)

1
-I- Ф(1-2: /е-՝<'>г Ф (а1։ 1, г) +

Г(«1) 2

+ Ф (“1)֊ 21 'е/д ։<) 6 V (1֊ “1> 1, -г)> ’ (52)

2
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- , п г (*1) г (1-~ях)_ Г_1_ /р<А(о; ф (1—я1( 1,—*}-
Р1 ' ’ ' ф (я^— ф (1—Яг)+Д- И («1)

_____ 1__ <в-1л(0« ф (а 1, г), (53) 
Г (1-01)

где г=2/Л(/)5, е = 5։2п Таким образом, учитывая (44) и (52), (53) 
нетрудно проверить, что верна следующая

Теорема 3. Параметрикс задачи Коши (38)—(39) задается 
формулой.-.

V ((, х) = у у с— (я։, в) е1: л 1п |2;| Н— (®р 1, 2/Л (О ՝) X

X ф0 (у) + Г [ с- (я։, а) </_ (я1։ з) Ш . (я1, 1, 2/Л (/) £)Х 

X ф0 (у) ^у<И 4-

X Ф1 (у) 4у<& +

г) вП(*-У-л«)> {Н- (я։, 1, 2/Л (/) ?)Х

з) вН(г-»+л(/))Ип |2;| Я+(«р

И1, 2/Л (О 5) Фо (у) 4у&+ 04 (яр Л+ (*р г) е'':^-у+л(<» X

X М+ (я1։ ,1 2/Л (/) ?) ф0 +

X е'^х-у+л«)) (вр 1, 2/Л (/) ;) фл (у) <1у<Г; (тос! С»),

(54) 
где с±, <].± определяются выражениями (29), (31), (32).

Учитывая (54) и эллиптичность символов Н- (я, 1, 2/Л (/) £), мы 
сразу можем, для случая ф0 (х) С" описать распространение сингу
лярностей V (/, х), а именно справедлива следующая

Теорема 4. Пусть (ф։)= {<у„ я),)}, ф0 (х) £ С"“, тогда՝, а) 
если ах = — 2п —1, п = О, 1,- • •, т. е. с+ (я1, з) == о, то (« (/)) — 

= ((1/о+ л (0» ^о) =Г + (у0, Т(о), б) если аг^2п + 1, п=^0, 1,• • •, 
т. е. с-(л1, з)=0, то 1₽Г(и (/))==((у0֊Л (/), т)0) |/>0]=Г_ (у0, /;0), 

в) для остальных ах 1Г/ (и (/))= Г+ (у0, ^)и Г_ (у0, тю).
Для исследования параметрикса (54) рассмотрим следующий 

оператор:
Ли (х) = ууе/։<х-» а (;) 1п |с( и (у) Уус1^, (55)

где а ($)— классический эллиптический символ из класса 5я*. Заметим, что 
А не является эллиптическим псевдодифференциальным оператором, 
поскольку его главный символ в обычном понимании равен 0. Одна
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ко, проводя конструкцию доказальства теоремы о распространении 
волнового фронта для интегральных операторов Фурье (см. [7]), не
трудно доказать, что МП (А и) с. №Р (и). Далее, замечая, что анало
гичное включение можно доказать и для оператора

Во (*)=[[ е<т‘(т՜0, , V (О (56)

и то, что В = А 1 + R, где 5 } R — сглаживающий оператор, сразу
получаем, что УРГ(и) = №Г(Аи). Таким образом, каждое слагаемое 
в (54) ведет себя как эллиптический п.д.о., поэтому нетрудно прове
рить справедливость следующей теоремы.

Теорема 5. Пусть ((у0, тю)| = М'Р(!>0) и (’М- Тогда: 1) если
то МР (о (/)) = Г+ (у0, т(0) 0 Г_ (у0, т/0), 2) если 60 (х) £ С”, то 

1₽7г(и(/)) описывается теоремой 4.
Таким образом, в отличие от конечной скорости слипания харак

теристик, в рассматриваемом случае особенности распространяются 
вдоль обеих характеристик для любой постоянной ах, если только 
Фо(х)-С\

•
3°. Параметрикс и распространение волнового фронта 

при — 1 < £ < 1

Комбинируя результаты теоремы 3 и следствий 1, 2, т. е. под
ставляя (28) и (30) в (54), легко получаем выражение параметрикса 
задачи (1)—(2) в области —1

Теорема 6. Параметрикс задачи Коши (1)—(2) при /^-0 за
дается формулой՛.

и а, х) = -уС_ (а1։ а) е'՛ (х"у՜ л “»> (ах, 1, д) (1п |2 5| + </_ (ах, з)) X

I'-' (у-ч + т՛)

X |С | (а2> - ) (а2> 1, до) “1՜ Дд J + (®2, 1, Дд)] ?0 (7))-)֊С-(Я2, а )Х

ц- (у-ч+֊-)
X е [Н_(а3,1, д0 )+</_ (а։, 1, д^] <р0(т))+с+ (а։, в') е X

X/7+(22.1, г0) ?х (т() 4- с_ (а։> а') е //_ (а։, 1, д') ©х(т]))

֊|[с_(«։10е';(Х-у-А1'”<ЯМ,г) + с+ («4, е)е'г(^+л(^Х

(у-ч+
X Я+ (ах, 1, г)] (с+ (а։, а') ?0(т)) [е (Н+ (а„ 1, д') +

+ -го/+(а։» го))(1п12И + <Ма»> £'))]+с_(аа, г^фоС^Х
П’(у-ч-±)

X |е (Н_ (а„ 1, ДО) + 4/_ (а8, 1, д0)) ()п |2В'| + < (а։, в'))] +
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+ с+ (я2> Ф1 (ТЭ [е Н+ (“։> *> го) (*п

I - - 1 I
֊с_(а„։')фх№ ' /7_(а։,1,г,;)(1п|2ГН

- у[с+(а1։ 5)еН(г-у+л ('»г//+(ях. 1> (1п|2В| + </+(«1, Ю)] Х

/=• (у—7)+ 1 )X {с+(^_, а') е ՝ У ”+ ' [Я+ (а։, 1, г'й) + х0/+ (»։> 1. ^)| ?<»(>}) ֊+

+ с_(а։,е')е ' [Н_ (аа, 1, /_ (*» 1. <)] Фо Ь) +

^'(у-Ч+Т՜)
+ с+ (а., е') е Н+ (а։, 1, <) Фх Ь) + с֊ (’։> - ) X

П'(у-ч--)
X е Н_ (а8, 1, г'о) (1՜. (той С ), (57)

где г = гИ^{1}'<., з'0=^-^-- При параметрикс задается фор- 
е 

мулой (25).
Для получения описания волнового фронта решения задачи Ко 

ши при —1-С/-С1 достаточно теперь применить последовательно 
теоремы 2 и 5. Но прежде, для простоты введем следующие обозна 
чения:

г±(х0, ?о) = {(хх + (л(о֊֊^). г0)|/6 1-1» 0)1,

г±(уо» 7ь)в{(уо±л(0» тю) к£[°» 1]|-
Т еорема 7. Пусть |(х0, ;0)| = №Г(ча) и МР тогда: а) если 

а։=/= ± (2п + 1), п = 0, 1, - • то WF(и^)) = Г^. (х0, ;0)1) Г (ха, ?р» II 
□ Г-1 ( х0 4---- » I) Г± (х0-----— » ;0^, б) если а2 = — 2 п — 1 и при

\ е / \ е /
этом аг — —2^ — 1, к == 0, 1, • • •, то

^(и ({))=Г+(х0, -о) II Г_(х0, ;0) и Г± (х0+— > ;Л и
X е /

иГ+/х0- —. й , 
\ е /

б)։ если а։= —2։п — 1 и при этом а1 = 2^Н֊1, к=Ъ, !,•••, то

й^/՛ (и (0)= Г"+ (•’Го» ?о) и Г՝- (хо» ?о) и г± ( х0Н----- , ;0 ) и Г_/х։-----—, ?0 ,
\ е / \ е /

в)а если а։=2л֊Ь1, п=Э, !>••• и при этом а1 = 2Л-|-1. 4 = 0, !,•••, то 

WP(U:. (0)=44ь (л֊,, иип֊ (хо, и и Гц/хо- - ,лЛ и г֊<х, + -1-, ,
X е / \ е /
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в։) если а։=2л-|-1, л=0, 1,- • • и пои этом ах=—2£—1, k = Q, 1, • • •, т

4°. Пространства корректности задачи Коши .

В работе Алиньяка [5] рассматривается задача Коши, аналогич
ная (38)—(39), но с р (f)=Z4 В этом случае доказывается, что реше
ние v (J, х) представимо в виде v = l\/1% + где и ^ — непре
рывные операторы, обладающие следующими свойствами:

Crt (Jo; (58)

М, : Hs - С;(/о; Hs-mi W-r), (59)

где через Crt(jQ֊ обозначен класс r-раз непрерывно дифференци 
руемых отображений из /о=[О,1] в Hs, а

n1(Z)=sup(o, -J-Z(Z+l)-i +-L(Z+1)֊> |ах р«(*) (A(f))-41֊'| У

(60)
(О--.; Л (/)-֊(/ +l)->. (61)
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Заметим, что рассматриваемый нами случай бесконечной (экспо
ненциальной) скорости слипания характеристик формально соответ
ствует тому, что / -• оо. Тогда в силу (60), (61) потери гладкости, 
соответствующие и Ми будут стремиться к следующему:

п։ (/), ту (/)( — зир ( 0, -֊ (1а!1— 1) (62)

Однако, как это будет показано ниже, таким образом полученная по
теря гладкости не учитывает некоторой дополнительной потери, воз
никающей при рассмотрении экспоненциального вырождения главной 
части оператора Р. В работах [3], [9] получены оценки сверху для 
индекса корректности т и, в частности, для задачи (38)—(39), согла
сно [9], имеем:

т^ тах [1, — (а1-1)+-֊[<
[ 2 21

(63)

В [6] получены оценки снизу для индекса корректности ти,при
меняя результаты [6] к оператору Р, легко получить оценку:

(64> Л» £

Для получения более естественного и точного описания п отери 
гладкости в задаче Коши (38) —(39), рассмотрим следующие пространст
ва^.* (см. [10]). Это пространства распределений ш таких, что образ 

Фурье го является функцией, удовлетворяющей следующему условию
. . / 1 Г ~ \‘1РЫр,*= (— 1^(5) Ш О, (65)

где к (?)—медленно растущая весовая функция, т. е. к (;)^>0 и су
ществует положительная постоянная С такая, что

*(В + ’?)<(14С|;|)ЛШ (66)
для некоторого Л/£2+.

Теперь, используя теорему 3, нетрудно описать потерю глад
кости в задаче (38)—(39), а именно справедливо следующее

Предложение 1. Решение задачи Коши (38)—(39) предста
вимо в виде V — ]\Р>0 — М'^1։ причем .У, М—непрерывные операторы, 
действующие в следующих пространствах:

Л':^-С[([0, 1], 52,*,), (67;
М:Н,— С[([0, 1], Н -) (68)— ГП \

для любого R’ и г £2՜, где
1 **

= (1 + |В)*)2 ‘ "" ’ (1 4- 1п (1 + |Е|)), (69)
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тл2= тах ^0, —“ (|п1|— 1)^ . (70)

Таким образом, это предложение показывает неправомерность 
предельного перехода (62) для вычисления потери гладкости в задаче 
(38)—(39), если %(х)~Св и необходимость рассмотрения в простран
ствах Нр, к задачи Коши для Таких операторов.

Рассмотрим теперь задачу Коши (1)—(2) при —1 Заме
тим, что в силу (25) нетрудно проверить, что при £<Հ0 потери глад
кости нет вообще, и это связано с тем, что в области է <Հ 0 оператор 
Բ строго гиперболичен. Гладкость теряется по достижении линии вы
рождения / = 0. Используя следствия 1, 2 нетрудно проверить спра
ведливость следующего предложения.

Предложение 2. Существ ]ют такие операторы Բւ, Չւ 

(/ = 1, 2), что п(0, х) и пДО, х) могут быть записаны соответ
ственно, в виде и(0, х) = Բլք0 + Չւ?ւ, սէ (0, х) = Բ3 ։р0 + ()տ?ւ> причем 
Բւ, Չւ (/=1, 2)—непрерывные линейные операторы, действующие 
в следующих пространствах՛.

Л: Н, , Չէ: - Я (71)
յ- Տ-

Р2: Н, - В2։ <?,: Н* - В, д., (72)

где
т^=шах յօ, -у (|ав|—1)|, т2= -у (|а։| + 1). (73)

к.=к',(г) = (1 + |;|։)^,՜ո') (1-Нп (1+|5|)) (/=1, 2). (74)

Что же касается потери гладкости в (1)—(2) при —то 
она складывается из потерь 'гладкости, возникающих пр и решении 
(1)—(2) от է- — 1 до /=0 и далее от /=0 до £=1, описываемые 
предложениями 1 и 2.

В заключение выражаю искреннюю признательность А. Б. Нер
сесяну, обратившему мое внимание на уравнение (1) и К. А. Ягджя- 
ну за полезные обсуждения.
Ереванский государственный
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Դ. (Ն. ԱԼԵՔՍԱՆԴՐԴ ԱՆ. Մի մողե յային հավասարման Եոշու խնդրի պարամետրիկսը 1. 
լուծման ալիքային նակատթ (ամփոփում)

Աշխատանքում կառուցված է մի մոդելային հիպերր որսկան հավաս արմ ան պարամ ետրիկսը 
այն դեպքում, երբ բնութագրիչների շոշափում ը ունի էքս պոն են ցի ալ բնույթ և այնուհետև բեր
ված են ալիքային ճակատի տարածման ճշգրիտ թեորեմներ։ •

Պ աբզվում է, որ ի տարբերութ յուե [ 1 ]-ում դիտարկված դեպքից, և զա կի ո ւթ յո ւնն ե ր ր այս
տեղ միշտ էլ տարածվում են դեպի 1>Օ տիրույթը երկու բնութագրիչների երկայնությամբ ան
կախ Հ֊ի արժեքից։ Բացի այդ ստացված է ողորկութ յան կորուստի ճշգրիտ նկարագրությունը 
ե նրա համեմատումը [5], [6], ի 9]-ում բերված գնահատականների հետ։
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G. R. ALEXANDRIAN. Parametrtx and propagation of the wave front 
to a Cauchy problem for a model hyperbolic equation (summary)

The paper investigates a weakly hyperbolic equation with exponentional degene
ration of hyperbolicity. First the parametrix of the Cauchy problem is constructed 
and some theorems on propagation of the wave front are proved. In contrast to the 
case investigated in [ 1 ] here the singularities propagats Into domain t 0 along both 
characteristics for any a. Besides that, exact description of the loss of regularity is 
given. The results are compared with those of [5], [6|, [9].
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