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БАЗИСНОСТЬ НЕКОТОРЫХ БИОРТОГ ОПАЛЬНЫХ 
СИСТЕМ В А’ (-о, а) С ВЕСОМ

В основополагающем исследовании М. М. Джрбашяна [1] и в 
цикле его дальнейших исследований, подытоженных в монографии [2], 
была построена теория гармонического анализа для системы лучей 
комплексной плоскости, обобщающая классическую теорию Фурье- 
Планшереля. Основой для этого послужили замечательные асимпто
тические свойства целой функции типа Миттаг —Леффлера

£? (*5 11) = £ 7^ 7-ч (Р >0, — оо < р < 4- ос)

порядка р и типа о =1.
В данной статье получен ряд новых результатов о базисности 

систем функций типа Миттаг-Леффлера, ассоциированных с последо
вательностями нулей целых функций определенного класса (обобщаю
щего класс целых функций типа синуса). Эти результаты являются 
дискретными аналогами интегральных преобразований М. М. Джрба
шяна с ядрами (г; р).

Обозначим через (1 <Ср<С"1՜ °°» ——Ъ 3^>0) про
странство целых функций / (г) экспоненциального типа с нормой

00

( с и/*
Ир. “ ~ П I/ («Ж 1*1“(1х | < + 03 •

Классы функций и более общие классы были введены М. М. 
Джрбашяном [3] (см. также [2], гл. VI) и установлена следующая тео
рема о параметрическом представлении, которая в специальном слу
чае содержит в себе теорему Винера-Пэли.

Те о р ема А. Класс В^՛ “(—1 <С ш<^1, з > 0) совпадает с 
классом функций, допускающих представление вида

{ (г} = С («*; Н) ? (*)
V

СО
где Р=1 + — и ? (х) (֊о, а).

Другие представления функций класса в виде интерполяционных 
разложений были установлены в наших работах [4]—[6].



208 С. Г. Рафаелян

Чтобы сформулировать основной результат статьи [6] приведен 
некоторые определения.

Обозначим через 5։ (—1<^х<С1) класс целых функций 5 (г) экс
поненциального типа я и таких, что при некоторых положительных 
константах с, С и К (зависящих от.функции о (г)) выполняются не
равенства вида

0 < с < 15 (г) г-| в՜’ '|ю 11 < С < + =о
при Ihn г| > К и inf |z* — Z/|>0, где |zA] — последовательность ну- 

гк*Ч
лей функции 5 (z).

Отметим, что класс целых функций типа синуса Б. Я. Левина 
([7], [8])—это подкласс тех функций из 50, которые не имеют крат
ных нулей.

Пользуясь методом М. М. Джрбашяна построения биортогональ- 
ных систем (см., например, 19]), восходящем к давним его работам, 
совместным с А. Б. Нерсесяном [10], приведем, далее, построение 
одной системы функций, ассоциированной с функцией S (z) £ 5, и с ее 
нулями.

Пусть 5(z)£5։ и |z*|“ — последовательность ее корней, перену
мерованных в порядке неубывания их модулей. Обозначим через s»>l 
и pk>^ (IcZZ'Q) кратности появления числа Zk соответственно на от
резке {z/}* и во всей последовательности |z,|“. Очевидно, что 1 v

Положим

aj (zj =
2 I di (г-^У’к ! 
j\ \d;i S(z)

и введем в рассмотрение целые функции

2* (z) =
_______ 5(z)_________
(s»-l)l (z - z»)₽«-‘‘-'

p*֊1*
V a: (zk) (-— Zjt)'.

Если z*. является простым нулем функции 5 (z), то s* = pt,= l,
/ \ 1ao W.)— ——; и, следовательно,

•b (z*.)

2*. (z) = ____ 5(z)
■b' —z*,)

Справедливы следующие утверждения [6]:

i) (z>) = s*։/(*4y>o)

2) Если 2х — w 1, то S* (г) £

В данной работе мы используем следующий результат, который 
является частным случаем, установленным в работе автора [6] теоре
мы 3.4.

Теорема В. Пусть [г*|”—нули функции где
1<С2Х + Ш<С1 (—1<С®$С1)- Тогда система функций
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+ (г) «

образугт базис Рисса в пространстве 1^՜՛"’, т. е. всякая функ
ция “ разлагается в ряд

/(г) = V ск (/)Фк(г), ск (/)=/’*՜“ (г*)(1+ |г*|)'”,
Л-0

С Х0ДЯЩШ1СЯ в и

§ 1. Базисность систем функций типа 
Миттаг-Леффлера

Пусть з>0, —1<\ч<<^1 и 'г*!о—последовательность нулей не
которой функции 5(г)£5։։ перенумерованная как обычно. Обозначим 
через з* >1 кратность появления числа гк на отрезке {ху}*.

Обозначим £2՛(— з, з) — класс всех измеримых функций в (— з, с) 
с нормой 3 

( Г I V2
«• «® | I/ (*)։։И” <+'«»• 

—с
Теорема 1.1 Система функций

{(1+£1՝А-1) («ах; |ч(/х)։*՜'}“= {С* (х)}о“, (1.1)

где р = 1-|- -^֊ и —1 <» 4֊ 2х < 1 является базисом Рисса в про

странстве £’•“ (— а, а), т. е. любая функция / (х) ^Ь2’"2 (—а, а) 
единственным образом разлагается в ряд

/(*)=£ с*(/)0*(х), (1.2)
<֊—и

сход ягцийся по норме пространства 1?՝п (—з, о), и

И/кг,»~Лс*1в... (1-3)

Доказательство. Как уже было доказано выше, если 2« + 
4֊ <“ <С 1> т0

Ф* (х) = (1 + |г*|)-и/։ ‘Л (х) С й^-(0< к < + о?). 

■Следовательно, по теореме А М. М. Джрбашяна существует система 
функций |<р4 (х)|”, Т4 (х) С А'1'՜" (—=, а) такая, что

Ф* (г) = £1 (йх; р) <р* (*) ^х, (1.4)
— я

где р=1 -р — и каждая функция ч>4 (х) определяется единственным 

образом по Ф» (г).



210 С. Г. Рафаелян

После ($; — 1)-кратного дифференцирования по г из (1.4) по
лучим

фГ'՜” (а)=(«*; ' ?4 (*) =

= (1+ |«Я)*и/’ у (■*■•) т* (*){1х- <ь5>

Так как функция 2* (г) обладает интерполяционными свойствами 
(*/) = о». /> то

фМ/֊1’ (хУ) = (1 /•

Отсюда и из (1.5) получаем 
а
С/ (х) ®* (х) с(х = О>, у

и, следовательно, система функций [<р* (х)|® образует с последова 
тельностью {Ск (х)}“ биортогональную систему.

Из теоремы А следует, что оператор

Р (1)
С<р = £1 (йх; р) <р (х) dx, р = 1 + —

отображает £г> ~а на а из теоремы 4.3 монографии [2] сле
дует ограниченность оператора С.

С другой стороны, система функций [Ф»(г)}“ образует базис 
Рисса в Следовательно, система функций [®*(х)]<7 также яв
ляется базисом Рисса в пространстве £2, (— а, а). Так как эта си
стема функций биортогональна с системой (1.1), то система (1.1) так
же образует базис Рисса в £2,м(—з, □) (см. [11]). Поэтому, если 
/€£2‘ (— з, □) и в метрике £2, “ (—а, а)

/(*)՛=£ с*(/) СДх), 
и

где
гг

сМ^/МС^х^х, к — 0, 1, 2,-.-, 

—а
ТО

|/Ц£2,» ж| [с4]|։..

Теорема доказана.
Рассмотрим два специальных случая этой теоремы, которые пред

ставляют особый интерес.
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1 . Пусть со —0(н=1) и ' =4=0. Тогда в виду того, что Ex(z; 1)— 
-=е։, система (1.1) переходит в систему (ez,*r (,х)5*-։)о‘ и получим сле
дующую теорему.

Теорема 1.2. Пусть [z*!o — последовательность нулей неко

торой функции S(zj(zEi, где ----- — <[*•<[ — “ sk — кратность появ-
2 2

лечия числа zf на отрезке (zy!$. Тогда система функций

образует базис Рисса в L՝(— з, з).
Отметим, что в случае х==0 теорема 1.2 переходит в известную 

теорему Б. Я. Левина (см. [7], [8], [12]). А если положим s4 = l и 
1 1  эта теорема примыкает к некоторым результатам ра- 
2-------- 2

беты [13]. Окончательный результат (необходимое и достаточное ус- 
лОЕИе того, чтобы семейство экспонент “ образовывало базис 
Рисса в А2 (— з, з), получен в работе Б. С. Павлова [14] (см. также [15]).

2) При —1<[ш<[1, г. = 0 и sk = 1 из теоремы (1.1) следует

Теорема 1.3. Пусть (г*)” — последовательность нулей функ
ции S(z) типа синуса. Тогда система функций

((l+|z*|)^Ex(։z*x; р)о,

<0 2' '*
где |л = 1-4-— > образует базис Рисса в L (—з, а).

В другом специальном случае, когда

S(z) = (iaz; р) — Ek (— nz; |*), (— 1 < р < 2), 

теорема 1.1 была анонсирована в статье автора [4].

§ 2. Построение биртогональнон системы

В этом параграфе будем предполагать, что zk являются нулями 
целой функции

•Mz; v) = £x(։az; v) — £^(— iaz; v), (0<v<2). (2.1)

Пользуясь асимптотическими свойствами функции Ек (г; ч) (см. [2], 
гл. III) нетрудно показать,'что Sk(z; £ S։_„ С другой стороны, из 
(2.1) следует, что функция Sx(z; ՝') допускает представление вида

Sx(z; ч)=>2гг Е./:(—з։г2; 1-f-v). (2.2)

Как сообщил мне М. М. Джрбашян, им недавно было установ
лено, что все нули функции Е\/г (z; ц) при 1 р-3 простые и веще
ственные. Отсюда и из (2.2) вытекает, что все нули функции 5x(z; v) 
при 1 -С* <С 2 также простые и вещественные. В работе [4] нам было 
лишь известно, что у функции 5x(z; v) нули будут простыми и веще
ственными только, начиная с некоторого номера.
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Вместе с (11) рассмотрим системы вида 
|£’i(zz4x; и) |х|и-1|0“ 35 (е,..to <2-3)

где —- нули функции S1(z; v).
1 . 1

Из теоремы 1.1 следует, что если-----— 7 п ’ то систе՜

ка (2.3) образует базис Рисса в £2(—-> =)•
Теперь следуя методу,’примененному М. М. Джрбашяном в рабо

те [16], займемся построением биэртогояальной с (2-3) системы. Для 
этого нам понадобится одна важная формула из монографии [2] 
(гл. Ill, (1—21)). Для любых комплексных л, >* и я, 0 > 0 справедлива 
следующая формула:

Jx’-։ Et (1х։,р; я) (3 - л-)’՜1 Et (я - х)։/₽; .0) dx = 

О
= >•; » + Р) -?•* (°'" > *; * + Р) дв+?..1֊ (2 4)

А — ).*

Полагая р = 1, я = р, 0 = 1+у—ри пользуясь равенством 

zEl(z; ji+l) = £։(z; р) —1/Г(н), 

формулу (2.4) можем записать в таком виде

Jxu՜' Ex(i.x; н)(я— x)?“'£i('*(’ — х> Р) dx = 

О

= £,(аХ; *) — £>(з/.*; *) з,_, (2

Вместо л, л* подставим соответственно —>֊, —а* и полученную фор 
мулу прибавим к (2.5), тогда

||хГ'1£1(>.х; Н)(з—|х|)3 ։£1(а*(з—|х|)5^пх; 0)*х =

= 5, (— Га; у) + (г).*, у) д. ,
А—А*

Подставляя здесь А* = 1гк и пользуясь обозначениями (2.3), из по
следнего равенства будем иметь 

а

(х; А) е?((а— |х|) з^пх; й4) dx= 3’-1. (2

Так как = является простым нулем функции'51(—г).; у), то

7)! =( ֊^(г„; У), п֊^к
р.-//я ( 0 , п=£ к.
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Следовательно, отсюда и из (2.6)

( еДх; йЛ)еэ((я —|х|)здпх; «д)</х=| >) - , п==к
3 (0 , п=/= к.
— а

Таким образом, доказана следующая
Теорема 2.1. Система функций

( - е..((з — |х|) 5дпх; «•) [• , (? = 1 + * — р)
(а о։ (х*; •/) (а-о

биортогональна с системой (2.3) на (■— о, з).
В случае Н = 1 (? = >) система функций ',е^.(х; /г*)!^ переходит

в систему [е'*т)о‘ и получаем следующее
Следствие. Системы функций

(е'2*д)(7; ! ,_3 ■ ------ - е, ((а—|х|) 5£п х; ։гл)1 =
(з о։ (г*; м) |о

= I сЬ—?Е1 ~ м։2п х; ~ Iх1’՜1 г ’
[о ■5|(г*;՝0 )0

которые образуют базис Рисса (после нормировки) в Ь* (-— з, а),. 
биортоюналъны на ( — з, з).

§ 3. Специальные краевые задачи

В этом параграфе мы покажем, что система (2.3) является систе՜ 
мой собственных функций краевой задачи для специального интегро- 
дифференциального оператора.

1°. Приведем определение и ряд свойств операторов интегро- 
дифференцирования в смысле Римана—Лиувиля (более подробно эти 
свойства с доказательствами изложены в монографии [2]):

а) Пусть /(х)—произвольная функция из класса £( — /,/) 
(0< I <2 °о). Интегралом от / порядка $(з>0) называют функцию

Р"7(х) = ֊^- С|х-^-’/(0Л» (-1. о. (3.1)
г СО Л

Известно, что
1°. Для любого $($^>0) функция Л)~'/(х) определена почти всю- 

ду на (— I, Г) и принадлежит классу Ь (— /, I).
2°. В каждой точке Лебега функции / (х) и, следовательно, поч

ти всюду на (— I, I)

Пт Р-7(х)=/(х).
х- + О

Ввиду свойства 2’ вполне естественно определение оператора 
£>-'/(х) распространить на значение 5 = 0, положив

£>-°/(х)=/(х).
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61 Пусть /(х)££(— I, I) и 0, <з<1. Тогда функция

д7(Х)=-^ |р-«։-”/(*>։. (-/.«')
<1х

(3.2)

называется производной порядка 5 от /(х>. При 5—1 будем иметь:

^/(х)=֊^/(х), хе(-/. о. (з.з)
• </х

т. е. /)’/ совпадает с обычной производной /'(х) функции /. В случае 
5 — 0 имеем

£>о/(х) = -^- |£Г։/(х)» = ֊ | \Д!)<"\ = ДХ) 
бх ах I ,) )о

почти всюду на (— I, I).
в) Для любого |‘>0 введем в рассмотрение функцию

еи (х; X) = £։ (Хх; ц) |х|1-1, х £ (— /, /) (3.4)
полагая пока, что X — произвольный параметр.

Лемма 3.1. Для любою 5 (0 51) и Х£С справедливы фор
мулы

О՜3 е* (х; 7.) = е;х+., (х; X) здп х, (3.5)
£>'в,! (х; Х)=ел_» (х; X). (3.6)

Доказательство. Из самого определения (3.4) функции сле
дует, что 

00 • ь ь .
(-^ '>= I ֊ГТ. И1՜'֊ 

V 
Отсюда имеем

О ՝3 е., (х; X) = —— V 
Г (5) ?

—1 Iх _ '|'՜1{к ^'։
Г (!1֊гА)3

то

Г (з) Г (И 4- 6) 
Г(5 + Р + Л)

X*-' |х|,+։1-։,

О֊3 е,, (х; X) = £ 
V

_____ /.* X*
Г (р 4- з + к)

|х|*+>1-1 зяп х =

= Ех ()чх; р 4- з) |х|'1+5 1 з£п х = в|х+, (х; /.) здп х,

что совпадает с формулой (3.5) леммы.
Из формулы (3.5) следует, что

О- е.^. (х; > ) = — еи (х; )֊)| = {вм-1-г (х; X) здп х} =

б ( “ Х*х‘ )
~ -------- . . . ... I*!11՜0 52пх1 = еи_5 (х; X).

и Г (р—з-ь^-г!) ] ՝ ՛
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Лемма доказана.
2՜’. а) Пусть функция 5 (г) £5« и а — один из ее корней. Из оп

ределения классов 5։ и вытекает, что если 2՜/. + о» <^1, то

<», 
г — а

и, следовательно, по теореме А существует единственная функция 
<ря(х)££"’(—з, з) такая, что имеет место представление

5(х) = (г — а) Е1 («х; и) 1^1'*՜'?<» (х) </х = 
а/

=(х—а)( еи (х; м) <ря (х) йх. (3.7)՛

б) Пусть дана совокупность {р; 7Х; 7։) трех чисел 
3

1<н< — >. 0<ъ, ъ <1 И ь+78^ |А.

Введем в рассмотрение операторы
£у = /Э-^֊Ь{рТ.{1)т.у)). (3.8)

Отметим, что если |* = 7Х =1, 7а —0, то Ьу (х) = у' (х).
Рассмотрим краевую задачу

Ьу = >֊У, (3.9)
։Дг-и = 0, £)-«֊» |£>т^)|,_0 = 1, (3.10)-

а
()’-а) у^(х)фа(х)</х = 0. (3.11)

I ”9
Отметим, что краевая задача типа (3.11) для обыкновенных диф

ференциальных операторов была рассмотрена, например, в работе 
А. Б. Нерсесяна [17].

Из теоремы 5 статьи [18] непосредственно следует что задача 
типа Коши (3.9)—(3.10) имеет единственное решение у (х; ՝>■), причем 
такое, что у{х-, Х)££’(—о, з) при Тх]>2 — р.

Лемма 3.2. Функция у = е^(х՛, гхк), где хк— нули функции: 
5 (г) £5։, является решением краевой задачи (3.9)—(3.11).

Доказательство. Из леммы (3.1) вытекают формулы 
Т+'еДх; X) — е.л_,։(х; 1), 

£>т' (РьеДх; Х)| = е11_Т։_1,(х; X), 

но 71+7г = И, следовательно
£1« {Р^еДх; X)} — е0(х; Х)=Х£’1(Хх; 1)з£пх.

Теперь из формулы (3.5) и определения оператора £ имеем 

£еЛх; Х) = О-<н-1)|Х£1(Хх; 1)5гпх} =
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= [£1 (х; л)8£п х[ =>е.1(х; /.).
С другой стороны, эти функции должны удовлетворять условию 

(3.11). Подставив у = е^(х՛, л) в равенство (3.11) и пользуясь (3.7), 
получим ^(—//) = О, т. е. л = гх*. Лемма доказана.

в) Систему где зк 1 — кратность

появления числа гк на отрезке |ху)£, будем называть՛ системой собст
венных и присоединенных функций нашей краевой задачи.

Теорема 3.1. Система собственных и присоединенных функ
ций краевой задачи (3.9)—(3.11) является базисом Рисса в прост
ранстве £։(—з, з).

Доказательство. Лемма 3.2 показывает, что собственные 
значения краевой задачи (2.9)—(2.11) — суть нули целой функции 5(х), 
и если (х>]—множество собственных значений этой задачи, то семей
ством ее собственных функций будет |в,11(х; /хА)}“.

С другой стороны, система функций (е<։* '։ (х; /х*) х * ։}и обра
зует базис Рисса в С* (—з, з) (теорема 1.1). Этим и завершается до՜ 
казательство теоремы.

В заключение рассмотрим некоторые частные случаи краевой за
дачи (3.9)—(3.11).

1)!‘ = 78 = 1, 11=0, з = п, <р0(х) =1 (5(х) = 2/з1п"х).
В этом случае краевая задача (3.9)—(3.11) совпадает с классиче- 

кой краевой задачей на отрезке [—", и]
у'=-՝>у, у(—

порождающей систему Фурье

2) 1 < Н< ֊ ’ 12= 1, 71=Р—1, (х)=д.

Воспользовавшись некоторыми формулами из статьи 
чим краевую задачу

Г (р-1)
£>֊։’֊н) ^-0=0, £»֊> ^|ям> = 1, 

[18], гслу

(>.— а) § у (х; ՛>■) </х=0, 

— а
решениями которой, как легко видеть, являются функции (х; /хя), 
где {хя}— суть нули функции (х; р-|-1). Согласно теореме 3.1 си
стема собственных функций этой задачи образует базис Рисса в 
£։ (—а, а).

В заключение выражаю благодарность академику АН Армянской 
ССР М. М. Джрбашяну, под руководством которого выполнена на
стоящая работа.
Ереванский государственный
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Базисность биортогональных систем 217«а. — — — -  . — — —- ~ 1 ՜ ' ' ... ..
IJ. Դ. 1ՒԱՅ>1Լ31ՎՅՍ.Ն. Որոշ թիոր|>ոգոհ<Ա| համակարգերի puiq|tunipjniGp Լ~ (-- Z, Z) կշլ»- 

ոայիհ դասերում (ամփոփում)

Դիցուր ',2հ'Հ ֊ն որեԼ S(z)'S, ֆունկցիայի ւյրոների հաշորղականությոլնն է և Տ^-էր 

Я Հ P'll' ^անցևս ցայոլ պատիկոլթ յունն ք fz ք 1 * հատվածումւ Ապացուցվում կ, որ պարամե
տրերի վրա ցրվտ/ւ որոշ պայմանների ցեպբում ֆունկցիաների Հետևյալ համակարցր-.

I (1 + յ«*ք)’/2 £1**՜” ("** ։*) *“՜։Ա" (• )
ձ2- " ( I, I) ցասում կաղմոէմ /, Ռփսսի րաղիսւ Այստեղ

• Ej (շ; 10 •-= У------- —-------

Միւուււց-Լեֆլերի տիպի ֆունկցիա է Լի ՜ 2):
Рш ցու՛լ այտ ւոեսրով կսւոուցվում կ նաև ( *)-ին բիօրթոցոնալ համ ակարւլըւ

Տ. G. RAFAEL1AN. Bastsness of some blorthogonal systems in L2 (—5, □) 
with weight (summary)

Let |Хд'(7 be a sequence of zeros some function Ճ (x) ճև and ek be the mul
tiplicity of the numher zk in the interval |xyj*. It is proved that under some con
ditions the system of functions.

((1 + |ад|)-*£։’**-« (izkx; Юх5*՜11"

forms a Riesz basis in the space 13' “’(—o, o).
Here

- zk
EAz-, p)= У--------------£ Г(И + £)

is the Mittag -Leffler function (p — 1). The explicit form of functions biorthogonal 
with ( •) is aho constructed.
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