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ВЕКТОРНЫЕ ГАУССОВСКИЕ ГИББСОВСКИЕ 
СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛЯ

1. Введение. Марковские гауссовские случайные поля бы
ли рассмотрены еще в работе Розанова [4] (см. также работу Чея 
[7]). В статье Добрушина [1 ] был подробно изучен общий класс гиб
бсовских полей с квадратичным потенциалом, включающий гауссовские 
гиббсовские поля и в частности марковские гиббсовские поля. Эти ис
следования были продолжены в статье Кюнша [11]. Во всех цитируе
мых работах рассматривались случайные поля со скалярными значе
ниями. Цель настоящей статьи — распространить эти результаты на 
векторный случай. В статье устанавливается, что при некоторых до
полнительных условиях стационарное векторное гауссовское случайное 
поле со значениями в /?" на м-мерной целочисленной решетке X' с мат
рицей спектральных плотностей / (к) — {/д (к)} / = !,•••, и и векто
ром средних значений А = (А։,-• •, Ая) можно трактовать как гиббсов
ское поле с парным квадратичным потенциалом

II (х/, хг) = (и (/ —з) х/, х,)*, х։, х>£Кп (, з£Д’, (1.1)

где матрицы I/ (/)—это коэффициенты Фурье матричной функции и 
линейно-квадратичным одночастичным потенциалом

и(х։)=^-(и(0)Х1,Х1) + /а, 2 С'ЩхЛ, х, ^Х\ (1.2)
* \ <&!՝ /

При этом совокупность всех гиббсовских полей с таким потенциалом 
совпадает с совокупностью сверток однородного векторного гауссовс
кого поля со спектральной плотностью / (А) и средним значением 0 и 
случайных полей, все реализации которых а/, ^Х՝ удовлетворяют 
функциональным уравнениям

2 и (! — з) О/ = — А, Д’. (1.3)

2. Векторные случайные поля. Пусть Х=(Ка)г'—прост
ранство вектор-функций х = (х/ = (х|, / • • ■ хп, ։)), 1^Х\ определенных 
на ^ мерной целочисленной решетке Д’, со значениями х/ в п-мерном 
векторном пространстве R". При всех х£Х и где и’ —сово
купность всех конечных подмножеств множества Д’, положим хи = 
= (х«, 10 6(Я'1)1'. Пусть Ф с X—совокупность финитных функций 
от (^Х\ Положим

Здесь и далее (6, с) — скалярное произведение векторов 6,
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И

ст (х)= 3 (ф (0> ■**')» х £ X ф € Ф

Ь(х)=х/, ։^Х՝, х£Х,
5/, , (х) = х/.!, ։ = 1, - ,п, х^Х.

(2.1)

(2-2)

Пусть множество Ис |1, 2,• • •, л] X —Х'.
Через Вр будем ^обозначать^наименыпую а-алгебру подмножеств 

пространства X, относительно которой измеримы все функции /, 

(/, /) С V. При Ис г՝ и У= {1,- • •> п)Х V, а-алгебру В у будем обозна
чать просто через В V. Положим также В2, = В.

Распределениями вероятностей (р.в.) случайных полей будем на
зывать вероятностные меры на пространстве (.<¥, В). Будем называть 
средним значением поля с (р.в.) Р линейный функционал

где ф £ Ф и

(х) Р (с/х) = 3 (л;,Ф(0), 
/ег’

Предполагая, что средние значения существуют, положим

С:(х) = Е/(х)-Лр (ф), ф£Ф, 

сГ(х)=£/(х)-Х, /^х\

(2-3)

(2.4>

(2.5)
Теперь, предполагая существование вторых моментов, введем коварна՜ 
ционный функционал, положив

Вр («Рх, Ф։) = | (х) % (х) Р (с/х) =

X

= 2 (В₽(/, з) фх (/), Фа (я)), фх, ф։£Ф, (2.6>
/, <&г’

где
в^(, 5) = ;^։(/, 3)1..^...,.,

И

з) = |^(х)С^(х)Р(</х) 6 з<2’. (2.7)

X
Случайное поле с р.в. Р называется ковариационно-стационар

ным, если оно имеет конечный ковариационный функционал и

ВР (?х> Фа) = Вр (ф^, ф*), ®1։ ф։£ф, з 6 2՜’, (2.8)
где ф) (/) = Ф/ (е — 8), Sl/QZ',յ = l, 2.
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Известно, что (см. [3], § 4.3) для ковариационно-стационарного 
поля

Вр (<р1։ <Р»)= У (®։ (Л) Гр ^1к), ?,(*))• ф1։ (2.9)

где (—«к]’ = {Л = (Аг1։-• £,)£/?’, — «<£/<«, / = !»•••, *) 
м

(&) = 2 т (О е‘ 1Л'։> , (— /=1> 2»
. '62’

а Гр (■) — это матричная неотрицательно определенная функция мно 
жества, определяемая на о-алгебре В [(—як]’} борелевских подмно
жеств множества (—яя]’. Функцию Гр {•) называют спектральной ме
рой поля с р.в. Р. Если

/Р(Л) = ^Цк)</к, Л£В ((֊««]'), (2.10)

л
то будем говорить, что поле имеет спектральную плотность /(к), 
££(—яя]’. Любая измеримая функция с неотрицательно определенны- 

гака«, «го у где 5,/(*)-.« след

матрицы / (к), является спектральной плотностью некоторого поля.
Здесь и далее Р—это р.в. с конечным ковариационным функ- • 

ционалом. Будем обозначать через £(2₽)— гильбертово пространство 
вещественных функций на X, квадратично интегрируемых по мере Р, 
и через Ь\ (Р) —подпространство пространства 2^Р), являющееся за

мыканием в £2 (Р) системы функций С/, /, (/, . Обозначим через Ь
пространство Ь\ (Р) ©• • (Р). Пусть Л։ (Г) —гильбертово про-

п
странство комплекснозначных вектор-функций £ (к) = (#г (Л), • • •, я« (&))> 
к^(—1ИС]* таких, что 8 (к?) = —к) со скалярным произведением, за 
данным неотрицательно определенной квадратичной формой

(л (*), ?»(*)) = У (л (*ИР (</*).*(*)) (2.11)

с естественной факторизацией по классу функций, на которых эта 
форма обращается в нуль.

Предложение 2.1. (см. [2]). Существует единственный изо
морфизм пространств £. (/) и Ь\ (Р) такой, что элементу г,р ^со

ответствует элемент <р^£։(/:). Образ элемента g£Lt(F) при этом 

изоморфизме будем обозначать через Через 77-С£’(Р), V^.2՛’ 

будем обозначать замкнутое подпространство, порожденное вектора

ми Через у££։(Р), где (/, /)^ V и V— конечное
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подмножество множества Д’, будем обозначать проекцию вектора 'р ։

на Н~,\у, а если К«= (1,--,п| X И, то положим просто 

а -=<//./,к, </«,։' = {</>. «.«'Ъ-։.•••.«• Л /, V ‘ '
Положим

Вр, уЦ, з)= у (С£ , (х) - <0. /, V (х))(С£, (х)-<//. 4. V (х)) Р (Лг)

и
Вр(1, з) = {Вр։,։ г(6 ։}у.я . (2.12)

Предложение 2.2 (см. [8], § 2.3, 4.3, 7.12). Пусть Р — это 
р.в. векторного гауссовского случайного поля. Тогда при Любом
ир И’ сужение на Ви условного р.в. Ру{-/х) относительно я-подал 
гебры имеет характеристическую функцию вида

7. О/> t £ V/x) — С exp (i 2 (>•/,£/ (xv) \Pv {xv/x) = 
J \ /gv՜ /

= exp /--I 3 (Bp (t, s) ).,)+/ 2 ().„ <6. v (x) 4- Apl> (2.13) 
[ 2 t,s£V ,gl' J

* т. e. является гауссовским с матрицей ковариации
Вр = {Вр i V(s, t), s, V j, I = 1,- ■ - ,n} и вектором средних зна

чений [<6, v + /£И].
Векторное случайное поле называется минимальным, если

(2.14)

при всех (/,/)££”.
Предложение 2.3 (см. [2], гл. П). Для того, чтобы векторное 

ковариационно-стационарное поле со спектральной плотностью f(k) было 
минимальным необходимо и достаточно, чтобы почти всюду существо
вала обратная матрица и

У (к) Ик < от, (2.15)

(-«к]’ 
где — след матрицы /-1(Л).

При этом
(/,/)= (2к)2>|՜ у /֊>^]՜՛ (2.16)

И

։ ■ (2Д7)

Случайное поле с р.в. Р называется линейно регулярным, если
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Л
V С Z' 
1И<- 

(2.18)

где | И — мощность подмножества V множества Z’.
Предложение 2.4 (см. [4]). При выполнении условия (2.15) 

поле с р.в. Р линейно регулярно. В соответствии с определением 
(2.12) для линейно регулярного поля

Вр (s, f)=l։m Вр (s, t), s, t £ Z\ (2.19)

P л *
Говорят, что система векторов {Су, t, (j, образует слабый базис 
в пространстве L\(P), если любой вектор a (Р) единственным об
разом представим в виде

а= 2 су(0члп (2.20)
и.

где с/(/), (у, /) ÇZ’ — действительные числа, а ряд в (2.20) сходится 
в слабом смысле в пространстве Z.J (Р). Известно (см. [2], § 2), что

при выполнении условия (2.15) система векторов {Су. /,(/, 0€ обра
зует слабый базис в пространстве (Р), при этом если а = Zg, 
g (*) = (gi (к), • ■ •, gn (&)), то функции g у (k), 1< / < п интегрируемы 
по мере Лебега и при этом

су(/)=(2к)-’ J gj(k)e‘Mdk. (2.21)

(- «1’

3. Гиббсовские поля. Пусть h^R*, a U (t), t^Z' nXn— матрич
ная функция такая, что U (t) = U (—t), t^Z* и

2 (3.1)
/6^’

где норма матрицы и (0 = {£/у, / (/)}/, 1-1...« определяется как \11 (01= 
== тах |(./у, I (01, t€.Z\ Пусть далее У(Ц)с.Х—множество функ- У, I— 1---Л
ций х — (х/, таких, что х< £Р՞ и

2 11/(1 — .<։)х/В<оо, (3.2)
/£2'

где норма вектора х/ £ Р" определяется, как Цх/|]=1/ 2 |ху, /|*. Вве- 
К /-։

дем энергию взаимодействия

М?- (Ху/х) = 2 (^О-3)х/,хО+42^(0)^’ *) +
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+ (л, S J.) + (Е 2 (/(<-*)*.)■ (3.3)
\ зеи / мби /ед’Хи /

где v'e^’ « гиббсов
скую плотность 

где
Zv (х) = J ехр (- М*'У)(хи / х) dxy. (3.5)

Ясно, что Zz(x)>0 для всех И’ и х £ Y (U) тогда и только тог
да, если при всех И’

3 (U(t-s)Z', Z.)>0, Z3^0, Z^C*, s£ V. (3.6) 
i. зеи

Если положим q (к) = 2 U (t) e' <*•/J, to (3.6) можно записать в виде 
<6Z’
J (p (к) q (к), p(k)dk>0, (3.7)

где p (к) — 2 z։ e'(*՛ *>, z, 0, s £ V, V՝.
3fcV

Отсюда следует (см. [5], § 5), что матричная функция q (к) имеет 
почти всюду строго положительно определенные значения. В дальней
шем будем рассматривать только потенциалы, для которых выполнено 
условие (3.7). Выражение (3.4) перепишем в виде

_ I
plv՝U) (ху1х)=[(2^ det Uv] 2 X

ХехР — s)(xt— а^(х)), х, — а}'(х)1> (3.8)
I z GigV )

где det Uv — это детерминант матрицы Uv—{Uv{t — s), t, s£ И), a 
а} (x)> определяются из системы линейных уравнений

S иа-5)аЦх)+ S U(t-s)Xl = -h, s£V. (3.9) 
/6V՜ /gz’W

Будем называть векторное случайное поле с р.в. Р (Л, U) — гиббсов
ским, если

Р(У(£/)) = 1. (3.10)
при любом V" существует условная плотность А-(-/х) и для Р 
почти всех х^Х и Pv (-/х)— почти всех хи£(/?л)>'

(3.U)
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Пусть А (А, и)^Х—множество всех функций а = (а/, #£2’)£ЛГ та
ких, что

2 4/(*-5) а, = А, (3.12)

Будем называть сверткой Р = Рг * Рг двух р.в. случайных полей р.в.
Р (Л)=у Р‘ (А) Р, (ба), Лев, (3.13)

А

где Р? (Л) = Рг (Л — а), Л £ В.
Положим (см. (3.6))

/ (А) = (2«)֊’[<7 (А)]՜1. . (3.14)

Е, ( 2 |4/ (/ ֊ з)| Ь (х)А < К 2 II/ («- 5)| < со (3.21)
Мед’ /

Если
зр [д (А)]՜1 б к <е 0°, (3.15)

(-«Г
то существует стационарное гауссовское поле с параметрами (0, [) 
Его р.в. будем обозначать через Р/.

Теорема. Для того, чтобы совокупность (А, П)-гиббсовских 
полей была не пуста необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
условие (3.15) и множество А (Л, 6/) было не пусто. При этом р.в. 
Р будет (К, и)-гиббсовским в том и только том случае, когд.

Р=Р' * Р\ (3.16)
где р.в. Р1 такое, что

Р1 (Л (Л, £/))=1. (3.17)

Доказательство. Проверим, что при условии (3.15) р.в. Р^ 
является (0 £/)-гиббсовским. Из (3.1) следует условие (2.15) и поэто
му из предложений 2.2 и 2.3 и формулы (2.20) следует, что суще
ствует индуцированная состоянием Р^ условная плотность

_ 1
Р{0(х</х) = [(2к)’ае1 с»] 2 X

Хехр |֊֊-((Э։)-։ (х'-б^ ),&-ЖШ))}’ (3-18)

где
о»=(£/(0))-’ (3.19)

и
■ <//.ш(х) = -о։2 (3.20)

где ряд сходится в слабом смысле в пространстве £. Так как ряды 
У и (I— в) о/ е1 (4> О , где 8у = (0 • • ■ 1 • • • 0), / = 1, • • •, п сходятся в у
пространстве Л։ (Л), то ряд в (3.20) сходится в сильном смысле. 
Далее, среднее значение по мере Р}
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и поэтому верна (3.10) и формула (3.20) верна в смысле сходимости 
при почти всех по мере Рг значений х^Х. Тогда почти всюду

_1_
^№/х)=[(2к)*ае1а’) 'Х

Хехр|---- —(о։)-։ х/—</;. </}(х)), (х/—<//,{<} (х)) V* (3.22)
I 2 V

Тем самым проверено условие (3.11) при V = 0), но отсюда следует 
его выполнение и при всех И’ (ср. [1], предложение 3.2).

Сдвиг Р>‘а (х^/х) р.в. Р1 при условии (3.15) имеет условные 
плотности вида

РИх,Д)=Р{- (^ ֊ аи/х- а), х„6 (3.23)

Из формулы (3.3) сдедуёт, что при условии (3.12) разность
Н$‘ и>(ху/х) — МЛ֊ Щ (ху—ау/х — а) не зависит от хи и поэтому

р\л- (ху/х)=р<*- и> (хи - а у/х-а) ху £ (/?’)и, х £ X. (3.24)

Выполнение условия (3.10) для Р^а следует из выполнения этого 
условия для Р/ и из того, что ряд в (3.12) сходится абсолютно.

Тогда из формул (3.23) и (3.24) вытекает, что при условии (3.12) 
поле с р.в. Р/- ° является (л, £/)-гиббсовским. Отсюда следует, что 
поле с р.в. вида (3.16) это р.в. (к, £/)-гл5бсозсхих полей.

Покажем теперь, что условие (3.15) необходимо для существо
вания (Л, £0-гиббсовских полей. Пусть потенциал таков, что интеграл 
в (3.15) расходится. Обозначим через Ь/, у(1), у==1, •••, п диа
гональные элементы матрицы, обратной к матрице (£/(/ — з),з, И|,
т. е. дисперсии случайных величин 5/,/ = Х/,/, задаваемых плотностью 
р.в. (3.8). Положим

<7т(*) = —1л+ <?(*), *€(֊™]’, т=1, 2, ■•, (3.25)ГП
где 1л — это л X л-единичная матрица. Обозначим через р<$՝ ит>плот
ность р.в., задаваемую формулой (3.8), в которой коэффициенты 
У 0 — 0 заменены на 11п О — ։), где и՞1 (0, это коэффициенты 
Фурье функций </т(к), к£ (—пк]’, а через Ь” дисперсии случай
ных величин х/,/, задаваемые плотностями р.в. р^ ит\ Тогда

1нп 67^0)=^. и(0,/еК ие И’,/ = 1,..., Л. (3.26) /7!->оо
Из доказанной части теоремы следует, что

6” и0)~ Ву” (#, <),

где /т (к) = — [д'՞ (Л)]՜՜1, а —_/-ый диагональный элемент матри

цы /т (к), к£ (—к <]».
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Из (3.25) следует (см. [9], § 4.12), что

/7У (*) </7/1 (*),*€(֊ «, «]’. (3.28)

Тогда (см. [1], лемма 4.2) последовательность Ь^у{1) монотонно воз
растает по т и тогда из (3.26) следует, что

у(о>^к(/), «е и, ие р. (3.29)

Для р.в. Р!т из предложения 2.4 вытекает, что

Пт Ь7. V (1)=В?,.А у /7у(А)Л. (3.30)

(-։։)’

Тогда из (3.26), (3.29) и из того, что интеграл в (3.15) расходится, 
следует, что для некоторого у, / = !,•••, п

Пт Ь/,у^) = со- (3.31)

Пусть теперь Р это некоторое (А, £/)-гиббсовское р.в. Тогда из фор
мул (3.11) и (3.8) следует, что при любом V£ И’, ££ V случайная ве- 
личина

?/(х) = аГ(х)+УДх), (3.32)

где (х) = $,(х) - а/ (х) имеет гауссовское р.в. со средним 0 и ко
вариационной матрицей Ь и (0 и слагаемые в (3.32) независимы. Ясно, 
что

р о?/. /1> (6/. и)՛^) > р щ , > (бл у ат, (з.зз)

где Ву. I и {—у-ые компоненты соответственно Ь и и левая 
часть этого неравенства представляет собой константу, не завися
щую от V £ V". Но это противоречит тому, что Р (|;у, < | с) —• 0 при 
с—с**. Это противоречие доказывает необходимость условия (3.15).

Пусть теперь условие (3.15) выполняется.
Предложение 3.1. Любое регулярное^, 1/)-гиббсовское поле 

с р.в. Р является гауссовским ковариационно-стационарным полем 
со спектральной плотностью / (к) и средним значением а? таким, 
что (а^, А (к, 11).

Доказательств о. Пусть 7.р (<р) — характеристический функ
ционал этого поля. Для каждого V £ И’ и каждого х £ X рассмотрим

Хкх(?)= I ехр|։‘2 (<р (0> *։) | Ри' и} (ху/х) бху=
1 I ) •

{Ьу (з, 0«Р (®), <?(#)) + /2 (ф (0. аГ(х)) ,тСФ.
/ей

х^Х, (3.34)

где Ву = {Ьу ({, з), £, 5 £ V} — матрица обратная к матрице 1/у= 
= {(/(/ — з), И} и {а* (х), ££ И} — решения уравнения (3.9). Из
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условия (3.11) (см. [8], 7.4) следует, что при любом ®СФ и почти 
всех по мере Р значений х С X

11m X/, х (<р) — (?)• (3.35)

Из предложения 2.4 имеем
lira Ьv (s, t) = Вр/ (s, (336)
и—

Тогда из (3.34) и (3.35) следует, что для почти всех по мере Р зна 
чений хС X

lira a/v = a{’, t^Z', (3.37)

где ар — некоторые константы.
Покажем, что (ор, t С X') £ A (A, U). Из условия (3.10) следует, 

что ряд в (3.2) сходится с вероятностью 1 относительно меры Р и так 
как из такой сходимости гауссовских величин вытекает их сходимость 
в среднем, то ряды в (3.2) сходятся в среднем по мере Р. Из фор
мулы (2.1) видно, что ряды в (3.12)) сходятся. Из сходимости ряда 
(3.2), условия (3.1) н ковариационно-стационарности поля следует, что

2 \и а ֊ s)| f & (х)։ Р (dx) < S [U (f- s)|| !apl +
/с*’ J

X

-L S |[/ (f- s)| f Pf (x)| P (dx) < ac. (3.38)
'6Z’ J

Формула (3.8) и условие (3.11) позволяют писать для почти всех х£Х

аГ(х) = £Р(Ъ/Вг,Чи), <С К ИС И*. (3.39)
Тогда (см. [12], разд. 2)

J К Wl Р (dx) < Г |Ez(x)U Р (dx), t С И, ИС И’ (3.40) 

X X
и из (3.38) следует, что каждый из рядов

2 U (t—s) av (х), s С X',

где а«=аГ, / С И и а!'=х/, <С^’\У. сходятся в среднем по мере Р 
равномерно относительно И -► ао в смысле сходимости по мере Р, 
при условии (3.37), откуда получим (3.12). Предложение 3.1 дока
зано.

К завершению доказательства теоремы остается добавить, что 
любое (A, U)-гиббсовское поле может быть получено как взвешенное 
интегральное среднее регулярных (А, £/)-гиббсовских полей (см. [101, 
§2).
Институт проблем передачи
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Մ. i. ԱՎԵՏԻՍ ՅԱՆ. Վեկտորական դաօայան դիթսյաս պատանական դաշտեր (ամփոփում)

Դորրոլշինի հոդվածում [1 ] տրված է սկաչյար դաոայան պատահական դաշտերի նկարա
գրությունը դիրս յան պոտենցիալների տերմիններով» Այս հոդվածում ընդհանրացվում են այդ ար
դյունքները վեկտորական դաուսյան դաշտերի համար»

M. H. AVETISYAN. Vector gautslan glbbtlan random field* (summary)

In the Dobrushin’s paper [1J a description of gaussian random fields in terms of 
gibbsian potentials was given for scalar fields. Here we generallize these results to 
the case of vector gaussian random fields.
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