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ИНТЕРПОЛЯЦИЯ С НЕОГРАНИЧЕННЫМИ 
КРАТНОСТЯМИ В КОНЕЧНОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ 

КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ

1. Результаты работ Л. Карлесона [1], Шапиро и Шилдса [2] 
об интерполяции значениями аналитических функций классов Н” и Нр 
в круге многократно обобщались в различных направлениях.

Значительные успехи были достигнуты в решении кратных ин
терполяционных задач. Так, с помощью биортогональных систем 
М. М. Джрбашяна в работах [3—5] было дано полное и эффек
тивное решение интерполяционной задачи с узлами ограниченной крат
ности в классах Нр в круге и полуплоскости, а Г. М. Айрапетян [6] 
и В. И. Васюнин [7] показали, что в случае неограниченных кратно
стей никакая задача интерполяции о идеальным пространством данных 
неразрешима. Однако, если вместо значений функции и ее производ 
ных в качестве данных интерполяции брать ростки аналитических 
функций, то, как было доказано Н. К. Никольским [8], неограничен
ные кратности вполне допустимы.

Структура же интерполяционных множеств в многосвязных об
ластях сравнительно мало изучена. Л. Карлесон и П. Бьерлинг [9] 
сформулировали в терминах функции Грина необходимое и достаточ 
ное условие для разрешимости интерполяции с простыми узлами в 
классе Н" в конечносвязной области, а Стаут [10] доказал, что интер 
поляционная в конечносвязной области последовательность разбивается 
на несколько интерполяционных последовательностей, сгущающихся к 
различным граничным компонентам области.

Настоящая работа посвящена обобщению некоторых результатов 
о кратной интерполяции на случай конечносвязных областей.

Пользуясь случаем, приношу глубокую благодарность Н. А. Ши
рокову за постановку задач и внимание к работе.

2. Пусть D—конечносвязная область комплексной плоскости, ог
раниченная кривыми Г1։••■jEn; Dm—односвязная область, ограничен
ная Гш и содержащая D; Н" (D)—класс Харди ограниченных аналити
ческих в D функций; S = {zp, кр}— последовательность точек области 
D, снабженных кратностями кр > 1; S = S1U ■ • • U 5« — произвольное 
разбиение S на подпоследовательности Sm = {ZmP, кпр}, имеющие 
точки сгущения только на соответствующем контуре Гт; gD(z, t)— 
функция Грина области D с полюсом в точке t.

Основным результатом работы является следующая
Теорема 1. Следующие утверждения равносильны:
1°. Для любого ограниченного по норме набора функции. {/₽) и в 

Н" (D) существует функция (D) такая, что 
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/։«) (г„) = ЛЛ) и₽) (/>>1,0 < к< кр).
2°. Для любой последовательности {М из I существует 

функция / £ Н~ (О) такая, что
/ (*,) =>֊р, М = о (р > 1. К к < Ы-

3°. Существует постоянная М< + 00 и семейство функций 
{/р) из Н“ (О) такие, что |/р|- -С М,

/,М = |!’ р=ч,^м=о (р, 9>1.
10, Р

4°. Существует постоянная С< + ~ такая, что при любом

У кр go (г, г0) ֊< С + зир кр gD (г, ^р)> 
р>1 Р>‘

5°. При любом т для произвольного ограниченною по норме 
набора функций |/р) из Н“ (О/л) существует функция / £ Н” (Вт) 
такая, что

Р* М=№ М (р>1, 0<к<ктр).

6°. При любом т для произвольной последовательности {Ар} 
из 1°° существует функция /£ И"“ (Рт) такая, что

/ Ы =>Р, /<*> (г,яр) = 0 (р > 1, 1 < к<ктр).
7°. При любом т существует постоянная Ст 4՜ со, такая, 

что при всех г £

.2. ктр (я, 2щр') Ст + зир ктр 8& ^2’ ^тр}՛ р>1 т
Доказательство. Равносильность условий 5°,6е и 7“ следует 

из результатов В. И. Васюнина [11] и Н. К. Никольского [8] для еди
ничного круга и конформной инвариантности функции Грина. Даль
нейшее доказательство проведем по схеме 1°=> 2°=> 3°-> 7с‘-> 4а-> 
->7°->1°.

Импликация 1°->2э очевидна.
2° ■=> 3°. Рассмотрим банахово пространство

Л”(В)={/еН“(О):/*)(гр) = 0 (р>1, 1 <*<*,)]

и линейный оператор R, сопоставляющий функции / £ //“ (Б) после
довательность ]/(гр)). Ясно, что 1 и в силу условия 2° R ото
бражает Ня (Б) на всё /°°. Тогда R индуцирует ограниченный взаим
нооднозначный оператор R', отображающий Н“ (В)/Кег R на Г, и по 
следствию из теоремы об открытом отображении (см. [12]) R' имеет 
ограниченный обратный. Отсюда следует, что существует постоянная 
М< + с° такая, что для любой последовательности Х= [Хр] из Г су՜ 
ществует функция /£/7“ (О), для которой /(2р)=Хр при всех р>1 и 

в частности, для каждого р ^-1 найдется функция /р 
£//“(О) такая, что 1/рР^СЛ/.



Иятерп&яцмж с неограниченными кратностями 285

fp (-«) — 1. Р = Ч 
о, рУ=Ч

(р, q>l).

3е—>7°. При каждом т построим контур тт, гомотопный Гт, 
так, чтобы подпоследовательность Sm лежала в двусвязной области 
Кт, ограниченной и Гт, а подпоследовательность Si, при l=f=m— 
вне ее. Рассмотрим конформное отображение области Dm на еди
ничный Круг. ПуСТЬ Cmp = ?« (z/np),

ьтр (С) = • ^^■\ктр, Втр (С)= П Ьтч (С),
\Х«р 1 » ••тр ' р>1

Вт (С) — Bmp (С) bmp (С), bmp (z) = bmp (?т (z)), 

Bmp (z) = Втр (фт (z)), Вп (?) = Вт (,4 т (z)).

Рассмотрим семейство функций fmp^Hs (D) таких, что

I6.pL < М, fmp (zlq ) = R՛ m I !’ P = 4 
l и, m l или p =p q.

Оно существует, так как выполнено условие 3°.
Ясно, что в Н~ (ATm) Bmp'делит fmp, а Ьтр делит fmp — 1. Из 

того, что все нули Вт лежат в области Кт, следует, что

•. = i"f IS՜. «I > О,
откуда

|/mp (Z)-1| = ^(Z)~|I

|6тр(г)| при г^Кт.
В.7Х

Пусть 
{8 ]

Л^От: \brnp (г)1<2(дД1у}-

Ввиду того, что согласно принципу максимума |В^| ет внутри 7,в
△тр лежит в области Кт- Из предыдущей оценки при Д тр9 ПОЛуЧИМ 
ЧТО

±1 8т _2 
2(^4 1) 2՛

откуда |/шр(г)|>^- при г^Ь.тр.

Следовательно

1/тр

тР Ф’ЧКт)

“ ^77 при z 2М
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Это неравенство влечет, в частности, что Дир Л &mq = 0 при p=f=q- 
Действительно, если z £ Ь.тр Л Ат<, то

®т - В<"
jBmp(«)| < (бикД*)!^ 2 + 1) 2ЛГ

• ®т
что противоречит неравенству |ВтР ^1^'2Л/'

Из дизъюнктное™ ^тр следует, очевидно, что при z £ Ьтр
inf |6’/<7 (z)|=|6mp («)!•

Окончательно, при z £ Ьтр имеем

w. и=I«;, wi-i»^ wi > й? <*

Вне U Amp по принципу максимума 
р>1

2 е2
/Вт \Bmp(z) ь„р(г)1 >4Л/(^+1) > 4^+1) Й |6я” «

Р>1

Логарифмируя полученное неравенство и учитывая, что
, 4Л/(М+1)

Amp gVm (Z, Zmp) = — log -------2----- >
Ет

получим, что Sn удовлетворяет условию / с Cm = log ------j.
em

7° -> 4°. Пусть

Л = sup 2 2 ктр gDm {z, Zmp).
։£UTm л>т>1 
л>ш>1

Из неравенств 7° следует, что S„ удовлетворяет условию Бляш
ке. Отсюда по теореме Гарнака, имеем, что А<^ + оо.

Если z не принадлежит ни одной из областей Кп, то, согласно 
принципу максимума, учитывая, что go (z, t)< gom (z, t), имеем

5 ^P go zp)== 2 ktnp go (z, Zmp)
P>1 n>n>\ P>1

< |IS|>։ Som (z> z^p} < Л < Д 4- sup kp gD (z, Zp).

Пусть теперь z^A?m։ при некотором m0. Предположим, что 
SU? кпър gomt (г> z®>«p) реализуется при некотором р^. Из неравенства 

условия 7° следует, что
2 кщар go„ (z> Zm,P) Ст,- 

р>1 т9

Тогда

S ^р go zp) — 2
Р>1 л>т>1

2 ктр gjy (Z, Zmp )
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-4 + Ст, 4- кт^, gD (ж, гт„>,) < А + Ст, -1- вир кр gTt (г, гр). 
р>։

Отсюда 5 удовлетворяет условию 4° при С — А 4֊ шах Ст.
1<и<л

4’->7°. Доказательство вполне аналогично предыдущему пункту, 
если заметить, что есть двусторонняя оценка

1<
(*» 2<»₽) /71

«о (г, гтр)
<Х<4-со, г£Кт.

В случае, когда От есть круг, а Кт — круговое кольцо, оценка 
следует непосредственно из формул для функции Грина круга и кру
гового кольца (см., например, [13]). Случай произвольной области лег՜ 
ко сводится к рассмотренному случаю с помощью конформного ото
бражения.

7°=>1°. Пусть 5т удовлетворяет условию 7°, а N — натураль՜ 
ное число. Расщепим каждый узел интерполяции ятр кратности ктр в 
кщр простых узлов г(тр1, • • •, г{тР11тр столь близких К £тр, что --

— *«/>!< при 1 < г < ктр и для

2 8вт < 2С« +-Р։<2 8втр (-. <?,)•

Положим 2Яр=(г^Вт: 2 ?от (г> 2^г) >2С«}-

Из предыдущего неравенства следует, что &тР П 2т? = 0 при 
р 9, и следовательно, применима теорема Карлесона об интерполя
ции внутри линий уровня, доказанная в работе [4], то есть для любого 
семейства функций £ Н°° (&тр), р>1, такого что 8=зир||0р|//ш,2 . <

Р>1 ~тР‘
<4-оо найдется функция ш £/У“ (Вт), удовлетворяющая условиям

(^г)=шР (р>1, 1<Г<Лтр)
п •* МСи М/у«,(атр) < 8£е т, где Ь и М—числовые константы.
Заметим, что если 5т удовлетворяет этому условию 7° с кон

стантой Ст, то 5т удовлетворяет этому условию с любой констан
той, большей Ст. Увеличивая, если требуется, Ст, мы можем счи
тать все области 2тр лежащими в Кт, Тогда все нули функций Вс (г), 
определенных в доказательстве импликации 3° -> 7°, лежат вне Кт 
при всех I т. Отсюда следует, что функция штр (г)= (П В] (г))՜ 1 

1<1<л 1+т.
принадлежит Н™ (Кт) и тем более штр £ Н°° (2т₽) при всех р.

Применив упомянутую теорему Карлесона к определенным та
ким образом функциям штр, получим функцию кт гР]^Н'а (Вт) такую, 
что

Ля. л,.ед,)=(П<Я в; (^г))֊1, (р > I, К г < ктр). 
1+т
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Тогда функция вт, лг = Ат> „ П* В\ принимает в точках ^зна

чение 1 при всех р и г, а в точках я1р при 1^т обращается в нуль 
кратности 1с1р.

Проделав такую процедуру при всех достаточно больших , мы 
получим ограниченное по норме семейство функций бл, л/, ыбереы из 
него сходящуюся внутри Вя подпоследовательность и обозначим ее 
предел посредством Сп. Легко проверить, что

Ст (гтр)= 1, бЙ’ (гя,)-0 (р>1, 1< к<кпр), 

(Ж = О (/֊э= т, р> 1, 0< А < к1р)

ввиду того, что дополнительные узлы интерполяции гтрг стягива
ются к япр при Л' -► оо.

Теперь, задавшись ограниченным по норме семейством функций 
/тр из № (В), построим функцию /^//^(В) такую, что

/*) (гтр)=^р (гтр) (1 < т < п, р > 1, 0 < Л < А тр).

Для этого, прежде всего, заметим, что вместо ограниченного по нор
ме семейства /тр из № (В) воспользовавшись той же теоремой Кар
лесона можно рассматривать ограниченное по норме семейство функ
ций /щр из /7е (Вт) таких, что

№ ы ==֊ (4Р)Ю ы (1 с т с П, р > 1, ОС к < ктр).

Для него, согласно интерполяционной теореме Н. К. Никольского, 
найдутся функции Ет^Н™ (Вт), 1СтСп такие, что

1'\п (?тР) — (/трУк> (.2тр) (р > 1, О С к С Атр)«

Как легко проверить непосредственным дифференцированием, 
функция / =5 Ат является искомой. 1<т<л

Теорема доказана полностью.
На самом деле мы доказали даже чуть больше, чем требовалось 

в условии теоремы: функции /тр, ростки которых мы интерполируем, 
можно было считать заданными не во всей области В, а лишь в не
которой окрестности &пр точки гтр.

3. Аналогичная теорема верна, если ростки одной и той же функ
ции /р интерполировать не в одной точке хр кратности кр, а на се՜ 
рии точек.

Пусть теперь 5—последовательность серий а каждая серия 
Яр состоит из конечного или счетного множества точек г £ ар кратно
сти к (г). Пусть 5« — последовательность серий атр = ар П Кт, где 

область, ограниченная Гт и произвольной лежащей в В кривой 
7т, гомотопной Гт.

Теорема 2. Следующие утверждения равносильны:
1 . Для произвольного ограниченного по норме набора функций 

{{Р} из Н* (£>) существует функция (В) такая, что
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W=//’ (*). * € Ն (Р > 1, 0 < к < к (г)).
2°. Для любой последовательности {>-р) £ Z® eg шествует функ

ция (D) такая, что
f rk4z) = Q, z^p (Р>1, 1<Л<Л(г)).

3°. Существует постоянная М<Հ 4֊ ос и семейство функций 
\fp\ из Н* (D) такие, что

Ь Ы = 1 n’ Z1 ’С №(2) = °' (Р>1’ 1 < k<k(z)).
I о, z 6 а,

4°. Существует <7<Հ4-°° такое, что при любом С £D

2 2 k (z) go (Լ z) < С 4֊ sup 2 к (z) gD (C, z). 
p>։x6»P p ։ »€»p

5°. При любом m для произвольного ограниченного по норме 
набора функций {/₽} из Hv (Dni) существует քՀՒՐ (Dm) такая, 
что

fik> (։)=№(*)> *t°*P (Р>1> 0<fc<fc (z)).
6°. При любом т для произвольной последовательности 

существует fk.H'՞ (Dm) такая, что
f(z) = ->.p, /™(z) = 0, z\'P (р>1, l<£<fc(z)).

7°. При любом т существует Ст<^4-°° такая, что при всех

2 2 k (z) £d (С, z) < Ст 4- sup 2 к (г) gD (С, z). 
т Р»1 2&тр т

Доказательство теоремы полностью аналогично доказательству 
теоремы 1.

Наконец, стоит отметить, что используя тот же метод, можно 
перенести на случай конечносвязных областей интерполяционные тео
ремы с ограниченными кратностями, используя классическое условие 
Карлесона sup 2 gD (zp, zq) <Հ4՜ 00 • P>1 q+p

Соответственно переносятся на случай конечносвязных областей 
и теоремы об интерполяции в классах Нр.
Ленинградские государственный

педагогический институт
им. А. И. Герцена Поступила 24.VII.1981

U. Ե. ՌՈԻԿՇԻՆ. Անսահմանափակ պստիկություններով ինտերպոյյացիան կոմպլեքս հար
թության վհրչավոր կապանի տիրույթներում (ամփոփում)

Հոդվածում ստացված են արդյունքներ կոմպլեքս հարթության վերջավորկապանի տիրույ
թում անալիտիկ ֆունկցիաների ծիլերի բազմապատիկ ինտերպոլլացիայի վերաբերյալ, ուսում
նասիրված է ինտերպոլյացիոն բազմությունների կաոուցվածքը,

Տ. E. ROOKSHIN. Interpolation with unbounded multiplicities in finitely 
connected domains of complex plane (summary)

Some results on the multiple interpolations of germs of analytic functions in 
finitely connected domains are stated. Th« structure of the interpolating sequence is 
analyzed in detail.
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