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ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ПОЛИНОМОВ 
ДИРИХЛЕ

Работа посвяхцена изучению некоторых экстремальных задач в 
пространствах полиномов Дирихле и Мюнца.

Пусть {е*}] и " — биортогональные системы в гильбертовом 
пространстве Н:

10. 1^}.
Будем говорить, что они порождают друг друга, если элементы 

одной системы принадлежат линейной оболочке другой системы. Лег
ко заметить, что для любой линейно независимой системы сущест
вует единственная порожденная биортогональная система. Следующая 
теорема устанавливает связь между аппроксимационными задачами и 
порожденными биортогональными системами.

Теор’ема. Пусть {е*}^ и {'Р*}-՞ — произвольные биортогональ 
ные системы в гильбертовом пространстве Н.

Для того, чтобы элемент
л

2 (х. ?*) е*
1-1 

минимизировал функционал

1Я
X- ак е»|

*=1

при любом фиксированном х^Н необходимо и достаточно, чтобы 
эти системы порождали друг друга.

Необходимость. Обозначим через Е линейную оболочку 
системы {в*}՞, а через М — ортогональное дополнение пространства Е 
Тогда элемент ф* можно представить в виде

ф» = А4 4՜ £*, А = 1, 2, • • •» п, 
где А* £ Е, М.

В качестве элемента х, фигурирующего в формулировке теоре
мы, возьмем элемент ур, р = \, 2,՛ • •, п. Так как, по условию теоре
мы, элемент

2 (?р. ?*) ел (1)
*-1

минимизирует функционал
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Фг,(в1։ а?,---,а„)=к*-Зв*в‘|’

то элемент (1) представляет собой проекцию £р на подпространство 
Е, и поскольку 8р£.М, то

2 (8р, «Р*)е* = О, р = 1, 2, --.п. (2)
4-1

< Отсюда следует, что все коэффициенты в (2) равны нулю, в частно
сти ^р, ։рр) = 0. Так как (#>,, Ар)=0, то (#/», ?я)։=(?р» 8рУ Таким об
разом, мы получаем (ёР, £р)=0, р=1, 2>"։» п> т* е֊ 8р~ИАИ> что 
то же самое, = Л*, к=1, 2,

Достаточность. Мы должны доказать, что для любого фик* 
сированного элемента х Н элемент

Л
2 (х, ?*) е*
4=1

минимизирует функционал Ф (ах, а^-• ■, ап). Для этого достаточно до- 
, казать, что

(
Л \

х—2 (х, ?*) е*, е, I = 0, / = О, п. 
4=1 /

; Имеем
/ Л \ Л

I 2 (х, ?*) ел, е/ =2 (х, <р*)(е*, е>) = 
\*=1 ) 4—։
Л / л \

= 2 (х, (ел е*) фл) — | х, 2 (е/, ел) ф* • (3)
*-1 \ *-1 )

С другой стороны, векторы <?л, А = 1, 2,---, п, принадлежат линей
ной оболочке системы (ел]՞. Кроме того, биортогональные системы 
линейно независимы. Поэтому элемент еу, у = 1, 2,---։ п, представ
ляет собой линейную комбинацию векторов ?!,•■•, <Рл:

Л
^ = 2 “*/?>*» у=1,---, п. (4)

Так как системы (еА)՞ и (<Р*)1 биортогональны, то akյ■=(.ej, ек), Под 
ставлвя полученные значения коэффициентов а^. в (4), получим

Л
е/=Е Ч’ «*)»*•

Учитывая полученное разложение вектора е,, равенство (3) можно" 
написать в виде

(
я \
2 (х, ?*) ек, еу в(ж, еЛ.
4=1 )

Отсюда следует утверждение теоремы.
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В § 1 строятся в явном виде порожденные биортогональные сис
темы для конечных систем Дирихле и Мюнца. Отметим, что для 
таких систем биортогональные системы в неявном виде впервые были 
построены Л. Шварцем [1] в случае простых нулей произведения 
Бляшке и М. М. Джрбашяном [4, 5]—в случае нулей произвольной 
кратности.

Исходя из построенных биортогональных систем приводятся ин
тегральные представления ортопроекторов на подпространства, по
рожденные рассматриваемыми системами. Затем, используя получен
ное интегральное представление ортопроектора, дается конструктив
ное доказательство одной теоремы Ньюмана [5], относящейся к ско
рости приближения дифференцируемых функций полиномами Мюнца 
в пространстве £։ (0, 1).

В § 2, используя построенный аппарат, доказываются экстре
мальные оценки для полиномов и производных полиномов по рассмот
ренным в § 1 системам. Последние оценки представляют собой ана
логи классических неравенств Маркова, Бернштейна и Шмидта [2].

§ 1. Построение порожденных биортогональных систем

1.1. Пусть Хц Х։> • • •, Х„— конечная последовательность различ
ных между собой комплексных чисел, лежащих в правой полуплоско
сти. Рассмотрим конечную систему Дирихле

(1.1) 
в пространстве (0, <») со скалярным произведением

(Л = У

Чтобы построить в явном виде порожденную системой (1.1) би- 
ортогональную систему, ‘нам [необходимо разложить произведение 
Бляшке

1Г(Х) = п 
к-1 х + х* 

на простейшие дроби.
Лемма 1. Имеет место разложение

_________ 1__________(12)
Х֊Х* Д >'(М(^ + Хот)(Х + Хт)

Доказательство. Рассмотрим рациональную функцию

R (И) -- -------------------------— >^(н)(р + х*)(и+Х)
где X зафиксировано и отлично от чисел X*, к = 1, 2,и. Функция 
Я(н) всюду регулярна, кроме точек Ху Х„, — X, а в этих точках 
имеет простой полюс. Кроме того,

Л(р) = О(р՜2), при р-*оо.
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Следовательно, сумма вычетов рациональной функции ^(н) относи
тельно всех ее конечных особенностей —X, Равна нулю

------- =Д— ------- 4- У-------------------------------------гГ~0, <13)
ВГ(_ Х) (_Х + X*) № (Хп) (Хи 4- 4֊ к)

С другой стороны, заметим, что

----—= №^0). О-4)
*(֊>•)

Переходя в (1.3) к сопряженным и учитывая (1.4), получим разложе
ние (1.2).

Введем теперь обозначение

Из леммы 1 следует интегральное представление

Л(Х)= [ Г֊А_ V ___5^------- | е֊^х. (1.6)7 0 3 [ 1Г'(Ч Д 1Г(Хт)()т4-Ч ]

Обозначим 
1 п *

?ь(х) = = —У--------- -----------4 = 1, 2, --,п. (1.7)
1Г(Хт)(хя4- м

Так как функции (X) обладают интерполяционными свойствами 

то из (1.6) следует
Лемма 2. Системы функций

(е-Х*х)? и (<?а(х))7

биортогональвы в пространстве £։ (0, <х>) и порождают друг друга.
1.2. Рассмотрим теперь более общую систему

{е“1< хп*՜1 е՜^-։, ’ (1.8)

где , \р — различные между собой комплексные числа, лежащие 
в правой полуплоскости, а т1։ •••, тр— произвольные натуральные 
числа.

Введем обозначения

Й7(Х)=П(Л^֊) ’ (1.9)
fc=i ՝ X 4՜ X* ՛

у i lCe^flf е՜՝1 tT, )*’ = 2к/ J W (X) 12^ J JF(Q('-|֊Xj •} (1 •10)
г г

где Г замкнутый контур, лежащий в правой полуплоскости и охва
тывающий все корни функции IF(X). Заметим, что в случае простых 
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корней функции ТГ(Х), применяя теорему о вычетах, функцию К (г, /) 
можно представить в виде двойной суммы

р е->‘։ в՜*"*К (г, /)= V ---------- -------=----- (1.10')
Л-1 ^'(М «пимк.)

В дальнейшем мы неоднократно будем пользоваться следующим свой
ством интегралов вида (1.10):

К (г, г). (1.10')
В случае простых корней функции (X) это свойство непосред

ственно следует из (1.10՜)» а случай кратных корней сводится к [это
му случаю, поскольку функция К {г, I) непрерывно зависит от корней 
функции й^(X), когда они изменяются внутри контура Г.

Лемма 3. Для любого полинома Дирихле. Р(х), образованного 
по системе (1.8), имеет место интегральное представление

Р(г)=\к(г, /)Р«)Л (^С). (1.11)

о
Так как рассматриваемый оператор линеен, то достаточно дока

зать лемму для одночленов вида
/>(/)=/'в՜**',

Имеем

=֊{ ֊^)^ у (1Л2)

О г . г
Заметим, что при фиксированном Х£Г рациональная функция

Л (С) = Й?(С) (С + Г) (С + Х*)‘+։ ’

как функция от С, вне контура Г имеет единственный и притом про
стой полюс в точке С = — X. Кроме того, при С-» оо, R (С) имеет по
рядок О (С՜2).

Следовательно, согласно теореме о вычетах, получим

— С/? (С) Л = - Яез (/? (С), — X) =------------ =-Д------ =-г-1 •
2кг 3 К 1Г(-X) (Х*-Х)х+1

г
Подставляя полученное значение интеграла в (1.12) и учитывая тож
дество Й^(Х) 1^(—Х) = 1, имеем

Лемма доказана.-
Приступим теперь к построению порожденной системой (1.8) 

биортогональной системы. Для этого отметим сперва, что если функ-
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ции в1(х), в|(х),•••, е„(х) образуют линейно независимую систему в 
пространстве А» (О, со), а система (х), «р։(х),. ”, ^«(х), °°)
такая, что для функций еп(х), т = 1, 2,.”, п, имеет место равенство 

ея(х) = Ц2 е*(х)^Й0^е«(0Л. <113>

о ' 1
то эти системы биортогональны. Поэтому остается представить ядро 
К(х, б) в виде

2 с к (*)<Р*(0> 
к=\

где роль системы {е* (х)}'вып.лняет система (1.8). Чтобы найти коэф
фициенты при ел(х), функцию К (х, 0 представим в виде

К{х, о= (1.14)
2п/ 3 № (X) 12к։ 3 1Г (С) (С +1) I

где с* — окружность с центром в точке X*, не охватывающая корней 
функции ГГ(Х), отличных от X*.

Вместо функции е-кг, подставив ее разложение
е֊хг = е֊^ “ (-1У (к _ Хл)/ 

у-0 /'

получим

е-ккХтк-1 
ЙЧХ)

(-1)' е~-‘

Отсюда следует, что коэффициент при х3 е будет

(0 = (-1Г 1 Г (х-ХдГ г 1 г
51 2~г и П^(Х) 12^.1 ^(О(С + Х)[ 

ек Г

(1.15)

Рассуждая так же, как и при выводе формулы (1.15), мы убе
димся, что функции ЧчД£) принадлежат линейной оболочке системы 
(1.8).

Таким образом, доказана
Лемма 2*. Системы функций

{х*е“х**) и (<р*,(х)ь к = 1, 2,-..։ р; 5=0, I,-.., пи—1, 
биортогональны в пространстве Ьг (0, оо) и порождают друг дру~ 
га. При этом имеет место равенство

2 х3 е Хи<р*л(<) =/Г(х, /).
4, з

Комбинируя эту лемму с доказанной во введении теоремой, по 
лучаем следующий результат.
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Теорема 1. В пространстве £։(0, оо) ортопроектор Р на 
подпространство, порожденное системой. (1.8), представляется в 
виде

(р/)М=у^(х, 0/(0Л. 

о
1.3. Рассмотрим теперь конечную систему Мюнца в простран

стве £։(0, 1):

(хи*}*=։, Ее (1.16)

где !*!,•••, Ни — различные между собой комплексные числа. Чтобы 
построить порожденную биортогональную систему, мы воспользуемся 
следующим фактом:

Взаимно однозначное соответствие между пространствами (0,1) 
и X. (О, со), задаваемое формулой

/(0=Г(е-,)е-"2, (1.17)

является изоморфизмом этих пространств.
Так как с помощью преобразования (1.17) система функций (1.16) 

переходит в систему

то согласно лемме 2, для системы (1.16), порожденной биортогональ- 
ной системой будет система функций

--Ч» п
(Х)=^(хя)(х*+хт)’ (1Л8)

где произведение Бляшке Ж (X) образуется для последовательности
Х* = |х*4—у» к — 1, 2, п. 

•
В случае кратных корней функции П? (X) система (1.16) заменяет

ся системой

|.г*. х^бп— V--, 1Г . (1.19)
I \ X / \ X /

С помощью преобразования (1.17) эта система переходит в систему

Следовательно, согласно лемме 2*, порожденной (1.19) биортогональ- 
ной системой будет система функций

(ж) = ж-ГС _(х~ |
$! 2*7՜ 3 (С) 12л։ и ГГ (X) (С + X) /

г с*
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Перефразируем теорему 1 для системы (1.19). 
Теорема 1'. В пространстве 1) ортопроектор на

подпространство, порожденное системой (1-19), представляется в 
виде 

1

(РР) (х) = Кх(х, 6 ЕЮ Л, (!-20)
О 

где __________ ________

(х, 0 = (х#) 2я. ^(к), 2г. ] ^С) (, + к) |
I Г

(1 \ т*
>• I1* 2՜ I

----- - ------г ’X 4-1*4 4֊ — /

Г — замкнутый контур, лежащий в правой полуплоскости и охва
тывающий все корни функции Ж(/.)

В качестве приложения теоремы V приведем конструктивное до
казательство одной теоремы Ньюмана [3].

Нам понадобится следующая ___ ______
Лемма 4. Преобразование Меллина разности Е(х) (РР)(х) ֊

можно представить в виде

^[/■(х)-(Л'/-) (х)1 х ^</х = — 

о Г
где 

Г ------- 1 :՜ Т
Г (С) = I А (х) х йх, 

о
а X находится внутри контура Г. 

Доказательств о. Подставляя выражение (РЕ}(х) из (1.20) 
и изменив порядок интегрирования, получим

Применяя теорему о вычетах, имеем

1Г(-С) (֊с + ).) Г(- X) (-X + С)
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Изменив в последнем интеграле порядок интегрирования, получим 
утверждение леммы.

Теорема (Ньюман [3]). Рассмотрим, систему (1.19) при усло
вии |\ = 0. Если 1) абсолютно непрерывна и |/''|-С1, то

1 р
֊Г1 П

. 1 \ т-Ф—Н*+ ֊2՜)

+ Р* + ֊

где РЕ— проекция функции Г на подпространство, порожденное 
системой (1.19).

Доказательство. Так как преобразование Меллина

о

представляет собой изоморфизм пространств Аа(0, 1) и Нг в правой 
полуплоскости (см., например, [6], глава I), то имеем

<!=¥֊ РЦи = | [?(х)-(РЛ)(х)]х" 2 бх\„г.

и

Применяя лемму 4 и учитывая равенство 1й^(Х)| = 1, при ИеХ—. О, 
получим

1 Г ?(С)</С 
2«г] 1^(С) (С-X) 

г
С другой стороны, имеем

(1.21) 
№

с =

1 1 X
с1а = У Г(х) [Г(х)-(Р/:)(х)Нх=р (х) [/= (0 ֊ (РР) (0] Л-

О 0 Р

1Л(х)-(Р/)(х)]х_1 I
2 V и
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Применяя лемму 4, получим

_ цу(1 + 1) р<

1Г(> ֊ + п 1 р Г(С)</С 
2к/ I 1Г(Г.) С->)

к

(1.22)

Здесь мы воспользовались тем фактом, что если то
ИЛ (у)1£,=1/(х + '»V х > 0>

— убывающая функция.
Утверждение теоремы следует из (1.21) и (1;22).

§ 2. Экстремальные оценки

■ В этом параграфе, используя построенный аппарат, мы получим 
экстремальные оценки для полиномов Дирихле и Мюнца. Сначала 
докажем вспомогательное предложение.

Лемма 5. Пусть разложение функции

-А_ = П^
в ряд Лорана в окрестности бесконечно удаленной точки будет 

_5__։ + + Э.+..._
Г ( Л) X X» X»

Тогда

“1=2 (X* + М»
1с—I

1 Г р — I3 1 Г р _ ] г ₽ „ — „ I 9 р
“։= Т՜ 2 0* + М + ~ 2 (X* + >•*) 2 (X* — 1*) +— 2 Ие 

° 1 *—։ -1 2 Ь *-1 -Н *=1 1 а *-1
(В этой лемме некоторые из чисел X* могут и совпадать).

Для доказательства леммы введем функцию

ЛХ) = —Ц- 
w(- 

\ х
и найдем первые коэффициенты разложения функции Г(X) в ряд Тей
лора в окрестности точки нуль.

Д 1 ~Ь ).
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Имеем

= Р (X) V------- /՜*՜1՜'՜*--------

Введем обозначение

£(/)= 41_____ -՛* ~*7 ** —— .
*5(1-м(1+**м

Очевидно, справедливы соотношения
Г'(Х) = ?(Х)5(Х),
/:’(Х) = /(Х)[5«(Х) +У (>•)],
Р'" (X) = Р(Х)[5» (X) 4- 3 5(Х) У (X) + 5" (X)].

Следовательно
Г'(0) = 5(0),
Р"(0) = 3։(0) + 3'(0),

/"'(0) = 33(0) + 33(0)3'(0) + 5"(0). (2.1) ‘
Вычислим 3'(0) и 5"(0). Для этого заметим, что сумму 5(Х) ‘ 

можно представить в виде

эд = З-М-гЧ -ттгт| - ЗтЁМ'-’-1*4']“к-1 А I 1 — '•*?. 1 +?* '• I *_1 л у=о I 1

= £ {2Р4+։-(-М/+։]р<

7-оI*-։
Отсюда получим

3(0) = 2 (X* + г*), 5' (0) = 2(Х^ - Х։4), 
4-1 к-1

5"(0)=2 2^+х2).
4-1

Подставляя полученные выражения в (2.1), получим утверждение 
леммы.

Рассмотрим в пространстве 2^(0, оо) обобщенные полиномы Ди
рихле, образованные по системе (1.8)

Р(х) =
Р тк~1 .

з 3 «,ж‘«
4-1 т-0

Семейство этих полиномов будем обозначать через Е.
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Теорема 2. Имеют место равенства

а) шах 1^ (х, х)՜»

где г — произвольное комплексное число. При этом равенство до
стигается для полинома

тах |Р(01 ______
(в) тах ------- =У К (х, х), 0 х < “>,

|Р|

где равенство достигается для полинома

рхЦ) = К(х, I),

тах |Р (01 , / ? _ ,
(с) тах --------  = V 2 2 т* 1?е л* ,

Р&Е {РЦ *-1

причем равенство достигается для полинома 

где Г — замкнутый контур, лежащий в правой полуплоскости и 
охватывающий все корни функции № (л).

Доказательство. По лемме 3 имеем
гс

Р (0 --= Г К (г, /) Р (0 Л, (2.2)

о

причем К (г, /) при любом фиксированном г, представляет собой обоб
щенный полином Дирихле, образованный по системе (1.8). Применяя 
неравенство Буняковского, получим

' . |Р(х)|<|К(х, ОМРГ, . (2.3)

где при фиксированном г равенство достигается для сообщенного по
линома Дирихле Р, ({) = К (г, Т).

Подставляя этот полином в (2.2), получим

теТ) = К(я,

или, что то же самое, IX (г, £)| = \/ К (л, г).
Вводя полученное значение нормы ядра К (к, в неравенстве 

(2.3), получим утверждение а).
Для доказательства утверждения в) достаточно заметить, что 

функция К (х, х) монотонно убывает на вещественной оси. Действи
тельно (см. (1.10))
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следовательно,

Для доказательства утверждения с) заметим (см. (1.10՞)), что

К(0, 0) = 1 Г <//■ | 1 Г___ <Г.___
2-/3 тг(м12-/,' 1Г(:)(:+к)

х Г

(2.4)

е~:<
1ЙС)

г г
Из утверждения в) и из (2.4) следует, что для доказательства 

с) достаточно проверить равенства

= 1 - 1^0-).

1 (* ,л рГ-\-^—=2 V тк ИеХ*. (2.5)

Первое из этих соотношений непосредственно следует из теоре
мы о вычетах, а второе—из леммы 5 и теоремы о вычетах.

Теорема 3. Справедливы следующие соотношения՝.

а) шах -^-7"՜- = Г ф (*) ’
р^е ср։

где

Ф(г) = «7(С)(С+>)
А

г—произвольное комплексное число. Причем равенство в точке г 
достигается для полинома Р (/)= (г, <) .

в)
шах |Р' (<)| Х</<"

тах ------ 75՜------Р£Е ||"Л

где максимум достигается для полинома Р (I)— К'л (х, <)•

тах \Р' (0| 
с) тах -———----------=

Рее |Р| V (
2 тк Ие X*

। р н/а
—2£ пиКе X® .

При этом максимум достигается для полинома

2к/
(5—С) е֊* 

№ (С)
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где
р

5=2 2 тк Не X*.

1/2

а) тк Не X» 3 5 тк Не X* .
вп тах ——■ 

Р£Е ЦРЦ

р \2
2 т* Не X* I
*—1 /

2^ИеХ2
*-1

։/։
3

2

(Оценку, подобную оценке <1), в случае = X, —------ Х„— уста

новил Шмидт [2]).
Доказательство. В интегральном представлении (1.11) диф

ференцированием под знаком интеграла получим

Р' (х) = К՝г (г, 1) Р (О Л, (2.6)
о

причем К'х (г, при любом фиксированном 2 представляет собой обоб
щенный полином Дирихле, образованный по системе (1.8). Применяя 
неравенство Буняковского, получим

|Р' (^|<1^(-> ОМД (2-7)

где при фиксированном г равенство достигается для обобщенного по
линома Дирихле — (г, <) .

Подставляя этот полином в (2.6), получим

Ф(я) = ^(л, ОГ-
Подставляя полученное значение нормы в (2.7), 

ждение а).
Утверждение в) следует из того, что

получим утвер-

Ф' (х) = -

Для доказательства утверждения с) нам нужно проверить равен
ства

Ф (0)_2_р'МХС_ й . I _
2п .1 1Г().) 12« 3 17(С)(С+).) /

г г

2
3

р \з р
2 2 тк Ые ХА • — 22 тк Не X®

*=| 7 *-։

=5-г+_^.
Г(Х)(Х+С) 1Г(-С)

(2.8)

(2.9)
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Из леммы 5 следует, что в окрестности бесконечно удаленной 
точки имеет место разложение

^(40+9

е~иЛ
ТО *

где а։ = 5 = 2 2 тпд Ее Хд. Равенство (2.9) непосредственно следует 
*-։

из этого разложения и из теоремы о вычетах. Подставляя значение 
интеграла (2.9) в (2.8) и еще раз применяя лемму 5, получим требуе
мый результат.

В утверждении (1) оценка снизу достигается для полинома

^(0 = ֊т2п/

Действительно, имеем
00 _________ _____________________________

рр = р (0 р (0 л = ^7 {7՜] гг(Х)(Х֊(-Р} ■
о ՝г г

Согласно (2.5), получим

= 2 2 пи Ее Х4.
*֊=!

Для производной имеем

(2.10)

I Л2 = 2яг иг г
Согласно (2.8)

ВРТ = ֊֊
р \3 р

2 2 т. Ее )•* | —22 гпр Ее •
*=1 / *-1

Разделив полученное выражение на [|Р{2 и учитывая (2.10), получим՛ 
требуемый результат.

Чтобы установить оценку сверху в утверждении <1), перепишем 
утверждение а) в виде

2 < 1 ГХе-^ЛМ 1 Г X е֊^ 1
2тч 3 Ж (X) (214 ] 1Г(С)(С+Х) 1 

г г
Интегрируя написанное неравенство в промежутке (0, со) и изме

няя порядок интегрирования, получим

/ И3,
где

2-496

(2.10')
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Учитывая тождество

имеем
/__ 1 С ■ 1 С 'Ж /г у^г,_ _

7 1Г(л) 2к/]Г().)'
г г

— _1_Г2^_____;.1Г' (л).
2т.1 I 1Г/(л) 2^,) 1Р(Х)

1- Г

Применяя лемму 5, имеем
р ( р \г р

/ = а2 — ть 1-1 = 2 I £ т» Ее )■* I — т* Ее >;.
*-1 1 .' *->

Подставляя полученное значение интеграла в(2.10'), придем к оценке 
сверху в утверждении с1).

Соответствующие теоремы для систем Мюнца доказываются со
вершенно аналогично, поэтому мы их приведем без доказательства. В 
этом случае роль леммы 3 выполняет теорема Г, так что мы будем 
пользоваться обозначениями (1.20).

Рассмотрим в пространстве А։ (0, 1) обобщенные полиномы 
Мюнца, образованные по системе (1.19):

р / 1 \'
Р(х)=2 3 ак, х**(1п—) •

*=1 5С-0 - х '

Семейство этих полиномов обозначим через Ех.
Теорема 2'. Имеют место равенства

а) |Р(г)| шах ------
я&г. ЕЛ 1'Х (г, г) •

где г - произвольная точка на римановой поверхности логарифми
ческой функции.

тах V ։ |Р(01

с) тах
РЬЕ՝

тах 0</<1 2 5 т* Ее -^Л1 Л 
*-х \ /\1р|
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где

Теорема 3'. Справедливы следующие соотношения՝.

а) л,.,™ 
рн՝ |Р|

”1 <«)’„— 
2-1

\ 2,
1Г(А)

մ֊3՛2 (С
1 Г \ 2)

2к/ յ 1Г(С)(С4-Г)
Ժ).,

г — произвольная точка на римановой поверхности логарифмичес
кой функции.

в)

с)

тах £3/2 |Р' (/)| ь<г<* 1тах--------------------  = у
Рее, 8Л

тах /ЗЛ |/>' (,)| 
0</<1 1тах -------------------- = -—<1

реЕ, ||Л У 3 |\

-V пиЕеХЗ—— տ(տ~֊ 
՝ 2 \ 2,

V тк Ее X*

1/2

8

х* = թ* + ֊; Տ = 2 2 тк Ее X*.

а) 2 т* ЕеХА
3 \*~ւ )

2 т» Ее X3
1
3 р

2 тп* Ее X* А-1

։/г

4 р 2

•С таХ
’ Р \2 Р
2 тк Ее ** I — 2 тк Ее X2 —

Л*= ։ /

где сценка снизу имеет место для полинома

Отметим, что и в последних теоремах можно указать экстре
мальные полиномы.
Ереванский государственный 
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Ч. Ь- ՄՈՒՍՈՅԱՆ. Դիրիիյլեի թազմա&ղամ&երի էքաորեմա} ճաակություքւ&եր (ամփոփում)

ր^իրիխլեի և Մյոէնցի համակարգհրի համար կառուցվում են ձնված երկօրթոգոՆալ համա- 
կարպեր։ Բացահայտվում է նշված համակարգերի կապը մոտարկման խնդիրների հետ։ Բեր-
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վոսէ է դիֆերենցեի ֆունկցիաները Մյունցի րադմանդամներով մոտարկման վերարերյայ Նյոլ- 
■մանի թեորեմի մի նոր կոնստրուկտիվ ապացույց։

Այնուհետև, օգտացորէեւով կառուցված ապարատր ապացուցվում են դա աղա դ ա 
տականներ Դիրիխյեի և Մյունցի րազմանդամների ու նրանց ածանցյալների վերարերյար Վեր. 
յիններր հանդիսանում են Մարկովի, Բեոնշտայնի և Շմիդտի դասական դնահատականների անա. 
յոդներր։

V. Koh. MUSOIAN. Extremal propertie» of Dirichlet polynomial» (summary)

For finite systems of Dirichlet and Muntz the biorthogonal generated systems 
-are constructed and the connection of mentioned systems with approximation pro ems 
is revealed. A constructive proof of Newman's theorem on approxlmatmn of differen- 
-tiahle functions by Muntz polynomials is given. _

Then, using the constructed apparatus various estimates concerning the Dirichlet 
and Muntz polynomials and their derivatives are proved. Those are the analogues of 
the classical estimates of Markov, Bernstein and Schmidt.
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