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ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ФУРЬЕ

Введение

1°. Пусть последовательность комплексных чисел (г*)Г (0<^|z*|<^l) 
удовлетворяет условию

СО
S (1-ЫХ + оо
1-1

и
. 5(г) = П-1֊^ (И<1)

*-1« 1-« Г

—произведение Бляшке с нулями на {2*}Г.
Как известно, функция В (г) удовлетворяет следующему пре

дельно му соотношении:
։<

lim (log |В (re,s)| = 0.
г-i—o J

и

А. Зигмундом была поставлена такая задача: какой должна быть 
последовательность {г>}“, чтобы интегралы

1к
/(/•)=֊ Г [1ог |В (ге'»)|]’</&

2* յ и
были ограничены при г -* 1—0.

Л. А. Рубел и Г. Р. Маклейн решили эту задачу в работе [1] 
методом рядов' Фурье (см. [2], [3]).

Ими доказано, например, что для ограниченности функции I (г) 
достаточно, чтобы считающая функция п (г) последовательности 
удовлетворяла условию

п (г)= О (- * Л при г -+ 1— 0,
\И 1— г/

и что это условие также необходимо в специальном случае, когда 
{г*)Г лежит на конечном числе лучей, выходящих из начала координат.

В работе автора [5] была решена аналогичная задача для про
изведений Вл (г) Бляшке — М. М. Джрбашяна (см. [4], гл. IX). Эти
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произведения равномерно и абсолютно сходятся в круге {г: при
условии сходимости

СО
3 (1-|**0։+,< + °° (-1 <«<+«)
*—1

и совпадают с произведением Бляшке В (г) в специальном случае а=0֊
2°. Пусть теперь последовательность комплексных чисел {г*}? ле

жит в полуплоскости (7(+) = 1т г }>0} и удовлетворяет условию

Тогда бесконечное произведение типа Бляшке, введенное Р. Не- 
ванлинной

В(г)=П^—(ZÇG‘+»)
*_։1—г/г*

сходится в полуплоскости G(+}, определяя там аналитическую функ
цию В (г) с нулями на последовательности точек (г*)“, с соответ
ствующими кратностями.

Заметим, что при отображении w — г՜1 (w* = zû ), переводящем 
верхнюю полуплоскость в нижнюю: G(՜’=|ш: Im w < 0|, вместо В (г) 
мы должны рассматривать произведение

«о (*°) = П ------ =-~ (w € ^<-)) П)
4_։W —W*

с нулями {ш*)Гс: G(~\ Для сходимости этого произведения, очевидно, 
достаточно выполнение условия

2 |Im ш*|< + со. (2)
1-1

А. М. Джрбашян в работе [6] построил бесконечное произведе
ние (ш) типа Бляшке—Р. Неванлинны, которое сходится в нижней 
полуплоскости G՝_), когда последовательность его нулей (wij ։в=[щ-г 
+ ivk|Г (и/, < 0) взамен (2) удовлетворяет условию вида

2 |Im wt[1+։ <+оо (— 1 < а <С + °°)- (3)
Л-1

Функция (ш) совпадает с %0 (ш) при а = 0.
Эти произведения имеют следующий вид:

ОО
(w) = П Ьа (w; w*), (4)

*-1 

где

Ьл (w; wt)= ехр< — I J-------------------------- 1-1 J I
о
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4------------------------- I т։ d' I (— 1 < а. < + со),
[г (w — то*) — "]1+* J I

(5)

Ряд важных свойств функции я« (то) описывается посредством опера 
тора интегро-дифференцирования того же порядка а ( 1<^а<^4-°о) 
в смысле Г. Вейля.

Пусть / (то) =/(и 4֊ ю) — произвольная функция, определенная 
почти всюду в области {то: 1т то 0}. Оператор В^՜* формально оп
ределяется таким образом:

V
1₽— / (и {- /о)= —֊— [ (V—О*՜1 / («+ *0 (° <“ < + °°), (6)

Г («) 3 — «■
1Г°/(и + ю) =/(и+ ю), (7)

1Г- / (и + IV) = «> / (и + го)(—1 < а < 0), (8)/7м» ' '

где Г (а)—гамма функция Эйлера.
Нам понадобятся следующие результаты, установленные в рабо

те А. М. Джрбашяна [6] и в его кандидатской диссертация [7J.
1. При любом а ( — 1 <«< 4՜ оо) функция W~* log |я։ (w)| не

прерывна в полуплоскости с проколами <7(~'\{то*}”.
2. При любых а (—1<а<4֊оо) и то £ [mi, то*] справедливо 

представление
1®*|

1^՜“ log |6« (то; то*)|= Re _ 1 f (l^*|—И)— j, (9j
Г (1+®) J t—i (то — и*)

-1®*|

3. При любых а (0-С« < 4՜ оо) и то £ Gl~>

а) lT-alog |6« (то; то*)| < 0, (10)

б) 1^-*1ог|««(то)|<0. (11)
4. При любых a (—1 а + со) и V (— со о<0)
а) lim IF՜“U -* <" log |6« (и 4- iv; то*)| = 0, (12)

б) lim IT֊’Ц-*оо log |я« (ы + й»)| = 0. (13)

5. При любом а (— 1 ՝\а<х+00) справедлива оценка

sup 
— ~< V

+ л 00
21 w-՝ logrj ь.

<0 J *-1— м
. (u + iv; то*)| | du С -

Г (24-|

оэ
а)2 Ы։+в- (14)

6. При любом «(—1<а<+сю) справедливо предельное соот՛
ношение
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lim I | logi я, (а 4֊ i«)l I du = 0. (15)
г——0 J

—- •*
3°. В § 1 настоящей статьи установлены формулы для преобра

зования Фурье 'функции W~* log |я« (а 4՜ zv)| (— со u 4֊ аэ) при 
любом и(—co<^v\0) (теорема 1).

В § 2 решается задача об ограниченности функции
+ »

Л (и) = j [IF՜* log |я» (и 4֊ /v)|]։ du

при V — — 0.
Сначала приводится представление функции Л (о) через преобра

зования Фурье функции IF՜* log |я։ (и 4՜ й>)| (— °° •< 4՜ °°) (теоре
ма 2). Затем, в теореме 3 найдено простое достаточное условие ог
раниченности /а (и) при V —• — 0. А в теореме 4 установлено, что это 
условие также необходимо в специальном случае, когда последова
тельность |и>»)Г лежит на конечном числе вертикальных полупрямых 
в нижней полуплоскости.

В заключение выражаю благодарность М. М. Джрбашяну за по
становку задачи и руководство.

§ 1. Об одном преобразовании Фурье

Положив Wk — ut -\-ivk, вычислим значение интеграла Фурье

СЮ (х, v) = Je-^IF՜* log |6» (и 4՜ iv, w*)| du (t.l)

— so

(—oo<^x<^4-°°> —00 <C v <C 0, —i<Ca<C + °°)-
В силу представления (9) имеем

2<«)(х, v)=------- - ---- С (Ы-Ы)*</т f (т + °)е ----- du.
Г(14-а) J J (*4-*>) 4-(м — «*)

-Ю* f —

Отсюда в силу формулы (см. [8], стр. 323, № 8)
4-00

С е~,хи к
—--du=—e֊la'l (а=/=0),

J и2 4- а2 |а|— W
получим

2^>(х, v) = *.*—.■ I (1«*|— 14)“ e-|x('+v>f sign (t4- v) d՜. (1.2)
Г.(14֊а) J

-|o*l

Теперь в силу формулы (1.2), оценки (14) и теоремы Фубини 
справедлива следующая теорема.
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Теорема 1. Пусть последовательность точек |w*}i = (и* 4՜
4՜ /«*)“ g G(~) удовлетворяет условию

2 |«*|1+։<+°° (1-3)
Л-1

при некотором а(—1 <в<^4՜ °°). Тогда для любого v ( со <t><^0) 
преобразование Фурье

Q^(x,v)=—r— ( е~,хи IT՜“ log |я« (и 4՜ й»)| du (—со<х<4֊ос) (1.4)
-- ОО

существует и определяется по формуле

1/97 ш Р
Q- (х> «) = 3 е~'и*Х (l^l-N)’ е-и(,+о)| sign (т-bv) «ft. (1.5)

2Г(1+«)"։ J

Отметим два следствия из этой теоремы.
Следствие 1. Пусть выполнено условие (1.3) при а =0. Тог

да для любого v (— ос <jy<3)) справедливы формулы
+-

20 (х, v) = f e~lxu log |я0 (и + iv)| du = 
у 2.« J

= /2kJ-^ 2 e '“*Sh(lx|^) + 
1 |x| o*>o (1.6)

+ shJkJ?) e֊'«*x+ix>+ ea4lP-i e-z«Ari(x^0)>
lxl vk<v 2 W °*-0 >

20 (0, P) E= ■ L. C log |я0 (и 4- ю)| du=y2nf 2 Vk + v 2 11 • 
v j l I

(1.7)
Формулы (1.6) и (1.7) следуют из формул (1.4) и (1.5), если по

ложить в них а = 0.
Следствие 2. Пусть при некотором а(—1<^а<^4՜00) 

выполнено условие (1.3). Тогда для любого и (- co<w<0)

2« (0, v)= —— Г w՜’ log |я. (и 4- zu)| du = 
v J

=~П^)1^^|։+*+,£ [l«*l1+B-(lv*Hvl)1+’]. (1.8)

Формула (1.8) следует из формул (14) и (1.5), если положить в 
них х = 0.
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§ 2. О росте произведения я, (ю)

2.1. Пусть последовательность {»*}Г = (и*4-*«*)Гс й'<_> удовлет
(1.3).воряет условию

Теорема 2.1°. Если-----
2

и справедливо равенство

л (2-1)

2_
2’ V <0)

1о£ |«а (и + IV )| £ (— то, 4֊ то)

и выполняется равенство (2.1).
Доказательство. Так как ограниченные функции из класса 

Д (— оо, + то) принадлежат классу £։ (—то, 4֊ то) и для них спра
ведливо равенство Парсеваля (см. [4], теорема 1.12), то для любого
значения параметра а (—1 <С а *\ + °°) при V € {у*}Г функция 

1о£ |я« (н+го)| (— 00 <\и<\ + то) принадлежит классу£։ (— то, 4֊ то) 
и удовлетворяет равенству (2.1).

Пусть то. Тогда, если V = уя при некотором п,

то обозначая через рп кратность появления точки уя в последователь
ности (о*)5°, будем иметь

7 Г___1_у (Ы-Н)Ч^ +уя)
Лг(14-с)Д з (х4-уя)*+(п-и*)8

-|р„1

1О£ |Ьа (а 4- 1Ул)| <1и.
1

Второй интеграл в полученном неравенстве конечен по преды
дущему случаю. Докажем конечность первого интеграла. Обозначим 
его через (а). По неравенству Шварца

4- •• 1«Л1
У1(а).<_^_ [у Г С .(Н—М)'(-+ул)^ 

՝Г’(14-а) з £ I з (т4-ил)«4-(и-и*)’
—~ — 1®л1

2
</иС

< 2^ _ 7՜[ Г <|р"|-н)1+я 
՝Г«(14-а) Л 3 (|<,л|_|т|)»+и«

-« о

] (/и 4“



1

222 Г. В- Микаелян

+_2£1_+СГ с (1уп1-Н)-(Ы + ньт
г»(1+«)Л 3 (1<м1 +Н)* + «’ 1

—
Очевидно, что последний интеграл в полученном неравенстве

конечен. Теперь конечность ֊/։ («) для---- ~ 5 4՜՜ 00 будет доказа

на, если заметить, что при —— Р "С в 4՜ 00

Таким обарзом, для любого значения параметра --- — <а<^

< + со при любом и(— со у 0) функция 1?~* 1о£ |я«(и + го)|

(—со<^ц<^4՜ 00) принадлежит классам £, ,(֊֊ со-}- со) и Ья(—со 
+ оо). Следовательно, по теореме Планшереля равенство (2.1) спра-

ведливо для всех v (— со у 0) и а (-----
\ 4

Теорема доказана.
Следствие. Функция log |я0 (и4-г'у)| 

£։ (— со, оо) и справедливо равенство

120 (*> v)l* dx (—

принадлежит классу

Замечание. Функция log |6։ (и 4՜ го*; w*)| (— оо<ц<-(-оо) 
при —1<^а^----— не принадлежит классу L։ (— со, 4֊ оо).

В самом деле, интеграл _/։ (а) и, следовательно, (а) расходится 
при —1<՜ а ---- -  :

2
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Ka(x>v) 2Г(1 + а)

2.2. Пусть выполняется условие (1.3). Для —оо<^х<4-=о, 
— со<^«<^0 и —1<^а<^4-°° введем следующие обозначения:

Г*'
е՜2“** I (|®*1—М)* е_|х sign (' +о) «У՜

-1’*|
(2.2)

1/2я"ек| ” ( i )£.(ж,о- 1 ; е S (Ы-М)-еИ.^ . (2.3)

В силу формулы (1.5) имеем

2« (х, v) = — [Ка (х, «)+£» (х, v)]. (2.4)

Далее, для любого v (—оо<^и<^0) обозначим через Gt(,_)c G^՜* 
полуплоскость G(~^= {цк Im w֊^ v}. При условии (1.3) в каждой по
луплоскости G[_) лежит лишь конечное число—л (г>) точек w*£G{,_), 
причем л (v) э 0, когда v < «о 0՛

Теорема 3. Если
_ 1_

п (и) = О (|»| 2 ), при v -» — 0, (2'5)

то функция Л (и) ограничена при v — — 0 (0 4֊ со).
Доказательство. Заметим сначала, что условие (2.5) обес

печивает выполнение условия (1.3). В самом деле, если (2.5) выпол
нено, то при v -» — О

о
2 |о*|1+։ = Г (- f)’+* dn (0 = - (- v)1+* л (и) +

О
+ (1 + ») J dt<c\V\*,

где с > 0 — постоянная, не зависящая от и.
Доказательство теоремы основано на оценках функций Кл (х, и) 

и Ьа (х, V) (0-%а<^ 4֊ со).
Сначала установим оценку для функции К, (х, и) (х=И=0).

е-\л (■։+ v)l sign (т 4՜ v) dt

г—t
— еМ (<-v> Г х« е|ж| X dn (О-

dn (0 =

(2.6)
о



, тV

224 Г. В. Микаелян

Выражение, стоящее под знаком модуля, неотрицательно при 
всех а (—1<а<+оо). Действительно, в случае 0<а<4-со8То 
следует из неравенств

е1х1 (о-/) Гх« е—Ы х 4֊ е|х1 (®+/) еН1"

V-/

>(„ — /)« > [е’х е’х|<<+’>]Х

о—/
X У е1х1 ’ «А (х =/» 0 ]. 

о
А в случае —1<Св<СО— это следует из того факта, что выра

жение, стоящее под знаком модуля, монотонно возрастающая функция 
от £ и стремится к нулю, когда / — со.

Далее, из (2.6) получаем

Г[еИ(о-0 Гг«е-1«Н^ +
2Г (1 4֊ «) .) I. и

—• и-/
—։

вИ <”+') у е>х1 -■ | </Л (0.

Г—/

Отсюда в силу следующих неравенств, справедливых для 0-^а<^4-°о

е|х| (/-V) _ е1х| (

е-|х1 /__ е1х1 (։֊()

О-/

(х^О)
получим

/2к 1— е2|х1°
2Г(14-«) Й

V 2к 1— е^1°
(— и)’ п (у) 4- а (— /)“ п (0 Л

Следовательно, в силу условия (2.5) справедлива оценка 
, „ . ., 1 — е2 И °|л։ (х, «)| < с - (х 0, и0< у < 0), 

где с > 0 постоянная, не зависящая от и и х.

(2.7)



Исследование роста произведений 225

Теперь установим оценку для функции Л»(х, и) (х¥=0):
___ о -<

|£- <'■ 0)1 <ЯНтГ Л )<֊' *м,‘։1Л’ * |։"1 (/)= 
а I

_ УТт.е^ Г Г е_н1< 
2Г(1+а) Л т* е՜՝*։ ■ 4- е՝х| е|х| ’ </՜ (<).

Применив дважды интегрирование по частям в последнем интег
рале с учетом условия (2.5), получим

(«о < и < 0),е|х| • (2.8>

где с 0 — постоянная, не зависящая от V и х. 
Используя очевидные неравенства

, 1—е1^| У
X’ еН-ч ' < (—уУ---------- .

к Ио

т“ еИ ’ (/1 < (— у).  ---- ——-
. |Х|

(0 <«< + °°. — °° *¥“0),
из (2.8) будем иметь

, 1_е2|х|о
|4, (х, и)| < с т/Т՜]՜ + 

И V |о|
о

+ — ------ --------- ----- Л (х^=0, «0<и<0). (2.9)2 |х| 3 (-о3'2 ' ’ к 1

Так как дробь —— (— «э <^<^0) является убывающей функ-
—у 

цией от у, то 
оеИо р е-и«_еи/ 

"й՜ 3 (-оз/2
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== 2е|л| ։՛ С --- kLL) ( — t) ’ Л <
J (—ИО 
V

0 L
<2e|.r|Vsh(֊kM [’(_/) 2 dt = 2 l-ea^ (x^O).

И HI J |x|/|t,|

Отсюда и из (2.9) следует оценка

\L. (х, v)| < 2с 1՜;.?,=- Но < V < 0). (2.10)
1*1 V м

Теперь в силу (2.7) получаем

г f/1—e2xp\sl/r. (х, v)|* dx <2c2 H֊1 ( —---- } dx = (2.11)
-- о

I
= 2c*ff------—j dx =8 c։ log 2 (v0<^v 0, 0 -C ® <Z + °o)

J \ x /

(по поводу последнего интеграла см., например, [8], стр. 348, № 17, 
с р -* + 0).

Наконец в силу (2.10) будем иметь

(2.12)

Из неравапства 

A (v) <2 |K« (x, w)|srfx + 2 (2.13)x, -t>)|a dx,

по (2.11) и (2.12) следует утверждение теоремы.
2.3. Убедимся теперь, что при особом расположении точек гид в 

нижней полуплоскости, условие (2.5) необходимо для ограниченности 
функции А (о) I----1 <а<^-|->хЛ при о-»—0. А именно, справедлива 

следующая
Теорема 4. Пусть последовательность [ш*)Г = {и* 4֊ ։т>*)Гс 

с удовлетворяет условию (1.3) и функция А (и) (---- — <«<
\ 2

<^ + со ) при V —> — 0 ограничена. Тогда

1 . При 0 со, если последовательность {»^}Г лежит на
н

конечном числе полупрямых — {шА}” с и {ш = ит+ /А: — со<А<0|, /г.—1
то выполняется условие (2.5).
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2°. При —— < а < 0, если последовательность {ш*)Г лежит на 

одной полупрямой — {wa}“ cz [w = u0-|- /А: —со <^А<^0), то выпол
няется условие (2.5).

Дока зательство. Докажем первое утверждение теоремы. 
Без ограничения общности можно считать, что точки ш* лежат лишь 
на одной полупрямой, так как в силу (10) при 0-^а<^4֊оо

Л (v)= Г[2 J] log |6И (и + ։v; w*)|] <ftz>
J ■ m-i a.-u' J

* m

> П S “ log |Ae (u 4՜ K>; w»)| 1 du, 
V L Ul= U J—- * m

И
n (®) = nx (v) + • • • + n,V (v) (— co <w<0),

где nm (v) (m = l, 2,---, П) означает число точек wi, на полупрямой 
{w = и'т + ih: — 03 < А < и}.

Далее заметив, что в силу формул (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) и не
отрицательности функций Ка (х, v) и £а (х, и) при Uk =0, А=1, 2, - • • 

+«

Я
П з

|К.(х о)| + |£« (х,о)| dx, (2.14)
-- ОО

оценим снизу функцию Lr (х, о) I---- — <^а<^-{-со I •
\ л» /

Справедливы соотношения 
,  — vk

1/ O^r I v Г РII. (х, v)I = JCj£-£— v е-и»* T«erW-dt4- 
2Г(1+а) Г J

* и

—Ojt ____
4-ew’‘ Г T-euirrfJ>./21£!±. (-«*)’+“.

1 2Г(2+“)^>О

Следовательно, ввиду равенства(2.14)

Таким образом, при и-*- — 0 имеем 
о

У (— 01+°^п (0<с рг|и| —^-<Са<С+°°^։ 

V
Отсюда вытекает, что при у0<^у<^у' <^0

(2.15)
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c/iv| > J (—0։+* dn (0 = (— o')1+*n(v') — 
V

— (— п (w) + (1 + а) 0’ и (/) dt

(— w’)1 + * [n (v) — n (v)]. (2.16)

Вводя обозначение (v) = n (v) խ||/2+։ и положив V =---
2

из (2.16)

будем иметь

ГТ ф(т) ՜՜շ^՜փ(ս)<0 (Vo<v<o}- (2.17)

Убедимся, что lim sup <р (v) < 4֊ со. Действительно, в противном о •» — о
случае для некоторой последовательности чисел w«, vn -» —0, ? (t>„)^> 
><f (и) при всех v^.vn и <р (иЛ) -> + 00• Но это приводит нас к про
тиворечию, так как в силу (2.17)

С > (֊рЦ= ֊ <Р (««)+ ֊֊^ [<Р (««)֊ <? (2«л)] >

> {VT -1^)ф (Оя)-
Этим доказаны утверждения 1՞ и 2° теоремы.

Следствие. Для любого значения параметра i

существуют сходящиеся произведения (4), для которых

функция la (v) (—со <^<Հ0) при v -> — 0 не ограничена.
Ереванский государственный 
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Գ. Վ. ՄԻՔԱՅԵԷՑԱՆ. Րյյաշկն-Նևանփնրփ 
ձևափոխությունների մեթոդով (ամփոփում)

տիպի արտադրյալների անի հետազոտումը ֆուրյեի

Ենթադրենք (Im < 0) հաջորդականությունը բավարարում է

CO

2 |1т ш*|1+я< -Ь ОО 
£-1

յդայմանին «( — 1 <0[ պարամետրի տվյալ արժեքի համար։
Հոդվածում ուսումնասիրվում է հետևյալ ֆունկցիաների

2
du (— օօ <Հ v <Հ0)
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վարքը, երր V —*   0, որտեղ 57* Բլյաշկե-Նեվանլիննի տիպի արտադրյալ է ներ
քին կիսահարթության համար • ® 1* զրոներով, որը մտցված է Ա. ՍՀ հրրաշյանի կող
մից նրա [6] աշխատանքում, իսկ № Վեյլի օպերատորն էւ

Բերվում են արդյունքներ (ծ) ֆունկցիայի սահմանափակության մասին, երր V — — 0, 
որոնցից, մ ասնավււրապես, հետևում է այնպիսի յ; («/) ֆունկցիաների դոյությունը, որոնց 
համար I սահմանափակ չէ, երր V — 0.

G. V. MIKAEL1AN. Investigation of growth of Blaschke—Nevanlinna 
type products by the method of Fourier transforms (summary)

Lot (lmwA<0) be a sequence of complex numbers such that
00

2 llm w*|։+“ <-1-00,

t-i

where (—1. + oo) *s “ given number. We investigate (as v -*• 0) the behaviour of 
the functions

/« (t»)= IF-® log (u F z'v)| | du (--  OO < v < 0).

Hero (tu) is a Blaschka—Nevanlinna type product introduced by [A. M. Jrbashian ' 
in [6] for the upper half-plane with zeros in (w*)“, and w—» is the Weyl operator. 
In the case v -*■ —0 some results on the boundedness of the function /«(v)aro given, 
yielding the existence of functions sa (w) with unbounded Z։ (v) when v —♦ — 0.
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