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Э. К. ДИЛАНЯН

ДВА СЛЕДСТВИЯ ИЗ ТЕОРЕМЫ О ДВУХ ПОСТОЯННЫХ 
ДЛЯ ФУНКЦИЙ КЛАССА Нр

1°. (а). Первоначально в работе [1], а затем в своей монографии 
[2] М. М. Джрбашяном впервые была построена завершенная теория 
гармонического анализа в собственно комплексной плоскости, а 
именно, на конечной системе лучей, исходящих из начала коорди
нат. Эта теория является существенным обобщением теории Фурье— 
Планшереля и получила многочисленные и важные приложения в раз
личных областях теории функций (см., напр. [2], [3], и т. д.). В частности, 
в работе М. М. Джрбашяна и А. Е. Аветисяна [3] были введены ши
рокие классы аналитических в угловых областях функций и получены 
параметрические представления этих классов, что явилось существен
ным обобщением теоремы Винера—Пэли о представлении класса Нл 
в полуплоскости.

Как известно (см., напр., [4]) класс Нр (С+) (0 р 4֊ со) в по
луплоскости С+—[г; Нех^>0] определяется как множество функций 
/(г), голоморфных при Кез^Х) и таких, что

И/11я.(о+)=зиР 1 [ 1/(* + ф)1₽ ]'1Р < + 0)
р о<х<+- | J )

— во е

Известно также [4], что каждая функция /(г)£Нр(С+) почти 
всюду на мнимой оси имеет угловые граничные значения /(։д) С 
££р(—со; —|- со), причем

I г+(* 1ИР

нр (о+» = *
— м

(б). М. М. Джрбашяном и А. Е. Аветисяном [3] впервые были 
введены классы НР(С+) (0<^р< 4՜ °°) функций /(г), голоморфных в 
полуплоскости С+ и таких, что

(+Р }11р
И„.(Оч} = ։иРк р/(ге'’)1?^г} < + °°- (I 2)

։т,< т о
Ими же впервые было установлено, что Нг (С^) = Н1 {С ). Отметим, 
что намного позже этот факт был передоказан К. ван Винтером [5], 
Отметим также, что из совпаднния классов Н1=.Н-г легко следует 
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включение НР (G+) с НР (G+). Это включение непосредственно выте
кает также из следующей теоремы С. А. Акопяна [6] о двух постоян
ных для функций класса Нр.

Теорем а А. Если /(z) £ Яр (G+) (0 <р<ос) и f(z)&0, то*
_J_ + ф +- 2____»

\f(‘y)\pdyy '( j У *.

(3)

В дальнейшем А. М. Седлецким было установлено, что обрат
ное включение HP(G^) Нр (G+) справедливо также при р У= 2 [7].

Таким образом, НР (G+) = Нр (G+) (0 р <С -j- со).
В данной работе доказывается усиление одного известного нера

венства Л. Фейера и Ф. Рисса для функций класса Нр в круге [8], а 
также один аналог теоремы Харди [4]. Отправным пунктом для это
го служит факт о совпадении пространства HP(G ) и HP(G ) и тео
рема А о двух постоянных.

2Р. Обозначим через НР (D) + °°) класс функций f{z),
аналитичных в круге D=\z; |z| < 1) и удовлетворяющих условию

( 1 С \г1рsup l/(re'’)|prfv I <+<x (4)
o<r<l (2 к J J

—X
Известно, (см. напр., [4]), что любая функция f(z) из класса 

Нр (D) (0 < р < + ос) почти всюду на окружности |z| = l имеет угло
вые граничные значения /(е'՝)^£р(—", к), причем

lip • р/рJ/kp(Dj= — |/(ez’)p’ | •
12* J J

— к

В работе Л. Фейера и Ф. Рисса [8] было установлено следую
щее утверждение.

Теорема В. Если f (z) ^Нр (D) (0 <^р + со), то интеграл от
\f (JC)I₽ вдоль сегмента — 1 -С х -С 1 сходится и

X 
|/(x)|’rfx<yJ|/(e'’)|Prfv. (5)

—X

Постоянная 1/2 является наилучшей, возможной.
Из этой теоремы вытекает следующее интересное
Следствие. Если единичный круг lz|< 1 конформно отобра

жается на внутренность спрямляемой замкнутой жордановой 

В работе С. А. Акопяна [6] в (3) вместо знака < стоит знак <. Однако не
большой анализ рассуждений С. А. Акопяна показывает, что если / (я) ф 0, то имеет 
место (3).
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кривой С, то длина образа произвольного диаметра не превосходит 
половины длины кривой С.

Мы докажем следующее усиление теоремы В.
Теорема 1. Если / (г) £(/?), (0<т><4-°с) и /(г)^0, то

о
I/(»'’)!'<*• С (6)

причем это неравенство усилить нельзя.
Следствие 1. Если / (г)^Нр (О) (0<р + со) и / (г)^0, то

(7)

Иначе говоря, для отличных от тождественного, нуля функций в 
(5) имеет место строгое неравенство.

Следствие 2. Если единичный круг |г|<Т конформно ото
бражается на внутренность спрямляемой замкнутой жордановой 
кривой С, то длина образа произвольного диаметра меньше поло
вины длины этой кривой.

Следств ие 3. Если единичный круг |и|<^1 конформно ото
бражается на внутренность спрямляемой жордановой кривой С, 
то длина образа произвольного диаметра меньше среднего геомет
рического длин дуг, на которые разбивается кривая С образами 
концов этого диаметра.

Доказательство теоремы 1. Пусть / (г) 0 — любая
функция из класса Нр (О)(0<_ р 4- со). Рассмотрим функцию £ (а>)= 
=// ——Кеа.'^>0. Известно [8], что в этом случае функция 

\ ш 4-1/

г(ю)(14-№) р £Н,(С?+).

Из теоремы А (при ? = 0) следует, что

(8)

После замены переменной х = ------  для левой части
9 +1

неравенства (7)

получим

(9)
» 2
(1+у)։-1 о

Из (8) и (9) следует, что

1Я (п/)1р 
1+17’

о

<1у. (Ю)
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В правой части неравенства (10) сделаем замену переменной. 
1+е1’ г-<и =------ . После этого имеемУ 1-е'’

О
т. е. получим (6). Наконец, так как в (5) константа 1/2 является наи՜ 
лучшей возможной, то в (6) константа 1 также является наилучшей 
возможной. Теорема доказана.

3°. Известна следующая теорема Харди (см., напр., [4], стр. 9).
Теорема С. Если /(г) аналитична в О={г՝, |г|<^1) и

г/р, °<Р

то
1’. Мр (f; г) — неубывающая функция от г;
2°. log Мр (f; г) — выпуклая функция от log г. 
Мы хотим получить аналог этой теоремы.
Пусть / (z) £ Нр (G*). Обозначим

Л*/ (?) = У 1/ (ге/¥)1₽ (|ч>| •

о

Из теоремы А очевидно следует, что М/ (ф) конечна на отрезке
---- —» — I. Следующая теорема является аналогом теоремы С. 

2 2 )
Теорема 2. Пусть } (г) £ Нр (С՜1 )(0< р < + со) и /(г)^0.

Тогда справедливы следующие утверждения՝.

1. М/ (ф) непрерывна на отрезке----— > —— ■

2. log Mf (<р) — строго выпуклая функция
■к к 1

. 2 ’ Л՜
Доказательство. Отправным пунктом для 

этой теоремы также является теорема А. Докажем

на отрезке

доказательства
непрерывность

М/ (?). Рассмотрим сначала случай р—2. Пусть (С+). Тогда
(см. [2], стр. 444, следствие 2)

со.sup <! I
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Следовательно (см. [2], стр. 414, теорема 7.5 (Г)),

+г ±‘т
11m I |F(rei’’) — F(re )|®«/r = 0. 
i to J

Пусть теперь---- — <р։ <р։ — • Очевидно, что отображением
2 2 

z=(we 2 У' (Т1 < arg w < <р3)

задается конформный изоморфизм между угловой областью
д (ЧЧ» Ts) = («>; < arg w <<p։, 0<|u>|<-f-oo)

и полуплоскостью Яе г 0. Обратное отображение имеет вид

/ + ?х ~ 
ш = е г ’ , Яег)>0.

(При этом для вещественного а рассматривается та ветвь функции 
У, которая на полуоси (0; + -х>) принимает положительные значения).

Если /(я) £//3((7+), то она аналитична в области Д («рх; <р։)сС+. 
Значит функция

! ф|- ?! Т»—Ф1-*
Б(г)=/(е г )г , Яея>0, (11)

аналитична в полуплоскости Яе г > 0. Более того
+ “ + I г«՜* ?| (V (У1—У|) У» — ?| У1— Я

вир (*|/7(ге'т)|2</г = вир Г|/(е е г )|2г 4г =
’’»К То 1т1<Т о

+ “ У1— У1 У1-У, , +-

— зир (*|/(еьг )|։-г (1г = вир ---- - ---- С|/(ге/’)|* Л-
*!<’<?> 3 — Ч’х 3

и о

<----- ---- зир С |/(геь)|։ </г.

Поскольку f (z) ^Hi(G+)^.l-12(G+'), то
■t »• 

sup f |/(rei:)|°rfr<C+ oo. (12)
I’« т 0J

Следовательно, F (г) £ Ha (CF), откуда F(z) £ Hi (G1). Отсюда и из 
(11) имеем "

lim 
?-?i+0

|/(re‘՜*) —f(rel <т*+<”)|։ dr = 0,
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+ -
11т С|/(ге'*)-/(ге‘<*-«)|։</г =0.

<>-♦9,-0 3 
0

Таким образом, окончательно получаем, что если /(х) ), то

Пт С|/(ге'’)-/(ге'П|1Л‘=0 (13)

о *

Пусть теперь /(я) 6 НР (^+)(° <Р < + °°)- Тогда справедлива факто
ризация (см. [4])

/(х) = 2?(х) #(х), Иех>0,
где 5(х)— произведения Бляшке нулей функции /(х), а^(х)не имеет 
"нулей и % (.г) £На(О+). Очевидно, что [?(х)р/г ^//։ (С+). Следова
тельно

Пт С |[£(ге'’)]"2- [Я(ге'<Н|8</г=0 (!<р| С -£-)• 

. о

Значит в некоторой окрестности |* — ?| <С точки ? ^|?| имеют

место условия:
1. Пт I |£(ге'’)|р </г = 0 равномерно по ^([<р — *|<^8), 

тез Е -(Н
Е

2. Vе 0 Я £» • тез + 00 « так что
У1# (ге'’)|₽ (1г < е, Ь — «р| < о. 

(о.+-)\г, *
Так как |5(х)|-С1 и /(х) = 2?(х) £ (х), то имеем также:

1. 1։т I |/(ге'’)|р (1г = 0 равномерно по V(|? — >| о),
тиЕ-.(^

Е
2. уе^ОзЕ,, тез Е, <^ + со, так что »

У|/(ге/’)|',«/г<е (|ф —*|<о). 

(0,+-)\£,

Отсюда на основании теоремы Витали о предельном переходе под 
знаком интеграла заключаем, что

. +* +••
Пт Г |/(ге‘-) 1' <1г = [ |/(ге'*)р«/г (|7| < —•

3 и \ 2 7о о

Это к означает непрерывность Мг (?) - Пусть /(х) £ НР(С+)

(ОСр<С+оэ) и /(х)^0. Докажем строгую выпуклость функции



Следствия из теоремы о двух постоянных 71

log Л//(<р) Так как (0<р < + <»). то она

аналитична в области Д (<Pi; <р2)с G+. Из условия Нр (G* )= Нр (G+ )сле- 
дует, что / (г) удовлетворяет условию (1). Значит функция

?> 4* 91՜՜ 91 ?ж~91~~ *

F(z}=f(e z )z , Rez^>0,
будет из HP(G+). Действительно, аналитичность F (z) в G+. очевид
на. Более того

+ - + “ i 5j+_fl I ? (У»~ Я> т»— ?1 Т,— у, _ ։

sup С \/r(rel*)l1’dr = sup f|/(e е г )l₽ г dr = 
w< ֊ J itI< ֊ У

+ - », - ?i <Г1- Ti _։
= sup Г lf(e1' r )|*r dr =

J 
0

4. w 4֊w

= sup (--------- f I/(re'’)|p ----- ----- sup f |/(reb)|p </r.
»!<■•<?> \ ?։-?i J / ?։ — <Fi |,| < Л. Jо '20.

Из теоремы А следует, что



72 Э. К. Дяланян

В частности, для случая ф— 0 из (14) и (15) имеем

|F(r)|₽rfr<------ -
f»— Tl

p/՜յ l/(re^)|'։ Ժր-J \f (re'*)|' dr . (16)

Но

1/(е dr =

2 )\pdr. (17)

Из (16) и (17) следует, что для любых— փէ<<ք։< —

2 Wdr If (re‘?։)lp dr- i
о

ո

о

и о

?։ - ?i J 0

о

¥,+£։ ?i~?i
։ » ,

Таким образом, получаем что log М/ (<f) — строго выпуклая функция на

1
«

------ —, полностью доказана.
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ների մասին թեորեմից (ամփոփում)

Ս. Հ. Հակոբյանի իք? դասի ֆունկցիաների համար երկու, հաստատունն եր ի մասին 
թեորեմից որպես հետևանք ստացվել է Լ. Ֆեյերի և Ֆ. Ռիսսի մի կարևոր անհավասարության 
ուժեղացումը, որը հնարավորություն է տալիս գնահատելու թ ԴասՒ ֆունկցիայի ինտեգրալը 
շրջանի տրամագծով այդ ֆունկցիայի ե գրային արժեքների ինտեգրալով կիսաշրջանագծերի 
վրա։ Ստացվել է նաև Հարդիի մի թեորեմի անալոգը։

E. C. DILANIAN. Two corollarlei of the theorem about two constants 
for function» of Hp elate (summary)

As a corollary of the theorem of S. H. Hacobian about two constants for func
tions of class Hp a stronger version of an important inequality of L. Fejer and 
F. Riesz is obtained. Also a version of a theorem of Hardy is proved.
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