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К ВОПРОСУ О РАЗЛОЖЕНИИ ПО МАЛОМУ 
ПАРАМЕТРУ РЕШЕНИЯ ОДНОГО 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

В л-мерном пространстве дана динамическая система 
x(f)=6(x(/)), х(0)=0, (1>

у которой векторное поле Ь (х) = (61 (х),- • •, Ь" (х)), x£ Rn всюду ог
раничено, удовлетворяет условию Липшица:

|6 (хх)— Ь (х,)|< L |хх— xs|, sup |6 (х)| < L < со.

Мы будем предполагать, что для поля Ь (х) выполняется условие 0): 
существуют константы г>0, а^>0 такие, что для всех х, имеющих 

(л \ 1/2
У х/ I ), (6 (х), х)<
'=։ J

— аг. Рассмотрим случайный процесс х* (/), удовлетворяю
щий дифференциальному уравнению

хф) =6 (х* (f)) + £(£ (/)), х'(0)==0, (2)

где С(х), х£/?я— гауссовское случайное поле, определенное на ве
роятностном пространстве {2, F, Р] с нулевым средним и корреля

ционной матрицей В (х, у) — (AfCz (х)-!У (9))?.;=!, элементы у кото
рой достаточно гладкие функции переменных х, у, причем вне неко
торой ограниченной области D, содержащей начальную точку, матри

ца В(х, у) равна нулевой, е^>0 —малый параметр. Из этих условий 
вытекает, что с вероятностью единица существует решение системы 

(2) на любом конечном отрезке [0, Г]. Случайный процесс х‘ (f) рассмат
риваем как результат малых случайных возмущений динамической си

стемы (1). Нас интересует, какова асимптотика решения х‘ (/) систе
мы (2) на конечном отрезке времени [0, Т\ при е—>֊0.

Приведем предварительно некоторые соображения, не заботясь

пока о математической строгости. Пусть для х'(¥) каким-либо спосо
бом можно получить разложение по степеням е:

** (O = Xo(#)4-sx1(O+ --4-e'nxm (0+ - -
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Подставим это выражение для х* (0 в систему (2) и разложим в пра

вой части 6(х։ (0) и С(х*(0) формально в ряды по степеням е. При
равнивая коэффициенты при равных степенях в, получим систему/ 

уравнений, которым должны удовлетворять х0(/)։ -
Выкладки здесь и в дальнейшем приводятся для одномерного 

процесса х‘ (/) лишь для удобства записей и обозначений. Пусть 
функция X (х04՜ в X!֊)-----етхт+---) от в при фиксированных х0,.
х։,•••,хт может быть разложена в ряд

X (х04- ехх 4------ И бт хт Н-----) = X (х0)+ Ф [Л՜ (х); х0, х1։ • • • ,хЯ1]е'п,
т “1

где
ф [Л՛ (х). х0, х։,-• -, ХШ]= 2 х>,X/, • • • Х1Г /д Н . т>1.

1,+1,+ --+1г֊т [ Оуг
Для удобства записи положим X (х0) = Ф [Л՜ (х); х0].

Действуя в соответствии с вышеизложенным планом, разлагаем 
обе части (2) по степеням в:

х0 (0 4-вхт (04-----4-е* Хк (0 + • • ՛ =6 (х0 (0) +

+ 2 в* [Ф [6 (х); х0 (0, хх(О» • • ֊ ,хк (0]+ Ф [С (х); х0 (/), • • •> х*_։ (*)]].

Отсюда, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях в слева 
и справа, получим дифференциальные уравнения

х0 (0 = Ь (х0 (#)),

х* (0=Ф[б(х); хо(0,---,Г*(0]+Ф[С(х); хДО, •••,х7-1(0], (3) 

к = 1, 2,--.

При заданных начальных условиях хк (0) = 0, Л =0, !,•••, до

статочно гладких функциях Ь (х), С (х) эти уравнения однозначно оп

ределяют "функции х0 (0> хх (0 , • • •, хд (/)»• • Решая первое уравне
ние системы (3), которое совпадав? с (1), определим нулевое прибли

жение. Если х0 (0 известно то второе уравнение в (3) превращается 

в линейное уравнение относительно хх (£)• Вообще если функции 

х0 (/), • • •, хк-1 (<) найдены, то уравнение для х* (<) является линей
ным неоднородным уравнением с коэффициентами, зависящими от I. 
Сперва сформулируем и докажем в виде леммы утверждение об 
асимптотике решения уравнения (2) при е -» 0 в частном случае, когда, 

поле С (х) не случайное, а детерминированное.
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Лемма 1. Предположим, что функции Ь (х), С (х) имеют ог
раниченные непрерывные производные до т -|-1-։о порядка включи

тельно. Тогда для решения х* (t), t £ [0, 7՞] уравнения (2) имеет 
место разложение

X* (0 = Го (0 + в хх (0+ • • • + Bm xm (0+em+1 Ят+։ (t), (4)

дде функции Xi (t), /=!,•••, т определяются из системы (3), а

sup |^m+I (f)K C<Z°°- (5)
0<KT

Доказательство. По существу нам надо получить неравен

ство (5), если Ят+i (f) определить равенством (4), где хф)—реше
ние системы (2), а х* (0> С т определяются из (3). Таким обра
зом, функция

e"+1 tfm+i (0=х։(0 — X 6‘ Xi (f)
1-0

удовлетворяет соотношению

в«+* Яж+1 (#) = Ь (Г*(/))+ ef(x* (/)) - 2 8* ф [6 (х); х0 (t),- • • 
*=о

(*)]— е£ е*ф р (х); хо(О»"-,х* (/)]. (6)
t-o

Правую часть (6) запишем в следующем виде:

^где
+ — /' (0+ Л'(0 + ^з(0+ И (0։ (7)

X(t) = 6(x‘(t))-6 2е'х((0)> 
\։-о /

/2։(0=е Г(Г*(С)-сГ£в'Г

(^)= ь 2 в' хг (О — 2 Ф [6 (х); х0 (<), • • х, (/)] В*,
.1—0 1-0

-е <• х0(0+ 2«'х<(0 — 2 Ф[С(х); х0 (0, •••, х/(#)]в' .
\ /-։ J 1—о

Оценим каждую из величия (/), 4.

1—0

КеП+'№тМ
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где К — некоторая константа, ограничивающая тах |6'(х)|, Ь' (х)—- 
Г

производная функции Ь (х).

**) 1/2՛ (ОК в"+։ С хф)+е х*(0- з «*х*(0 
\ \ * -о

X

X |«№+։(f)+֊L (0|<«"+։тах [С(х)| [ee| &+։ (f)| + |хт (0|], 

где е00 — константа, ограничивающая параметр в. И в силу огра-- 

ниченности функции С (х) получим, что

|А(0|<М1^+։ (01+/У|хЯ1(О1»я,+։, 0</v< со, Nx=Nta.

Оценку для |хт (01 получаем из следующей леммы.
Лемма 2. Существуют константы Ct со такие, что

|х/ (0|-<С/ при всех t(- [0, Т՝].

Доказательство проводится по индукции с использованием 
системы (3), а также неравенства Гронуола-Беллмана.

На основании леммы 2 имеем, что 

|/Н01<М1Лшг1(01+«т+։ с, max 0<1<м

(т ~
2 в' Xi (О вблизи точки х0 (О
/=о J

коэффициенты при в' равны Ф [6 (х); х0 (0>։ •֊» X/(0] вплоть до г-^тп

Ь (х0 (04֊ ’ xj (04-------h emxm(0) — 2 Ф [6 (х); х0 (0,- • х* (0]е* =
4-0

=ВЯ ф [ь (х); ;0 (0 4- б ;х(04- • • -4- 6mxm (0, (о,- • •» хт (0], 

где 0 <1 0 -С в для любых х0 (0» * ‘ •« хт (0-
Но

|Ф [6 (х); Го (0> х։(0,- • •. хт (0]|<К"тах {[ху (0Г+։}.

Из последнего неравенства, используя лемму 2, получим, что 

|/з(01<®"+1^.

****) Проводя те же рассуждения, как в ***), получим, что су
ществует такая константа Л<> 0, что

|/‘4(0К*4вт+1.

Если проинтегрировать (7) от 0 до и учесть, что /?т+1(0)=0> 
а также оценки для /^ (0» /=!»• ••» 4, то получим
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t
8“+։ |Дт+1 (01 <4 J. 1 (s)l ds + Ко Sm+J, 

и
где 0<£0<со, О<Ло<°°. Отсюда следует, что 

вя,+։|/?т+։ (0l<e<"+J
Таким образом 

sup |Л+։(ОК^ое- • 
о< « т

Лемма доказана.
Из доказательства видно, что в условиях леммы 1 достаточно

предположить, что функция С (х) непрерывна и ограничена вместе с 
производными лишь до тп-го порядка включительно.

Легко проверить, что все формулы и доказательства сохраняют
ся и в п-мерном случае, п 1. Лишь формула для Ф[^Г(у)» х0, • • ■, хт] 
заменится на следующую:

4֊---х; ( дХ(у) ]
Ф [Х(у); х0, х1։ • • •, хт] = 2 —— |

тде
X) £/?",/ = 0, !,•••, т 

и суммирование производится по 4+44------ Ь ։"г=т, Л=1, 2,•••
•••, п; 1 к г т.

Пусть №1 — пространство функций в 2), которое получается из 
пространства бесконечно дифференцируемых функций в О путем по 
полнения его по норме

И/(х)111Г/= ( 2 |в(р>(х)1։ Же) ,
2 Чк/Л • /

где 
п и (г • • • г )

Р=(р»--, Рп), Р1>О, 1р|=2р/. и(р)(*) = , 11 ’ •
... дх*.. ■дх'’1՝• ■=’1 1 л

Пространство 1^2 является гильбертовым пространством. Если 
корреляционная функция В(х, у) гауссовского поля С(х), х^2)с:/?'1 
имеет непрерывные производные до порядка 21 включительно, то 

реализации С(х), как известно [2], принадлежат Пусть т — муль. 
тиивдекс (п71։•••, тпп), т/ — неотрицательные целые числа. Если 
Л11 2՜ ’ Т° ДЛЯ всех х € выполняется неравенство вложения

и (х) ։

Используя это замечание на основании леммы 1 получим, что 
верна
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Теорема 1. Предположим, что функция Ь (х) имеет ограни
ченные непрерывные производные до т-|-1-։о порядка включительно, 

а корреляционная функция В (х, у) имеет непрерывные частные 
производные до порядка 21 включительно, где 1> Тогда

для случайного процесса х։(0> ^£[0, Г], удовлетворяющего урав
нению (2), при е — 0 имеет место разложение

х‘(0=хо(О+.вх1(0+--- + е" хт (#) + е”+։ Яж+։ (#), (4')

где функции х/(<)> ։ = !,•••» т определяются из системы (3), а

вир |^+։ (0| < С (ш), Р {С (ш) < оо) = 1. . (У)

Доказательство по существу ничем не отличается от приведен
ного доказательства леммы 1.

Рассмотрим гауссовское поле С (х), х£/?п, с нулевым средним, у 
которого корреляционная матрица В (х, у) хотя достаточно гладкая, 
но вообще неограниченная. Какова асимптотика решений х* (/) системы

х‘ (0 = 6 (х* (()) + <£ (х' (#)), X* (0) = 0 (2')

на конечном отрезке [0, 7^, когда параметр е-»0? Нам понадобится 
лемма. Прежде чем ее сформулируем, введем обозначения.

Пусть т* — момент первого выхода траектории х* (в), рассматри
ваемой на отрезке [0, Г], из шара 11г радиуса г с центром в началь
ной точке. Рассмотрим случайную величину х‘(/) = шах |х* (в)|. 

о<з<։
Лемма 3. При е -» 0 с вероятностью, стремящейся к едини

це, значения случайной величины *‘(0 принадлежат шару ПТ.
Доказательство. Очевидно, при любом 1^-0 имеет место 

включение
(ш:х'(/)>г| С

С (ш: Ъ (х* (-*)), х* (■։*)) + 6 (£(*' (х*))> »•(’•))> 0}.
Но поскольку

(х* (•*)), X* ('*))< —аг, г = |х* (-.*)[, 
то

{ш : ь (х* (V)), X« (г*)) + е (С (х* (г‘)), х‘ (г*)) > 0} = 

С |ш : е шах |" (х)| я}. 
г |х| <гСледовательно

Р (х* (0 > г) < Р{ шах |С (х)| > я/е].
И<г

Правая часть последнего неравенства для любых заданных констант 
г > 0, я > 0 может быть сделана сколь угодно малой, если г е0 (я, г), 
что следует из свойства функции распределения непрерывной случай
ной величины шах |'(х)|. Лемма доказана.

|Х|<Г
1331-3
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Выберем 3 > 0 столь малое, чтобы при всех х, удовлетворяю
щих требованию р (х, 5'г)-^3, для векторного поля Ь (х) соблюдалось 
условие 0), где — сфера в Вг՛ радиуса г с центром в начальной 
точке. В силу непрерывности Ь (х) такое о найдется. В частности, 
условие 0) соблюдается внутри кольца I)г. Пусть С* (х) — 
= С(х)х(х). здесь х(х) равняется единице для х^_и, и нулю для 
хё£/г+։, а на множестве £Л+։\ иг положим х (*) равной неко торой не
отрицательно определенной функции из класса бесконечно дифферен
цируемых функций. Очевидно, С*(х), х£Ял является гауссовским 
случайным полем, его корреляционная функция В* (х, у) = В(х, у}>' 
Хх(*)х(р)- Таким образом, случайное гауссовское поле С*(х) с веро
ятностью единица совпадает на множестве Пг с гауссовским полем՝ 
С (х), а вне множества ^Л+г оно равно нулю. Выборочные функции 
случайного процесса х*' (/)» который получается в результате возму
щения динамической системы (1) гауссовским полем еС* (х), можно 
разложить по малому параметру е на любом конечном интервале вре
мени согласно теореме 1. Некоторое представление об асимптотике 
х‘ (0— решения уравнения (2х), дает следующая

Теорема 2. Предположим, что функция Ь (х) имеет ограни
ченные непрерывные производные до т + 1-го порядка включитель
но, а корреляционная функция В (х, у) имеет непрерывные част
ные производные по переменным х, у до порядка 11 включительно, 
где I ֊Ь т. С вероятностью, стремящейся к единице при

е —♦ 0, решение х'(() уравнения (2х), рассматриваемое на конечном 
, отрезке времени, можно разложить по малому параметру с точ

ностью до величин порядка ет+։

х* (0 = х0 (0 + ех։ (04֊ • • ■ 4- *т хт (0 4- в"-’ Р^+։ (0, 

։де функции Х[(С), г =!,•■■, т определяются из системы
, х0(0 = 6 («о (Л)»

хь (0 = ф [6 (х); х0 (/), ֊ • •. Х4 (/)] + Ф [С (X); х0 (#)>•••, х*_։ (/)] 
х* (0) = 0, А = 0, 1, 2,-..

1^«+։ (01<С'(ш)} = 1, где Р {С (ш) < оо] = 1. (8)

Доказательство. Для любого положительного числа о в си. 
лу леммы 3 имеем, что

Р (аир |х'(0 — х’*(01>=) = Р [зир|х-(0֊ х’'(01>°; тах |х* (0| х>0|

< Р [тах [х* (01>г} — 0, при е — 0.
0<«<Г

Отсюда и из (5х) следует (8), и поскольку для х’։ (/) верна тео
рема 1, то теорема 2 доказана.

Таким образом, если функции В (х, у), Ь (х) достаточно гладкие, 
то при малых е можно вычислить х* (/) с любой наперед заданной 
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точностью для подавляющего множества траекторий случайного про
цесса Нулевое приближение хо(О— это траектория системы (1). 
Начиная с первого, все приближения — случайные процессы. Отметим, 
что функция *1(0 находится из уравнения

*1(0 = •51(хо(О)х1(О +С(хо(О)> *1(0) — 0,
о / х (дЬ1 (х)где ^(х, у)=1 -------- I —квадратная матрица. Отсюда следует

\ <?х, //./-։
заключение, что хх(0 получается из гауссовского процесса С(хо(О) с 
помощью линейного преобразования и следовательно, процесс хо(О 
тоже является гауссовским. Запишем в одномерном случае решение 
уравнения для х1(1)

Пользуясь разложением для х* (£) можно получить разложение по 
степеням параметра е для гладких функционалов от х*(<).

Если ? (/) — непрерывная функция на отрезке [0, Г] со значь" 
ниями в А?Л, то гауссовский случайный процесс С (? (0), /£ [0, Г] имеет 
нулевое среднее и корреляционную матрицу (з, 1) = В (? (з), ?(/))• 
Из предположений о корреляционной функции поля С(х) следует, что 
■отображение

т
Д?/(0 = ]Ч(з, 0/(з)Л 

о
определяет в гильбертовом пространстве Ь[о, Г] функций на [0, Г] со 
значениями в /?Л самосопряженный линейный оператор, который яв
ляется неотрицательно определенным, вполне непрерывным операто
ром с конечным следом [3]. Обозначим В^2 симметричный неотрица
тельный квадратный корень из оператора В-. Оператор В?2 также 
является интегральным оператором с интегрируемым в квадрате яд
ром. Вместе с операторами В՝/2 рассмотрим операторы В^\ Вё'12- 
Чтобы сделать их однозначными, условимся выбирать в качестве 
Д? 1 А» Д 1/2 /г такие функции ф1( соответственно, что Вг = Д, 

и •}»!, ф։ ортогональны нулевому подпространству операто
ра Др. На элементах пространства п задаем функционал 5 (?) = 

т
— ^Др1/2 (? (0 — 6 (<р (#)))|։Л. Если ? (/) — Ь (? (()) не принадлежит 

о
множеству значений оператора В^2, то считаем Д (?) = со. Ясно, что 
для любой дифференцируемой функции ? (<) из пространства С[о, т| 
непрерывных на отрезке [0, Г] функций со значениями в /?Л, если 
Т (0 — Ь (? (01 С ^10. П» функционал 5 (?) определен.
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Чтобы изучить асимптотику вероятностей больших (порядка 1) 
уклонений при в-*0 для семейства случайных процессов х* («), следуя 
идеям Вентцеля и Фрейдлина [1], удобно определить сперва функцио
нал действия [см. определение в той же книге] для этого семейства. 
Определенный выше функционал 5(<р), как мы покажем, является нор
мированным функционалом действия для семейства процессов х' (/) с 
нормирующим множителем (2в։)-։.

Предположим, что гауссовское поле С (х), х£Ял допускает интег

ральное представление: С(х) = уС?(х, 8^т(з), где ш (з), 0<з<1 — 

и
некоторый п-мерный винеровский процесс, 6(х, з) — неслучайная мат
ричная функция, гладкая по х. Далее предположим, что

в(х, 0)- <7(х, 1) = 0, dxds < '□с,

дС(х, з) 
дз

дС1к(х. з) 2\1'а
<?з

Кп 0

I. *-1
С/*(х, з) — элементы матрицы С(х, з), существует константа 
такая, что

|Хх - х,|, Х1, х, £ 
из из

равномерно по з£ [0, 1].
1

Интегрируя но частям стохастический интеграл С (х, з) виз (з),
о

получим для гауссовского поля С(х) представление в виде линейного 
преобразования от траекторий винеровского процесса:

1
Г ( \ Г I \ (х, з)С (х) = — ш (в)----- - ------ds.

е1 озо
Обозначим это преобразование С. Из сделанных относительно функ
ции С (х, з) предположений следует, что преобразование С непрерыв
но отображает пространство С[о, 1] в пространство СДЛ непрерывных 
функций, определенных на R" со значениеми [в Я". Преобразование,
ставящее в соответствие каждой функции ф(з) из пространства С(о, 1]

функцию — у ? (з) 

о

дС(/(и), з) 
дз дз, где / (и) — фиксированная функция

из Сю, г], мы обозначим С/. С/ непрерывно отображает С[о, 1] в С[о, г]- 
Пусть ш(з), 0<з<1 — непрерывная модификация винеровского про
цесса со значениями в 7?Л.

Рассмотрим в С[0, ц оператор : у (/) -♦ /, где /=/(<) — реше
ние уравнения
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1 t I
= J b(f(u))du- J J Hs) dG(/^՝ s).duds, [0, T], /(0) = 0. 

0 0 0
(9) 

При условиях, которым удовлетворяют функции b(x), G(x, s), реше
ние уравнения (9) существует и единственно для любой непрерывной 
функции ф($), в частности, почти для всех траекторий w (s) винеров
ского процесса. Оператор <7Х имеет обратный

Gr։/=G7։ (6 (/(«)) -/(и)).

Лемма 4. Оператор Gx в С(о, ։] удовлетворяет условию Лип
шица՛.

sup | < e£«r sup |ф։ (s)— ф, (s)|, фх (s), ф, (s) £ С(о, ։).
0<1<Т 0<«<1

Доказательство.

(ИА («))֊ 6 (Л («)))</« +
о

+ J J р, (,/с (/.(»)-■) (։) ] duds,
о о

t
\fi (t) ~fi (01 = IG1 Ф1 - С1Ф11 <£ J IA (a)֊A (o)l du + 

0

+ f r\,(S)^").») (/■(»).») dads.
J Ji ds dsо 0

Следовательно
T 1

Ф1(։)1 x

^g(A(a), s) 
ds

duds + max |фх (s)| I Lx |A (о)—A (m)| du < max| ф։'($)— 0<f<l J 0<j <1
0

t

— Ф1 (s)| dxds+ (L + Li max |фх (s)|) • 0<5<l IA (“)— fi («)! du
0

при всех <£[0, 7].
На основании уже не раз применяемого неравенства Гронуола- 

Беллмана получим, что
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_ „ Г Ր dG (х, s)IA(O-/։(OI=IGA-GiW<J j
՝Rn О

dxds X

X exp {(A0+Zn max |'h(s)|) T} -max |Փ.(տ)—(s)|. 
օ<տ<։ օ<յր<։

Лемма доказана.
Из теоремы 3.1. гл. 3 [1] и леммы 4 вытекает утверждение, 

формулируемое ниже.
Теорема 3. Функционал —^S (<р) является функционалом 

действия для семейства случайных процессов х* (I), удовлетво
ряющих уравнению (2՜), в пространстве С[о, т| при ։ —* 0.

Работа выполнялась под руководством А. Д. Вентцеля и М. И.
Фрейдлина, которым автор приносит глубокую благодарность.
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и. Ռ. ՄԱԷԽԱՋՅԱՆ. Մի դիֆերենցիալ հավասարման լուծումն ըստ փոքր պարամետրի 
վեր|Ո1ծմահ (ամփոփում)

Ներկա հողվածում ուսումնասիրվում է X« (ք) պատահական պրոցեսի, որն առաջացել Լ 
ղինամիկակտն համակարգի գաուսյան գաջտերի փոքր գրգռումների հետևանքով, վերցվտծրս։- 
յին ֆունկցիաների. ասիմպսւոտիկան , երբ Տ —» 0, ինչպես նաև գտնված է այգ պրոցեսների 
ընտանիքի ագգման ֆունկցիոնալը։

S. R. MALKHAZIAN. On the decompotitlon by a email parameter 
of the eolation of a differential equation (summary)

In this paper asymptotics of selective functions of a random field x* (f) when 
։ -»0 is discussed, the field being obtained as a result of perturbation of a dynamic 
system by small Gaussian fields. Besides, the' functional of action for this class is 
found.
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