
ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՕՕՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Մաթեմատիկա XVIII, № 1, 1983 Математика

УДК 517.53

Ф. А- ШАМОЯН

О НУЛЯХ АНАЛИТИЧЕСКИХ В КРУГЕ ФУНКЦИЙ, 
РАСТУЩИХ ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ

1°. Пусть 1] — единичный круг на комплексной плоскости. Сле
дуя М. М. Джрбашяну (см. [1], [2]) обозначим »через Д’, (а — 1) 
класс аналитических в круге функций /, для которых

1

О —ж

г*)* ln+|/(re'*)| rdrdy (0.1)

В работах [1], [2] им была установлена каноническая факториза
ция классов Д’. На атом пути был открыт новый класс функций 
ж, (г, г*), аналитических в круге II, с нулями в точках произвольной 
последовательности {г*}” (|х*| < к*+1|<1), удовлетворяющих условию

где

2 (l-|ztl)*+2<4-oo. լ (0.2)

Эти функции при условии (0.2) определялись следующим образом:

£/.(*»
1Կ*

!«■

- у r<2 + g + fc)
է ^Г(1+а)Г(1+Л)

!֊‘ dt, z, ՀՀՍ.

Как было отмечено в указанных работах, при целых а, а.-=р произ 
ведение ~р принимает следующий простой вид:

itp(z,r*)= Г]Л _1 ֊ 1«Г Ն„ IУ А Р—liiri 
l—zkz/ m \1—zjt z ) J

(0.3)

В работе [3] автором было доказано, что при условии и 
(0.2) произведение М. М. Джрбашяна (г, г*) принадлежит классу 
Д’ и, тем самым, вместе с результатами работы [2] получена полна я 
характеристика нулей классов Д*(»>— 1)*.

Отметки, что частим! служа! в г ого ревультата был пароотжрыт в работе [4].

о
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В первом параграфе настоящей статьи, используя произведения 
М. М. Джрбашяна, мы получим характеристику нулей более общих 
классов функций (теорема 1).

2°. Чтобы привести основной результат второго параграфа, пред
варительно введем следующие обозначения. Пусто X (х)^>0 монотон
но растущий вес на полуоси (О, + °°) и пусть //(£/) множество всех 
голоморфных функциий в и. С функцией X свяжем класс голоморфных 
функций Х~

Х? = {/€Я(О):Ь|/(г)|<Л/Х <°-4>

где А{ и В/ — абсолютные постоянные, зависящие только от /.
В том случае, когда X имеет конечный степенной порядок боль

ше единицы, в работе [3] была получена полная характеристика ну
лей функции из класса Х\. Из этой характеристики следует, что ну
ли этих классов существенно зависят от их расположения по аргу
ментам. Используя эту характеристику легко, например, построить 
последовательность |я*)Г и функциюЛ՜*”, / (г)О, / (г*) = О, £=1, 
2, • • •, в то же время любая функция из класса X™, которая обращает
ся в нуль на последовательности ||г*|}Г, тождественно равна нулю. 
Результаты второго параграфа показывают, что когда >. имеет бес
конечный порядок роста, аналогичное явление отсутствует. Чисто в 
терминах Цг*|}“ дается полная характеристика нулей функции из клас
са X՞. Кроме того, во втором параграфе получены новые свойства 
нулей функции из класса ХТ, когда X имеет конечный степенной по
рядок роста.

§ 1. Нули функций из класса А'ш

Пусть <о (г)> 0 — монотонная функция из класса С1 [0,1), та
кая, что

Сш (/) Л< +оо,зир К----- ^■[ < < + со, (1Д)
0 г.<Г<1 | ш (г) I

где го£(О, 1). При этом, в случае, когда ш монотонно растет, будем 
предполагать, что 0<^дв<^1.

По аналогии с классом /4;(а> — 1) определим класс А*а сле
дующим образом:

1 «
| € Лг(^): У У'л (г) 1п+ |/(ге,?)| гс1г(1 + °° 1 ■

Если то через 2/ будем обозначать множество всех
нулей функции / в 6/.

1 еорема 1. Пусть ш— монотонная функция, удовлетворяю
щая условию (1.1). 2 = {2/}—последовательность точек из еди
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ничного круга. Тогда для того, чтобы последовательность Ъ была 
представима в виде 2 = 2/ при некотором /^А*т, /^0, необходи
мо и достаточно, чтобы

2 (1-|«1)’Ч(Ы)< + «>. (1.2)
*—1

Если последний ряд сходится, то при а.^> произведение М. М. 
Джрбашяна к« (г, г») принадлежит классу А‘ш.

Доказательству теоремы предпошлем следующую простую лемму.
Лемма 1. Пусть ш—монотонная функция, удовлетворяющая 

условию (1.1) Тогда справедливы следующие оценки:

1 1
(1-р)3ш (р)<2’“+3У У ю(п)ЖЛ, г0<р<1, (1.4)

р <

где да и гй — положительные числа из (1.1).
Доказательство. Если ш монотонно растет, то неравенство 

(1.3) очевидно. Предположим, что «>—убывающая функция, тогда из 
условия (1.1) имеем

֊(4тг<г^7- ^(го.1). (1.5)
«(О 1— I

_ / 1+р \Проинтегрируем указанное неравенство по интервалу I р,------  I, по֊
\ /

лучаем
1п ( Л/*? \А Ча 1п 2»

\ \ 2 // 
т. е.

<» (р)С2’“ш (Чр) '

Неравенство (1.3) доказано. Для установления (1.4) заметим, что
1+р

11 12
У У ш (ц) би(Ц > у у ш (и) </« л > 

р < • Р ‘

в случае, когда ® убывает.
Отсюда, применяя неравенство (1.3), получим неравенство (1.4) 

Если же ш растет, то неравенство (1.4) очевидно. Лемма доказана.
Доказательство теоремы. Тот факт, что нули каждой 

нетривиальной функции ив класса А* удовлетворяют условию (1.2), 
непосредственно следует из неравенства Йенсена и леммы 1. Дока֊ 
1331—2

щупать««։.
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жем, что если |г*)“ (|х*1С|**-ц|< 1) удовлетворяет условию (1.2), то 
при произведение М. М. Джрбашяна ««(г, г*) принадлежит 
классу Л*. Используя (1.1) докажем, что если ряд (1.2) сходится, то 
при а > д.

2 (1-1г*1)“+’< +°°- О-6)

В самом деле, если а> растет, то сходимость этого ряда очевид 
на. Предположим, что ш 1 О, тогда проинтегрировав неравенство (1.5) 
по интервалу (г0, р), где г0^р<О> получим

(1-Р)’- < ֊Ц^֊ " <р>-

Следовательно, из сходимости ряда (1.2) следует (1.6). Продол 
жим доказательство теоремы. По лемме 1.2 из [3] имеет место оценка:

+ “ । 1 । .Я t«4-2

In |к« (z, z*)|< const 2 —=~՜ * (1-7)
*-i i 1—•։* * I

Отсюда имеем
1 ж

J J “ (?) b+ |k. (pelf)| prfpcty < 
0 —x

<const f f

0 — «

Теперь оценим интеграл

i Г _ Г_____
J |1 —г* pezT|“+2 J |1—|z*| pe'’’|’ + W 
-я —К

Ясно, что
к

J — f___________ ________________ _
-я [ (1— |г*1 p)s+4|z*| Р sin* — j

т. е.

у = С ________ ____________ +
1»|<(1-1»*1Р) ^(1 k*| Р)* + 4|z*| р sin*-2-j

С def+ j ( )‘/?=Л+/1.

(1.8)
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Сначала заметим, что

71 < (1—к*Гр)‘+։

Займемся теперь оценкой интеграла /։. Будем 
2 2 _

|в*|, р> — • Поскольку |зтф|> — [<р|, <р£ —— 
2 я [_ 2

Г 2тгв+2 с/ф 2я*+2/ 1
7։"՜ , (?)’+2 = а’+Т к(1-к*|р)‘+։

1֊ I«* 1р

Следовательно

предполагать, что

' \* + 1 7 (1—к*|р)“+1
Для доказательства теоремы остается оценить интеграл

Г «>(р)</р
] (1-ЫрУ 
О

г*1 (р) </Р
] (1 —|н*|р)ж+։
О

ц> (р) </р
(1 ֊ |я*| р)-+։

Сначала предположим, что ш монотонно возрастает, тогда

« (Р)
(1-ЫрГ1

Ш |я*|)
"՝*(1֊к*1Г՛ (1.9}

Для оценки /։ заметим, что

4<(1-ЫУ+։ ш (<) л. (1.10}
1**1

Проинтегрировав последний интеграл по частям, получим 
1 1

У ш (р) е/р = ш (|я»|) (1 — |гл|) + (?) С1 ~ ?) ^?-

Отсюда, ввиду условия (1.1), можем написать 
1 1

У “ (р)</рО (к*|) (1 — Ы) +<?« У ш (р) </р 

1**1 1**1
и повтому

“(?)</?
(1-М)ш(М (1.11>
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■Объединяя оценки (1.9) — (1.11), приходим к неравенству

С Ц> (?) Д^Р <х-_։0(к*1) / । \ . (1.12)
3 (1 - |г*| р)в+։ (1 — 1**0* \ а 1-<7«-/
О

Теперь оценим интеграл I в предположении, что о» монотонно 
убывает. В этом случае легко видеть, что

. ш (Ы)
* ' (1-Ы)’

и в то же время
_ м(р)</р < (?/ <«(р)г/р

1 “3 (1֊Ыр)’+՛ "3 (1֊Р)'+։ ’ 
и о

Проинтегрировав интеграл справа по частям, получим 
/г*1 • '*! . .
Г ш (р) </р _ о> (|гл|) _ о>(0)___ 1_ Г ^(р)_^Р ։
3 (1֊р)*+։ “а(1-к*1)։ « “3 (1֊Р)‘ ’
о о.

И таким образом

W (р) Л , Ц|,(р) (1 — P) \ d, < 1 ю(**|) .
(1 —р)։+։ \ аш(р) / ' 1 ( 1—|z*|)։

Используя оценку (1.1) и условие а > q^, получаем неравенство 
i ( 1—?)<*>'(?) j _ Vœ 

aw (р) a
и поэтому 

1։л1
’ № (р) < 1 <■>(>*!) Г113

J (1-рГ+1 a_Çu, (l֊|z*|)« ' 1

Комбинируя оценки (1.12), (1.13), окончательно получим
7<С(Чи, а)^1

Следовательно, если учесть также (1.8), можем написать 
1 « 4- *

О) (р) 1п+ К (ре'?)| pt/pj<p < C(çwa) 2 (1 — |z*|)s ш (|z*|) <4֊со. 
fc=l

Теорема полностью доказана.

§ 2. О нулях голоморфных функций с мажорантой 
бесконечного порядка роста'

Пусть л - монотонно растущий вес на полуоси (0, + <«), X (х} Ъ О 
(0, + °°)» ^£С1(0, 4-оо). Положим
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® (х) = ^-֊ > <р (х) = 1п X (х).
Х(х)

Будем предполагать, что Х(х)н=1, х£ [0, 1]. В статье [3] при сле
дующих предположениях

1 < Нт <о (х) < Пт ш (х) < + оо (2.1)
X — + «о .с — + -

была получена полная характеристика нулей функций класса Х\. 
Здесь мы будем предполагать, что

Нт ш (х) — 4՜ оо. (2.2)

.При этом выполняется еще условие

lim lim ■ = 0. (2-3)Л.+. w.(u(Ar) ' '

Теорема 2. Пусть ш удовлетворяет условиям (2.2), (2.3), 
и пусть Z = совпадает с множеством нулей некоторой функ
ции f^X?,f^O, тогда существует положительное число 
С = С (J) такое, что

2 ехр (—? ( -Сг~ ))< + «». (2-4)
I U-W/J

И обратно, ес .и Z = {z*}?—последовательность точек единично
го круга, для которого ряд (2.4) сходится при некотором С>0, 
то можно построить функцию f^Xx, так, что Z/ = Z.

Доказательству теоремы предпошлем следующие леммы.
Лемма 2. Пусть «> удовлетворяет условиям (2.3), тогда для 

любого положительного числа А существует число В = В (Л) та
кое, что

A j ^-dt<. j dt, х£(1, +оо).

1 i
Доказательство. Пусть з^О, тогда по условию (2.3) су

ществуют положительные числа Во = Во (г), х0 = х0 (з) такие, что

как только В > Во, х > х0

ш (х) <е
ш (В х)

Подбирая Во таким образом, чтобы

получаем 
(х)

ш (Вх)
<е, при 1<х<х0,

„ Ш (0 w(Bt) .Следовательно,----- - <е —з—, при всех £>1.
t t

Проинтегрировав ука

занное неравенство по интервалу (1, х), получим
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л.

Теперь во втором интеграле произведя 
приходим к неравенству

, Вл

замену переменной В1 = и

Вл
Г ц (и) <1и.е

Остается здесь положить е=А * > и лемма доказана.
Лемма 3. Пусть т (С, х)=~—1- |Ч = Р> |*1 = г »

1—ч 2\
+5 ,г . _ 1-----, тогда т (ч, г) < —• •
6 2
Доказательство. Поскольку

(Г !-Р3 _ / 2 /о
. т (ч, г) - । /1 \ 1 1 г ’ (2-5)1— ?г 1— р+р(1—г) 1 । 2_ £ £.

2 1-р

, - 1֊г 1֊Р - 1то в условиях леммы имеем 1— р С —-— ' ------  ֊> —•
6 1—г 6

Поэтому по неравенству (2.5) т (С, г) ֊С — и лемма доказана.

Доказательство теоремы. Сначала докажем, что если 
, /^0 и /(г*)=0, ^.=>1, 2,---, то выполняется (2.4).

Ради удобства будем предполагать, что

1ог|/(г)| < ехр | <р (—1> г^и, /(0) = 1. 
I \1—|г|/)

Тогда из неравенства Йенсена непосредственно следует
Г

у ехр |? , о<г<1, (2.6)

О
где п (1) — число нулей функции / в круге |г </. Отсюда для п (г)
получаем следующую оценку:

откуда вытекает, что

Пусть С > 2 — фиксированное число, тогда
V
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I
+- I / 3 \1 Г ( / 3 м?_ =«р (- СЧ =] «р (֊' (2-рГо)| ֊ '■
* • о

Проинтегрировав указанный интеграл по частик, получим

п (/)/= ехр

Следовательно, если учесть также (2.6), можем написать неравенство

1
/<4с(՝ехр|֊(с֊1)Т 

о

к2(1-оЬ, 
и (1-0 // (1 — 0*

’Но поскольку и» (0 возрастает, то ф (/) 1п 1, и поэтому 
1 ф' (—-—

/<зс Гехр(-(с-2) «р /—З—Ч-кга-О/л=
3 I \2 (1—0/1 (1-о։

2С
(С-2)

( / 3ехр — (С — 2) ф (---------- )
1 ' \2 (1-0/1

I

о

_^-ехр((2-С),(А)),

т. е.
+ ~
2 ехр
1=1

3 
2(1-1**1).

ЛАЯ любого С >2.
Поэтому на основании леммы 2 заключаем, что

+~ ( / 5 \12 ехр _?(тг[7т) 
а=1 I ՝1 1г*1 / ]

лая некоторого В = В (С)>0.
Первая часть теоремы доказана. Докажем обратное утверждение.
Пусть (г*]Г — произвольная последовательность из единичного 

круга |г*|< |г*+1|<1, к = 1, 2,-՛-, для которого ряд (2.4) сходится. 
Для простоты будем предполагать, что С=1, т. е.

(2.7)

Построим функцию такую, что /(и*) = 0, к =1, 2,-• -,/(я) =/= О, 
X 2*- Подберем натуральные числа р*, £=1, 2,- • • таким образом, 
чтобы
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(1—|ж*|)р* <ехр I— —7-г)1> *=1> 2>"-
( \1 — |жл| /)

В качестве рк выберем, например

(2.8)

По аналогии с произведением (0.3), положим

Тогда легко видеть, что бесконечное произведение

к (г, хк, Р*)=П АРк(г<
Л-1

равномерно сходится внутри 6/.
Докажем, что Использовав известную оценку (см. [5])

для фактора АРк (г, С), получим

I 1 — <■ 
и, следовательно, для к имеем

1п |к(ж, ж», р*)|■< I - I * , [/, (2 9)
л-111 — г» ж I

Оценим последнюю сумму. Пусть

причем
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Заметим, что

t*- < = 1 +>1<2. к = 1, 2,- •..
|1— Zkz\ 1— |Z*|

Поэтому

/։<2 2 exp \рк In 2J < 2 2 ехр/уЛ-1
1 1 I \ 1 ֊ |г*| / J

т*>у тЬ>-2

/ 6 \1С const exp ( 2 <р (------ I >
I \1 —|z|/J

(здесь мы учли лемму 3). Теперь, использовав лемму 2, будем иметь
( / В \1 

it < const exp I <p ---- j-jy f ’

при некотором B^>0 и теорема доказана.

Пусть к (z, zk, рь) — произведение, построенное в теореме 2. 
Используя рассуждения, приведенные при доказательстве теоремы 2, 
легко установить

Следствие 1. Пусть К удовлетворяет условиям теоремы 2 и 
/€ Z/=(z*)”, тогда / допускает представление

/(«) = « (z, zk, рк) exp {g(z)|, z^U, 
где функции к (z, zu, рк)> exp (± g (z)) принадлежат классу X™.

Как уже отмечалось выше, в работе [3] получена характеристика 
нулей функции из класса X? при условии (2.1). А именно, доказана 
следующая теорема.

Пусть

Л* i =<z : 1------ << z -----------» —< arg z<C---------- } >' | 2* •|IX 2*+> 2* 2‘ J

k = l, 2, --, Z = -2\---,2* —1.
Теорема А. Пусть Z = [zi)“ — последовательность точек из 

единичного круга, nt, i— число точек [z*} в прямоугольнике Д*. i, тог՝ 
да следующие утверждения равносильны:

1) Z = Z/ для некоторого f^X?,
2) n*.,<const Х(2*), fc = l, 2, ••, 1= — 2к, --,2к—1. (2.11)

Исходя из этой теоремы установим следующий результат.
Пусть ф (х) > 0— монотонно убывающая функция на полуоси 

(О, 4֊ со), причем 1 im ф(х)=0, Х(х)—мажоранта, для которой вы- 
полняются условия (2.1).

Теорема 3. Пусть ф и X удовлетворяют вышеуказанным 
условиям. Тогда следующие два утверждения равносильны:
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1) 2

для произвольного {**)“—%/>
+»

2) Г ф(х)Х(х)</х<+ оо.

Доказательство. Сначала докажем импликацию 1) —> 2). 
Пусть /—функция из ЛГ, 2/={«)”, для которой пк. I = [X (2*)], к = 
= 1,2, •••,/ =—2*,•••,2*—1. Принтом будем предполагать, что 
я*£Л*. /—> х* = 1---- —, причем является нулем кратности [X (2*)]_

2
Существование такой функции следует из теоремы А. Тогда имеем

=2 2з I»֊ (2*)] Ф (2‘) =2 2‘ Iх (2‘)] Ф (2‘) 

*-։/_֊։» *-։

и таким образом

3 2‘/.(2‘) ф(2‘)<+оо.

Следовательно

(2.12)

Теперь докажем обратное утверждение. Пусть интеграл 
сходится, тогда

(2.12)

Теперь заметим, что в условиях теоремы

Х(2*) <2?Х(2*֊’), где р = зи хУ(х)
Чх) (2.13)

В самом деле, носкольку — - ■ 
Х(х) < —» то интегрируя указанное нера-

венство по интервалу (2*՜1, 2*), получим

1п ' М2*) \ <₽1п2,

т. е. X (2*) ■< 2՛4 X (2*՜1) и неравенство (2.13) доказано. 
Отсюда вытекает сходимость ряда

32‘Х(2*)ф(2*)<+оо.
*-1

(2.14)



О нулях аналитических функций 27

Пусть {**)* — произвольная 'последовательность, удовлетворяю
щая условиям теоремы А. Тогда учитывая (2.14), получим

+- / 1 \ +- ։‘՜’ ( , / 1 \ I <
£ Д 1 **| / ~ 1г<"1' ^»6**, Л

< СОП312 2*Х(2‘) I (2*) < + °°
*=։

м теорема доказана.
Институт математики 
АН Армянской ССР Поступила 2.11.1982

i. Ա. ՇԱՄՈՅԱՆ. Հրչանում անալիտիկ և մինչև եզրը անող ֆունկցիաների զերոների մա
՛սին (ամփոփում)

Դիցուք ա (ր) > Օ֊ք մոնոտոն ֆունկցիա է Լ1 (0,1) դասիցլ իսկ Հ1 ա ~ն շրջանում անա
լիտիկ այն / ֆունկցիաների ղասն է, որոնց համար

1 к
J po (ր) ln+l/ (rel*)\rdrd գ <Լ + 00 •’ 

о ֊X
Հողվածում ա -ի վրա որոշ սահմանափակումների դեպքում տրվում է A ղասի դե֊ 

լրոների Աւիվ իլար ակտերիստիկան լ

F. A. SHAMOYAN. On of zero» function» analytical in the dite 
and growing near it» circumference (summary)

Let w (r) > 0 be a monotonous function from L1 (0,1), and let Aa be the class 
of holomorphic in the unit disc functions for which

I к
J J Ш ^Г^п+ rdrd<f< + oc. 

о -к
Under some restrictions of cn the a complete characterization of the function 

belonging to Aa is obtained.
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