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§ 1. Постановка задачи. Необходимые пространства

На поверхности цилиндра (?=[0, Г|Х 51, где 51=(х = е'Л 0< 
^х<2«)—единичная окружность, рассматривается задача Дирихле 
для нелинейного гиперболического уравнения

А (и) 3 О’п + 1 <֊»,= Л«, х); (1)

и (0, х) = и' (0, х) = 0, (2)

и(Т, х)«=а' (Г, х) = 0. (3)
д»

Здесь и = и (I, х): О-»R1 — искомая функция, □=------------------- волно-
ог дх*

вой оператор, р >1 — произвольное число.
В настоящей работе методом компактности для нелинейных урав

нений (см. [1], [2] и др.) доказывается корректность задачи Дирихле 
для нелинейного гиперболического уравнения вида (1). Отметим, что 
в случае линейных гиперболических уравнений с двойными характе
ристиками корректность задачи Дирихле была установлена в работах 
{3], [4] методом эллиптической регуляризации.

Как известно, рассмотрение задачи (1)—(3) на поверхности ци
линдра эквивалентно рассмотрению этой же задачи в прямоугольнике. 
ф=[0, Т\ X [0, 2к] с дополнительным условием периодичности по х 
В дальнейшем удобно рассматривать исходную задачу именно в этой 
форме.

Введем необходимые пространства решений и (I, х) и правой 
части Л ((, х) и дадим определение обобщенного решения.

Обозначим через //(£)) пространство, полученное замыканием 
гладких функций и (<, х), удовлетворяющих условиям (2), (3) и перио
дических по х с периодом 2я, по норме

— во «?) + ||։Лр((?)- (4)

Очевидно, —банахово пространство (при р = 2 — гильбертов о 
пространство).

Отметим, что функции и({, х)£ //((2) имеют следы и (/, х) и 
и И, х) при любом < С £0, Г] и удовлетворяют условиям (2), (3). Это 
вытекает из известной оценки решений задачи Коши для волнового 
уравнения:

Client
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юах^ ^Ы/ Х^"(0> 5։) Х^։<0՛ с Ю ։фч(О)>

с0 — некоторая постоянная.
Пространство Й ((?) есть пространство обобщенных решений 

задачи (1)—(3). ։. ։ ....

Опр е деле ние 1. Функция и (/, л)£//((?) называется обоб
щенным решением задачи (1)—(3), если она удовлетворяет интеграль
ному Тождеству

У У □ и + У У |и|р՜2 =ууЛи</(?| (5)

QJ ■ • С1 - • О

где V ((, х) 6 (<2) ~ произвольная функция.
Правая часть А (£, х) бу^ет выбираться из пространства Ьр- (<2),

, р • I. :•
где р =-------  •

р֊1 • ... .

§ Основная теорема

Целью настоящей работы является доказательство следующего 
утверждения. :

Теорема. Для любого х)£Ьр- ((?) задача Дирихле (1)’— 

(3) имеет единственное решение и (1, *)€*(<?).
Доказа ельство. Пусть иг (#, х), V, (/, х), • • •—полная си

стема функций в Й (О. Приближенное решение ия (/, х) ищется в 
виде

Л . •

Ил (6 х)=^ х), , ...
/->

где неизвестные постоянные сх, с8, • • •, сп определяются из системы 
(нелинейных) уравнений

\ — Г ('[ д’ил ]Г д8«/ I ,

<?

+ Уу1Ия|- Чп О;«/хЛ=ууЛи) (1x61,)г = 1, п. (6)

V а

Для доказательства разрешимости системы (6) относительно с1։ с։, • • > 
• ••, ся нам понадобятся следующие две леммы.

Лемма 1. Пусть Р(С)=(Р1 (С),՝•••, Рп(С))—непрерывное ото

бражение К՞-♦ R1. Пусть далее на сфере 5.?= (С :-|С| = R} (R 0— 
некоторое число) выполнено .условие острого угла“

(Р(С), С) >0.
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Тогда существует по крайней мере одна точка С, [С| R, 
кая, что

Р(С) = 0.

Лемма 1 известна и ее доказательство мы не приводим, 
можно найти, например, в [1], [2].

Лемма 2. Имеет место следующее равенство:

<^Аия, Ил^=1П Плк,(9) + 8ил1^р (О- 
»: а

Доказательство. Имеем

Г ГI ^ип _ даиЛ 
131 де дх3 
9

д3 vյ д3 V] 
де ~ ~д^ё

|°՜2 и„ V, дхд(, /=1, 2,- • •, п.

та-

Его

(7)
а

Умножая (7) на Cյ и суммируя по / от 1 до п, получаем

д3 ип 
дх3 ’**+Й

<?

• = 10 И/Лд. «?) + |нл|4р (<?)•

Из приведенных лемм вытекает разрешимость системы (6) относитель
но с1։ са,---, ся. Действительно, обозначим через

□ ия дхд1 +

<?

1-2 иг. V/ dxdt vյ дхд1,
О

1, 2.
а

, п
и покажем, что векторное поле

Р (С)=|Л(С), РЛС), --, Рп{С)\ ,

удовлетворяет условию леммы 1, т. е. при |С| ^>1: (Р (С), С) 0. 
Имеем

(Р(С), С)^<ДИя, Ия> । Лия <ЛсЛ = 

<3

Так как А (<, х) (О), то применяя неравенство Юнга, получаем
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,р' >1х(Н, (8)

где а> 0 — произвольная постоянная. 
Таким образом

Р

р dxdt — с (&)

р

dxdt 4՜ (1 — ®)

(Р(С), С)> |0 uп\,dxdt+ У у |уяр dxdt — 

Р

У У |Л|Р'АЛ =

У у |ия|р dxdt— с |Л|Р' dxdt

= ։□ (Р) + (1 — •) М’, <Р) — С (е) [Л’а,- (рг

Итак, при некотором фиксированном в 1 получаем, что

(Р(С),С)>0, (9)

если норма |0 Нлк, (Р) + «з) достаточно велика. Поскольку в ко
нечномерном пространстве все нормы эквивалентны, это означает, что 

неравенство (9) выполнено и при |С| = Р, где достаточно ве
лико.

Таким образом, разрешимость системы (6) установлена и после
довательность приближенных решений мЛ (/, х) найдена.

Получим для иЛ (6 х) априорную оценку. Докажем, что для всех 
л = 1, 2,••• справедливо неравенство

10 «л|1,«?) + ЬяЦдд к» < с, ՛ (10)

где с = с(Л) не зависит от л.
Действительно, из системы уравнений (6) имеем

У У □ Ня □ Ил dxdt+  ̂у |и„|р dxdt = Л ик dxdt.

9 Р ' Р*
Отсюда, применяя неравенство (8), получаем, что

У У |0 Пл|* dxdt+ (1 — в) Ц 1нп|р dxdt 

Р ' Р*

•С с (в) |А|Р’ dxdf.

։ Р
При 0<е<^1 фиксированном это означает справедливость неравен
ства (10).

Из оценки (10) и слабой компактности огрниченных множеств в 
рефлексивном банаховом пространстве вытекает, что существует под
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последовательность (обозначим ее по-прежнему и„) такая, что ип (/, х) 
сходится в Ьр (О) к некоторой функции а (£ х) слабо, а 0 и„ ((, х) 
слабо сходится в Ц (О) к функции то (#, х). Учитывая, что 0 — замк
нутый оператор, имеем то (/, х) = П и (/, х). Таким образом,

ип (/, х) — и (/, х),

□ и„ («, х) -» □ и 0, х),

л —» со, слабо, по крайней мере в
Однако, ввиду нелинейности рассматриваемой задачи, полученной 

слабой сходимости недостаточно для перехода к пределу при л —* оо 
в приближенных уравнениях (6). Покажем, что из оценки (10) следует, 
что Пл (Л х) -» и (И, х), л —» оо, сильно в £а (0). Для этого восполь
зуемся известной оценкой решений задачи Коши для строго гипербо
лического уравнения и, в частности, волнового уравнения. Именно, 
если и (/, х) — решение задачи Коши

□и = /((, х)

(при условии периодичности по х), то имеет место неравенство

Ида (f, х) 2 du(t, х)21 ^,|п „ мп+ -%- |*<*|П<М1. (11)

о

где к > 0 — некоторая постоянная.
Так как в силу (10) для приближенных решений ип (t, х) имеем 

О нл|д, (<?) < с, то получаем оценку

шах
*610. 71

дип (t, х) 2 
dt

■ I дип (t, х)
| дх

4х +
2

J J |пЛ (f, х)Р 4x4t < с (А).

Отсюда, в частности, получаем оценку

(Q) с,

где с> 0 не зависит от п=1, 2,•••.
Из этой оценки и из компактности вложения ((2)с£,։(С) 

следует, что подпоследовательность сходится к и (<, х) сильно в 
£։«2).

Покажем, что найденная функция и (£, х) есть искомое решение. 
Для этого зафиксируем в (6) индекс / и устремим л -» Последо
вательно имеем

У □ Пл 4x4t УУ □“ 4x41,

ибо □ ип -»■ [] и, л — со, слабо в Z։ (Q).
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Так как ия(*, х) -*а (t, х), п — со, сильно в £։(Q), то сущест
вует подпоследовательность (не станем менять обозначений и обозна
чим ее опять через U^t, х)) такая, что

и« (6 х) — u(t, х), п -» <», почти всюду в Q.

Покажем, что
J У |ия|р՜’ Un vj dxdt -* у у |u|p՜2 и vj dxdt, n -> о>. 

У Q

Как известно (теорема Д. Витали, см., например, [5], с. 149), доста
точным условием возможности предельного перехода под знаком ин
теграла является свойство равностепенной абсолютной непрерывности 
•емейства интегралов.

В нашем случае надо установить равностепенную абсолютную 
непрерывность семейства интегралов

У у |un|p-։ u« v, dxdt. (12)

Q ••

ДейсФвительно, хорошо известно (следствие теоремы Ш.—Ж. Валле" 
Пуссена, см., например, [5], с. 152), что если семейство функций 
/(/, х) образует ограниченное множество в Lp (Q), то интегралы 
У У 1/(6 х)|* dxdt равностепенно абсолютно непрерывны для любого

<1<Р-
Так как для приближенных решений ип (t, х) имеем

У у |ид (6 х)|р dxdt •< с,

то отсюда следует, что при любой фиксированной функции v/(f, х) 
(базисные функции vj(t, х) можно считать гладкими) интегралы (12) 
равностепенно абсолютно непрерывны.

По теореме Д. Витали получаем, что

УУ |ия|р-։ ип vj dxdt — yj |и|р"2 uvjdxdt, n֊+ со. 

Q Q
В итоге полученных рассуждений из (6) следует, что для любой ба
зисной функции V) (t, х) в пределе имеем

УУо U« Dv/rfxrZf-|- yj* \и\р~г и vj dxdt = у у А vj dxdt, 

;=i. i-- 
о

Так как система {и; (t, х)) есть полная система в Н (Q), то n(Z, х) 
удовлетворяет тождеству
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V« £//(<?), то есть найденная функция удовлетворяет исходному 
уравнению в смысле обобщенных функций.

Далее, из оценки (10) и неравенства (11) вытекает, что предель
ная функция и (6 х) удовлетворяет всем граничным условиям (2), (3).

Итак, существование решения задачи (1) — (3) установлено.
Единственность. Пусть их(1,.х) и и։(£, х)—два обобщенных 

решения задачи (1) — (3) с конечным интегралом
У У|0 1’ + У У |«| ? /=1,2. (13)

По определению обобщенного решения функции щ х) удовле т- 
воряют интегральному тождеству

Г ГП «Ч □ vdxdt 4- И I И/ р-։ и1 V dxdt =

г г <14)= I 1 hvdxdtt /=1,2,

где V Ц, х) — произвольная функция.
Вычитая в (14) одно равенство из другого, получаем, что для 

любой функции и(/, х)£Н((2) имеем

УУ □ («! — и2) 0 о Л 4- у у [|их|р՜2 их — |и։|р՜2 и։] V dxdt = 0. 

՛ <? О

Положим в этом тождестве *о(/, х)знцх(<, х) — ы։(/, х). Тогда полу 
чим, что

| Ю(В1— и։)|։ЛЛ4-

а 0՝

Нетрудно вычислить, что

2 пх — |и2|р՜2 и։] (их—и2) dxdt = 0. (15)

<?

> Од |их—

где а0^>0 — некоторая постоянная.

Следовательно, из (15) получаем, что

<? Q

Из последнего неравенства следует, что их(£, х) = ия(1,х). 
Теорема доказана.
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Замечаем е. Отметим, что совершенно аналогично может быть 
рассмотрена более общая задача

П։«+/(«*) = Л G, х).

где /(и) — непрерывная монотонно возрастающая функция. Кроме то
го, тем же методом можно изучить нелинейные краевые задачи для 
гиперболических уравнений высших порядков с двойными характери
стиками. Этому вопросу будет посвящена другая работа.
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V. Գ. ԴԱՎԹՅԱՆ. Ս՜ի ոչ գծային հիպերթոլական Տավասարման Տամար Դիրիխլեի խնդրի 
մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում է Դիրիխլեի խնդիրը բազմապատիկ բնութագրիչներով ոչ 
ոչ գծային հիպերբոչական հավասարումների մի դասի համար։ Դրված խնդրի համար կոմ- 
պակտոլթյան մեթոդով հաստատվում է չոլծելիոլթչունը։

М. D. DABTYAN. On the Dirichlet problem for a nonlinear 
hyperbolic equation (summary)

The paper considers the Dirichlet problem for a class of nonlinear hyperbolic 
equations with multiple characteristics. The existence and uniqueness of the solution 
is established.
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