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§ 1. Введение. Формулировка результатов

В этой работе исследуется уравнение
00

ф(0-J*(*-S)<p($)  ds = f(t), t >0. . (1)
О

Здесь (— °°. «°)» f^.Lp (0. °0). Кр < °°> <Р ищется из того же 
класса L՜ (0, со), которому принадлежит /. В случае, когда символ 
уравнения 

ас

1—К(Х) = 1 — ^k(t)e“xdt 

— ОО

отличен от нуля на всей вещественной оси, полное исследование (1) 
было дано М. Г. Крейном в [1]. В работах [2—5] рассматривается 
случай, когда символ имеет вырождение степенного вида в некото
рых точках, то есть когда символ допускает представление:

1 —К (X) = П Ç'֊ Y*  ('ï Я(Х).

Здесь X*,  Ху — действите\ьные числа/Re а* 0, Re т)/>0, /У(Х)^=О 
при всех действителеных X. В работе М. И. Хайкина [6] рассматри
вался более общий случай, а именно, когда In (1 — Â?(X)) локально ин
тегрируем на вещественной оси. При дополнительных предположениях, 
что mes 2Г (X) X1. где £’(X) = {f:|l—Æ^(Z)|<^X}, а^>0 и что arg (1 —
— К (X)) ограничен, доказывается возможность факторизации символа 
в классе 5 (класс медленно растущих распределений) и на этой осно
ве решается однородное уравнение

ОО

? (t)— к (f—s) ® (s) ds = 0, t > 0. (2)
6

В настоящей работе методом, отличным от метода работы [5] 
исследуется не только однородное, но и неоднородное уравнение в 
случае, когда символ допускает следующее представление:

1-Л'(Х) = 9(Х)(1-/У(Х)). (3)
Здесь H (X) — образ Фурье функции Л£2.х(—со, со), 1—H (X) =f= 0 
для всех X, a i (X) имеет следующий вид:



0(к) = 1, |Х|>2в; 0(Х) = (4)
кь

где а и Ь — постоянные, а =/= О, Ь У» 0. Кроме того предполагается, 
что 0 (к) не обращается в нуль нигде, кроме точки нуль, и что 0 (к) 
бесконечно дифференцируема везде, кроме точки нуль. Кроме того 
предполагается, что 04 — аа — действительное число (хотя <4 и я։, во
обще говоря, комплексные числа, такие, что Ие > 0, Ие а։ 0). В 
дальнейшем не умаляя общности, можно предположить, что «4—а»^>0.

В параграфе 2 будет доказано, что при этих условиях символ 
может быть представлен в виде

Ке а+ > 0, 0 < ₽е а_ < 1, ₽ = ’1——, Ф*  О֊) ¥= 0

для всех к £ (£)+ = {г£С : 1ш г 0}, 1У՜ = С : 1т г 0)), 7 — це
лое число. Под РУ(к+г)]* +, [к/(к—г)]՜*֊  понимаются те ветви этих 
функций, которые аналитически продолжимы соответственно в 2)+ и 
I)՜. Пусть теперь

+ехр1 Р б^ГТ՜7՜1՜*՜?)  I’
\к ֊1֊ 1 / | \ • /- +1 4'1 (7)

?։(М = т֊7) ехр[ ? (1ог,—^-т+• (8)
Фо (к) \к — 1 / [ \ л — ։ 2 )

Тогда результаты, полученные в настоящей работе, могут быть сфор- 
лированы так:

1. Случай 1<^р<^оо. Предполагается, что преобразование 
Фурье правой части (1) допускает представление

Ш = <г-^У<7(к)4-ГГ(к), (9)

где С (к)—преобразование Фурье функции £ (I) Г1ЬР, а /’^(к)--образ 
Фурье функции из I1, и, кроме того, Г~ (к) допускает аналитическое

продолжение в £)~; т = Ие а+ + —
Р

, где [•] означает целую

часть числа. Такому условию удовлетворяют, в частности, функции, 
имеющие некоторую скорость убывания на бесконечности, а именно
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р*|/(0|Л<°ъ  к = 0, тп + 1.

* (к) = (х—) б (X) 4- (X). (13)

На О (X) и (X) налагаются те же ограничения, что и в пред
ставлении (9). Тогда теоремы 1, 2, 3 будут верны при замене т на 
т — 1 и подстановке б (К) из представления (13).

3. Случай р = со. При Ие а+4՜ ^[К-е а+4՜ остаются
справедливыми теоремы 1, 2, 3. В случае, когда Яеа+ 4՜ ։?я=[Кеа+4- 
4՜ /Рп] достаточно требовать, чтобы преобразование Фурье правой 
части (1) допускало представление (13). Тогда теоремы 1, 2, 3 будут 
выполнены при замене т на т — 1 и подстановке б (X) из (13).

о
Теорема 1. Уравнение (1) с правой частью, допускающей 

представление (9), имеет решение, принадлежащее Ьр (0, оо) при 
/п4-Т^>0 тогда и только тогда, когда выполнены т 4՜7 условий 

ее
е*е- <Ф։(/) Л-=0, к = 0, !,-••, т 4-7-1, (10)

о

։де фх (/)— прообраз Фурье функции (X) С (X). Однородное урав
нение не имеет нетривиальных решений.

Теорема 2. При т -|-7=0 существует и единственное ре
шение уравнения (1) в классе Ьр при правой части, допускающей 
представление (9). Это решение определяется как прообраз Фурье 
функции

Ф+ (X) = яг1 Р) (֊У Фо+ СО *+ к» (к) с (К)1- (11)

Теорема 3. При т-Н^О уравнение (1) при правой части, 
допускающей представление (9), всегда разрешимо, и однородное 
уравнение имеет |т4"7| линейно независимых решений.

Общее решение определяется как прообраз Фурье функции

Ф+ (X) = к1 <к) (г֊ ) "Т Фо+ (X) х
\Л "Т” / / — I /

х «+к։(х)б(Х)]4- 1
су Х>

(Х-О-т-
(12)

Здесь С) — произвольные постоянные.
2. Случай р = 1. При а+ 4՜ =/=[Ке а+ 4՜ остаются справед

ливыми теоремы 1, 2, 3. При а+ 4՜ /₽« = [Ие «+ 4՜/Р11] достаточно тре
бовать, чтобы преобразование Фурье правой части (1) допускало 
представление
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§ 2. Вспомогательные предложения

Множество функций, имеющих вид

с+ уЛ(Ое'/:֊Л, Л£/А(- 3 ) (14)

будем обозначать R. Класс функций видя (14), когда Л(х) = 0 п.в. при 
х<0, обозначим а класс функций вида (14) с Л (х) = 0 п.в. при 
х > 0 обозначим R՜. Свойства этих классов описаны в [1]. Обозначим 
через Rp, R*,  R՜ классы преобразований Фурье функций, принадле
жащих соответственно £/(— <х>, оо), £/ (0, оо), £*»( — со, 0)(где //*(0,  оо)— 
класс функций из Ьр (— со. со), обращающихся в нуль на (— со, 0). 
Аналогично определяется 2? (—со, 0)). Класс. Rp при некоторых р со
стоит вообще говоря из обобщенных функций, действующих на 5 
(пространство бесконечно дифференцируемых быстро убывающих 
функций) таким образом:

' со

(/»Ф)= У /(0 Ф (0 & при •)» £ 5. 

— оо

Здесь / -- преобразование Фурье функции /. Если функция Л£2? (— со, 

ос), то К/ будет обозначать следующую обобщенную функцию:
оо

(А/, ф) = у (Л * /)(0 Ф (О Л, ф€$. (15)

— оо

Из этого определения ясно, что Rp инвариантен относительно умно
жения на функции из R (умножение понимается в смысле (15)). Ана
логично R*  (R-) инвариантно относительно умножения на функции 
из R*  (R՜). Операторы я+ и переводящие R,, в R? и R՜ соот 
ветственно, определим следующим образом:

«+ [/]= хЛ к՜ [Я = (1— X)/.

где х (0 — функция Хевисайда.
При доказательстве теорем 1, 2, 3 будет использовано другое 

представление 1— К (к).
Лемма 1. При условиях, наложенных на символ уравнения 

(1) в § 1, символ допускает представление (5).
Доказательство. Прежде всего, используя тот факт, что
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4+«. «■+«.
(под Р/(Х 4՜ ։)] >Р>/0-—0] понимаются те ветви этих функций,
которые аналитически продолжимы соответственно в полуплоскости 
и՜*  = (а £ С : 1ш г>0], О~ = {г (; С:1т г <^0}). Функцию 1 — К (X) 
можно представить в виде

1 КСЛ ( >• \ 4 в1М(1-Я(Х)).

Здесь 9։ (X) имеет в окрестности нуля следующий вид:

Для того чтобы уничтожить этот разрыв в нуле введем функцию 
(6). Эта функция в окрестности нуля допускает такие оценки:

ф ('՝) — ехР [Рл’ “ log |Х/(Х + /)|], X -» 4-0, •
ф (/ ) ~ exp [— 4՜ 2«։ Р log |Х/(Х 4֊ /)1], X — 0.

Следовательно, если Р определить из соотношения

2«։р = Ь=2?» 
л*

то функция
(Х)9։(Х) (1-Я(Х))

нигде не обращается в нуль, а в точке 0 имеет разрыв первого рода. 
Значит можно подобрать такое 8, чтобы

была непрерывна в нуле. Для этого можно определить 8 из соотно
шения 

или

3 = — г‘Р« 4՜ log — • 2к а

Окончательно получим, что функция

(X \-։ / X \гГй) (— 
I 

не обращается в нуль на [— со, со] и непрерывна. Кроме того из ви
да функций вг (X) и ф-։ (X) можно заключить, что g (X) £ R. Следова
тельно символ можно записать так:
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Здесь Но (X) 6 И с + Но (X) =^> 0 для всех действительных X. В силу 
этих свойств функция с + Но (X) допускает факторизацию (см. [1]):

с4-Я0(Х) =
/)._Л*Ф п-(к) 
Ь + г/ фо+ (>֊)

В этой формуле Фо+ (X) £ Я^Ф^ (X) £ R՜, Фо*՜ (г) 0 при 1т г > О»
ф- (г) 0 при 1т г О, х — целое число, равное индексу функции
с Но (X). В силу этого соотношения символ можно представить 
так:

откуда и получается представление (5). При этом

а+ = а’ + а?_ _|_ 3‘_|_ I Ие ( + _ З՝) ]+ 1; «_= Ее (^1±2»---- г\ I_|_
4 1\4 /1՜ \ 4 /I

Доказательство закончено.
Кроме того понадобится также одно свойство преобразований. 

Фурье-Лапласа функций из £₽ (0, оо), 1-г£р<;оо.
Обозначим следующую дугу через Ге :

Ге = (х + ։х‘: 0 < х < £}, В > О,
Ге^={х + /х’: £<0. (16}

Л е м м а 2. Пусть

Ф+(к)=^ <р (/) е'л Л, 1т X 0. 
о

Если ф££р(0, оо) при 1 < р < оо, а Ге определяется форму
лами (16), то справедливы следующие оценки:

ф+ (X) — с| = о(1), к -> 0 при р=1, (17)

(18)Ф+ (X)
1

= о (1) |£| р , ? -> 0 при 1 р <С °°»

Г Ф+ (X) гД с0 И֊, 5 -*  0 «ри Р = °°. (19)
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Здесь с = ? (О с0—некоторая _ постоянная, не зави

сящая от <р.
Доказательство. Оценка (17) очевидна, так как при 

Ч £ Д^О, со) ф+ (к) непрерывна в замкнутой верхней полуплоскости 
П‘. Пусть 1<^р<Ссо, 1 —— = 1. Имеем

Р Я

Г е<(Е+Н*)«_1  / Г|е' <'+*'*>11 ’ \в 7= ] ф(') —-—֊*  <М>(]֊—<Со|МрЩ₽. (20) 

0 9

Здесь с0 — абсолютная постоянная, а Мр — норма <р в Ьр (0, со). Это 
доказывает утверждение леммы в случае р = со. При 1<^р<^оо эту 
оценку можно уточнить. Действительно, (18) справедлива для функццй

А1 (0, со), а так как такие функции образуют плотное подмноже*  
ство в Ьр (0, со) при 1<^р<^со в силу (20) получим, что оценка спра
ведлива для всех функций из Ьр (0, ос). Доказательство закончено.

§ 3. Доказательство теорем 1, 2, 3.

Наиболее существенную часть доказательства составляет сле
дующее предложение.

Лемма 3. Уравнение (1) в Др (0, со), 1 р оо при 7 > 0 
эквивалентно следующему уравнению-.

81 (Х) (гТ^У^7г!=к+ (К) (21)
V- + г / Фо (X)

Здесь Д'(л)— образ Фурье функции а решение Ф+ (X) ищется в 
классе /?+.

При 7<;0 уравнение (1) эквивалентно такому уравнению՝.

81 (^Г—У = [л ().) Г(Х)] -1֊ У С~*~ т • (22)
\X-HV Ф+(Х) 1X8 £։(Х —0*

Здесь \— главная часть разложения Лорана функции
л-1 0

,.х/Х —г\т ф+(Х)
Фр՜ (X) ’

Доказательство. Уравнение (1) можно записать в виде?.
«■

? (/)— С к ({ — б) ? («) 4з = Ь (0 +/ (<), —эд<^<;со.
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Здесь ? И / доопределяются на (— со, 0) равными нулю, а Ь (<) 
ределяется следующим образом:

6(0 =

0, / >0
■■

Г к (/ — з) <р (з) </з, / <0.

Перейдем к преобразованиям Фурье:

(1-К(Х))Ф< (>.) = Ф՜ (Х) + /(Х).

оп-

(23)
Здесь Ф+(Х)—образ Фурье у (#), Ф (*•)>  Г (*•) —образы Фурье Ь (I) 
и < (/) соответственно. Учитывая представление (5) уравнение (23)

Фр- 0 О 
Фо+ (X)

ф+ (Х) = ф- (Х)+Г(Х).

Так как (X) £ Я (#։ определяется из (8)), то можно умножить 
обе части уравнения на эту функцию. Тогда получим

л (м (—֊У ֊5—=*• (к) ф՜(к)г ю <24>

определяется из (7)). Так как Я» (X) / (X) £ Яр, то эта функция 
единственным образом представима в виде суммы функции из и 
функции из R՜’.

л (X) /= (X)=«+ (0 г (X)] + «֊ [Л (X) г (X)].
Учитывая это равенство, уравнение (24) преобразуем в следую

щее уравнение:
л 00 (-֊4У пй=л 00 ф՜ 0) + «+ [л (X) Г(Х)] 4- К-[Л(>.) гр.)].

\Х ֊г I / Фр (Л)

Предположим сначала, что 7 ^-0. Перепишем уравнение (24) таким 
образом:

Л (X) (>-^֊У ~ — «+ [?։ (X) Г ().)]=
\Х + // Фо+р.) * П

=^(Х)Ф-(Х) + к֊[г1(Х)/?(Х)]. (25)

Так как (-----—V, [Ф^ (X)]՜1 принадлежат R*,  а Ф+ (Х)£ /?+, то

первый член разности в левой части (25) принадлежит R*.  В силу 
определения оператора функция (X) [■ (X)] также принадле
жит R*.  Следовательно, левая часть (25) принадлежит R+. Анало
гично правая часть (25) принадлежит R՜. Отсюда сразу следует, что 
обе части должны равняться нулю, в частности •

(X — ; \т ф+ п\к—)^=”+[։'(ЧЛ(Ч]-



г
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Таким образом, если <р удовлетворяет (1), то Ф4՜ (X) удовлетво
ряет (21). Допустим теперь, что Ф+ (X) удовлетворяет (21) и ։р£ДЛ(О, 
со)—прообраз Фурье функции Ф+(>-). Докажем, что ф — решение 
уравнения (1). Предположим, что это не так.

Тогда для некоторой функции § (/) £ £р (0, со) спреведливо:
во

? (О — У £(*  — «) ? («) = я (<), t >0 

о
(так как <р £ £р (0, со) и к (I) £ к1 (— со, со)). Принимая это уравнение- 
за исходное после тех же рассуждений, с помощью которых перешли 
от (1) к (21), получим

л <ч (гт4)'^-’+ [г։ 0,0(41 (2б)
\ А + I / Фо (X)

(С (X)— преобразование Фурье функции £ (<)).
Но так как Ф+ (X) удовлетворяет также и (21), то имеем

[*  (Х)(Г(Х)-б(Х))] = 0
или

й(1)^(Х)-ср.)) = Л-(1), (27)-
где R՜ (Х)£ R-. Так как (X) имеет вид (8), где Р — чисто мнимое^ 
число, то существует целое число п такое, что функция

/ X \яН>֊) = (-—г) и.(Ч]-‘
\Х — г /

принадлежит R՜. После умножения равенства (27) на эту функцию 
получим

(к \п
—т (Л*)  - С (X)) = Ф (X) R- (X).
X— I /

Правая часть этого равенства принадлежит R՜. Рассмотрим левую 
часть. Так как Г (X) — С (X) аналитически продолжима в О+, то функ
ция

\Х — I / 
л ■ с>может иметь в точке г полюс порядка.не выше п. Пусть ——-у 

главная часть разложения Лорана в точке ։ этой функции. Тогда 
функция

в (>■) ֊ (-М” (Г (>.)- с (>.)) - 2 —£։֊, 
V֊ — ։/ £11^-։)*

аналитически продолжима в О+. Кроме того В (X) £ R-, следователь-՜ 
но = 0 или

ХЯ(Г(Х)-С(Х))=£։ брл (28)

/-о
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Так как /=■(>.) - С(М то при 1 <р<«> из (28) следует, что 
/().) = С (> ). Следовательно, /«)=?(<) п-в- и ? является ре
шением уравнения (1). Осталось рассмотреть случай р=оо. В этом 
сдучае из (28) следует, что

С (>•) = ? (Х) + ֊֊. •

где с — некоторая постоянная, или в прообразах Фурье 
8 (П =/(^ + с 6 (')•

Здесь

Таким образом, надо доказать, что уравнение (1) с правой 
частью, равной сб (/), не имеет решения в £" (0, со). Предположим 
противное, пусть <р удовлетворяет уравнению

.<р(0-^ *(* —։)?(«) </։=с8(о, *>о.  (29;

Перейдем к уравнению (21)

г։(1)(<77)'^-=’+1й(к)с'м1-
Но так как £։(Х) = 0 при Х = 0, то

«+ О֊) С 8 (Х)]=0,

то есть Ф+(1)=0 (Ф+(>•) ищется в классе /?+). Следовательно, (29) 
не имеет решения из Л" (0, оо).

Итак, доказано, что при у >0 все решения уравнения (1) в про՜ 
странствах (0, со), 1^ р < оо являются прообразами Фурье реше
ний уравнения (21), принадлежащих Я+, 1^р֊С°°.

Аналогично доказывается, что (1) и (22) эквивалентны при 7<Х). 
Лемма доказана.

Перейдем непосредственно к доказательству теорем 1, 2, 3.
1. Рассмотрим сначала уравнение (1) в пространствах I? (0, оо), 

1<^р<со. В силу леммы 3 уравнение (1) можно свести к уравнению 
■(21) при 7>0 или к уравнению'(22) при у<^0.

а). Пусть 7 > 0. Исследуем уравнение (21).

81 (>■) ('֊т^У ^7# =«+ к. <4 
\л + I / Фо Р>)

Сначала преобразуем это уравнение. Так как (----- -) и Ф+р) при-
\К+» /

надлежат R, то можно умножить обе части уравнения на эти функции. 
Тогда получим
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81 0 ) Ф+ (X) --= Ф+ (X) ('—4) 7 к+ [л (л) г ().)]. (30)
V- +1 /

Теперь выясним, каким условиям должна удовлетворять функция 
2/ (0, оо), чтобы это уравнение имело решение. Прежде всего, так 

как левая часть (30) аналитически продолжима в 2)~, то и

фо-(') (-֊֊Г«*  [лСМ^().)] 
\/. 4-1 /

*ЧЫ*)^(Х)]=^ГЛ(Х)Л-'՜ .УС(Х)+Л(Х)ГГ(Х) ] =
I. \ .--- / I

должна быть аналитична в А это означает, что функция к+ [#։ (X) 
Е(/.)] должна иметь нуль порядка не ниже 7 в точке /, так как [(>■ — 
— /)/(Х + ։)]~т имеет в этой точке полюс порядка у, а Ф+ (X) не обра
щается в нуль для всех Х£2)+. То есть, если ф— прообраз Фурье 
функции ga (X) 2' (X), то для разрешимости уравнения (30) необходимо 
выполнение следующих условий:

ОО

У £*е-'Ф(0^  = 0, £ = 0, I,---, 7—1. (31)

о
Кроме того, для разрешимости (30) в Е? необходимо выполнение еще 
некоторых условий, так как наличие сомножителя g1 (X) в левой части 
(30) накладывает некоторые ограничения на поведение функции 
"+ [?» 0՝) Р О֊)] в окрестности нуля.

Функция (X) имеет следующий порядок убывания приХ^П, 
Х| —» 0 (Ге определено в (16))

£։ (X) ~ |Х|«+, X = X + X — + 0, (32)

81 (>•) ~Р֊Г+ ехр ДОк 1ог |Х]] = |ХГ++/?։, Х = х + 1х*.  х - ֊ 0.

Таким образом, в силу (18) и (32) для левой части (30) справедлива 
следующая оценка:

ПЛ(С)Ф+(С)Л = о(1)|В| р, S —-0.

Следовательно, эта же оценка должна выполняться и для правой ча
сти (30):

J «+[g«(X)F(X)]d). =о(1)|5| (33)
гЕ ’

Оценка (33) необходима, чтобы решение (21) существовало, но в 
более узком классе функций, преобразования Фурье которых допус
кают представление (9), она будет также и достаточной.

Посмотрим какой вид для таких функций примет функция 
*+ [ft (>•) t (X)]:

5-894
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•л (X) в

(равенство справедливо, так как #2 (>•)££ )• Далее

[*().) 6 ().)] |-

+ «֊ [£» ()•) С(>֊)] <?(>•)] •

Пусть с*  — значение &-ой производной функции р."1 к+ [#*  (л) X 
X С (>֊>]} в точке /. Рассмотрим функцию

* « = (гт7)' («• о ֊>0 (>)] ■ (34)

Так как

функции

т 2 См—к-———— главная часть 
,=1(/7г-Л)1(Х-г)*

(). \т
—■—) к+ [*  (' ) С (>■)] в точке I, то
К — I /

разложения Лорана

функция (34) анали

тична в О1՜. Кроме того, так как по предположению С (к) £ /?г п КР, то 
и функция (34) принадлежит тем же классам. Следовательно, по тео
реме Пэли-Винера

£(л)=к+ [£(>.)] = я+

Окончательно

[?«(>•) С (>)] • 
\А — I /

=+ (>֊) Р (X)] = (—X [Л р.) с (А)]֊2 ----- ■ • (35)
V֊ — 1/ ^1(т—£)1 о—г)*

Условие (33) в этом случае принимает вид:

1՞(г~- У **« с (! )1л- С £ 1—А =

«++/?«+
= о(1)|м л,е--о.

Вспоминая, что т , выводим

[йР)С(л)]</). =о(1)|е| (36)' , ? - - 0.
Г;

Следовательно, для того, чтобы выполнялось (33), необходимо и до
статочно, чтобы выполнялось условие

(' ” с,п-ц I *++ ,₽ж+7рЗ (т-Л)! (к-/)^Л | =о(1)
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Выполнение этого, условия возможно только при с*=  О, .£=0, 1, • - 
• • •, тп — 1; то есть для того, чтобы (33) выполнялось, необходимо и 
достаточно, чтобы сама функция (X) в ().)] и первые т --1 ее 
производные обращались в нуль в точке /. Если (#) — прообраз 
Фурье функции gt (X) 6 (X), эти условия запишутся так:

У**е- /*1  («)Л = 0, к=0, 1, т— 1. (37)

о
Можно объединить эти условия с (31). Действительно, учитывая 

(37) представление (35) примет вид

*+ [.?։ (Ч (М] = тс+ 0 ) С ().)] (38)\Л — I /
и, следовательно, условия (31) имеют вид

••
У е~‘ ՛!>։ (Г) Л = 0, к = т, • • •, т + 7 — 1. 

и
Таким образом, для того, чтобы уравнение (21) было разрешимо в 
Я+, 1<р<оо, когда Л (X) допускает представление (9), необходимо 
выполнение тп֊Н условий (10).

Эти условия будут также и достаточными. Действительно, если 
(10) выполнены, то справедлива формула (38) и, следовательно, функ
ция '

ф+ (Х)=Ф+(Х) (—)՜7 *֊ ’ (М (֊У I*  <х> с <ХИ 
\X-f-.։ / \Х— г /

является решением (21). Кроме того, так как т — 

то Ф+ (X) £ /?*.  В случае 7 > 0 теорема 1 доказана.
б) . Пусть теперь 7 <10. Рассмотрим уравнение (22);

Ее։ + -|- г₽к+

/X — г V Ф+ (X) -тл <х) (гг1) Л֊12 =к+ ь<х> г<хм + 2
\Х + г/ ф0+ (X)

С- » - т ■ 
(Х-0*

Так 
вию

же, как и при 7^-0, правая часть должна удовлетворять усло- 
(33) для того, чтобы решение (22) в /?+ существовало:

*4* (>) ^<Л)]+2
*=։

С-*- т
(А - П‘

=о(1)
*+ +

|;| -0.(39)

Для /• (X), допускающих представление (9), справедлива формула (35), 
следовательно, учитывая (36), условие (39) примет вид

— 7 г т
- 7   VI __________Ст—к____

^(т-к)Цк-гУ

“+ +'*'  + ֊
“О(1)|5| , 5֊>֊о.
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Пусть сначала т>- 7 + 1- В этом случае для выполнения (40) не
обходимо и достаточно, чтобы

Ст _*  = 0, к = —7 4-1,-т. (42)
Тогда решение (22) запишется так:

Ф+ (О՜ 87՝ (>•) (гт-т) 1фо+ (') 6՜՜.) к+ [?։ (Х) С (>-)]. (43)
"г" / V՝ — I /

При выполнении условий (42) формула (43) определит решение (22) в 
Кр, причем можно проверить, что для этой Ф+ (>.) (41) также выпол
няются. Следовательно (42) необходимы и достаточны, чтобы реше
ние (22) в /?+ существовало. Если '^—прообраз Фурье функции gi (/.)Х 
X С 0-)» то условия (42) имеют вид (10). Теорема 1 доказана.

Пусть теперь т= — 7. В этом случае условие (40) выполняется 
тогда и только тогда, когда

ч«-*  = & = !,•••, т. (44)(т-Л)! ' '

Но формула (43), которая в этом случае примет вид (11), опреде
ляет функцию Ф+ (>֊), которая удовлетворяет условиям (44) и являет
ся решением (22) в Л*.  Теорема 2 доказана.

Теперь рассмотрим последний случай т <7— 7-
Для выполнения условий (40) в этом случае необходимо и дос

таточно, чтобы функция
֊7 г п 1■у 7 - * _  у ____ Ст-11________ I
Д (>-/)*  £1(/п-л)1(х֊։-)‘[

имела следующий вид:

у С- 1 _ у С«-*  = / >■ V Р-Т- Ш . (М
£>(*֊։)*  £,(«-^(^-0*  и-г/ ().-/)֊!-"

Здесь Р֊1 _ т -1 (М— полином степени — 7 — т — 1. Из этого следует 
что уравнение (22) в /?+ всегда разрешимо и однородное уравнение 
имеет — 7 — т линейно независимых решений. Общее решение опреде՜ 
ляется по формуле (12). Теорема 3 доказана.

2. В случае, когда уравнение (1) решается в пространстве 
Ь1 (0, со) или £” (0, со) в силу леммы 2 условия (33) при 7>0 и (3) 
при 7<^0 следует заменить на

1^1*} -ни я+^։ ^х + 1Х^ с ! = о (1), х — —0 (45 )

при 7>0
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1

— с|=о(1), х-» — 0, 
при 7<СОв случае L1 (0, <ю); и

(46)

3 С

Г++'9։, е—-о, (47)

(48)
ге *-1

при 7։<С0 в случае Ь" (0, <х>). Все остальные рассуждения вполне 
аналогичны рассуждениям пункта 1.

/
§ 4. Случай сижметрнческого ядра

Рассмотрим случай, когда ядро уравнения (1) симметрическое: 
к (I) = к (— I). В этом случае символ уравнения 1—К. (X)—действи
тельная функция. При этом условии факторизацию (5) можно уточ
нить. Рассмотрим представление символа (5*):

Л Фо+ (X)

Здесь ф (л) —функция (6), 6 = —г'Р« + — log [6/а], ։'Ря=— (с^ — а։), 
2« 4

a, b, ах и а2 определяются из представления (4). Так как 1—К (X) — 
действительная функция, то Oj=a1։ as = s։.

Перейдем к комплексно сопряженной функции

«.) - /3։ - 1ок (ft/oj X \Г(“1+а*)+/3։+ Ь log

,~х фг(х)
Ф1+(Х)

(49)

Здесь Фр (X) — [Фо՛ (X)]՜1 , Ф։ (X) аналитически продолжимы в и 
зе обращаются в этих областях в нуль. Равенство (49) можно пере
писать в виде

J-(«։+«։)-'3։։ + L lug [0/a] ^-(«1+«։)+ /₽«— log [4/a]

-*  Ф>~(Х) 
Ф,+(Х)

;(50)
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Для действительной функции 1—Л’(Х) представления (5*)  и (50) 
должны совпадать. Следовательно, (^/в)^>0 и х — 0. Окончательно 
представление (5*)  примет вид

(51)

причем Ие 8 = — Факторизация символа типа (5) имеет вид

пл) (г֊) • *(>֊)><
X + ։ / \Х — I /

X Х-/\~* Ф0~(Х)
Х֊Н/ Фо՜ (X) ’ (52)

где
*=р*֊$  + ^]+1.

Следовательно, полученные результаты в данном случае примут сле
дующий вид:

1. Пусть 1 < р < оо или р = 1, оо и [±(«1 + а,,) j =/= -֊- 4֊ Л։).

Предполагается, что т = Г— (я1-|֊а։)4֊ — ] + к.
I 4 Р 1

Теорема 1'. Уравнение (1) с правой частью, допускающей 
представление (9), имеет решение принадлежащее кр (0, ос), при 
I ~ (“1+ “։)+ — 

I 4 р
[“(“хН՜«։) 4-------

I 4 Р
■■
Г ** е-‘ Ф1 (0 л=ю, к = 0, 1,- •., I ^±1« + А 1 -1,

* I 4 р I

> 0 тогда и только тогда, когда выполнены

условий

։|»х (/) прообраз Фурье функции уя (X) С (X). Однородное урав
нение не имеет нетривиальных решений.
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(а1-Г«2)Ч-----
р

ственное решение уравнения (1) в классе 1? (0, ос) при правой ча
сти, допускающей представление (9). Это решение определяется, 
как прообраз Фурье функции

ф+ 0)(֊— Г Фо+ 0) «+ [Л (>) С ()-)].
\А Т I /

останется2. Пусть р = 1, — (044-0,)= 
4

в силе при замене т на т — 1 и

3. Пусть р = оо, ~(“1 4 “2)— | ~ (“14՜«։) . Теоремы 1' и 2' оста

нутся в силе при замене т на т—1 и на ’-(<44֊ ։։)֊֊1 44
Случай, когда 04 4՜ «։=0 не рассматриваем, так как в этом слу՜ 

чае символ не вырождается (см. [1]).
Пример.
Рассмотрим уравнение

к {{— з) ф (з) </з = се՜5', Г>0, (53)

(А _ 65 _ 3 \ еи
\ /* е ?) ■

Тогда

где 8 > 0
к (0 = С!-.-՛*)-! ֊ ֊ +

1— К (Х) = 1, |Х| > 1.

Найдем решение этого уравнения, принадлежащие £“ (0, оо). Так как 
а1 = 3, «։ = 1, то /Ртг = А £

2
и

т — 1 = ֊ («1+«։) +[ 4՜ (а1 + “։) + I = 2-
4 I 4 ]

Для функции Г (X)—преобразования Фурье функции се՜5', справедли
во представление (9):

Г(Х) = —— = (—— У 4- 4֊ ,
).-|-го \).— г / 14-/8 ). — I (X—/)։

где

з^
8»

Зс гс / 3 т(т

следовательно



А. О. Бабаян404

«+ [*(MG(k)]  = ֊■

В данном случае (ах 4֊ «։)=1» следовательно, в силу 3, уравнение

(53) имеет в £“ (0, со) единственное решение, которое определяется 
как прообраз Фурье функции

ф+(м=^г։ (к)(^Уфо+(х) gi (—М <?> 
л + 3։
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Ա. Հ. հՍ.₽ԱՅԱՆ. Վինհր-ճոպֆի հավասարման հատուկ qbujf (ամփոփում)

Աշխատանքում հետազոտվում է Վիներ֊Հոպֆի ինտեգրալ հավասարումը Լ? (0, օօ) 
1 < ր < ՕՕ դասերում է

Հավասարման 1 — /ւ (X) սիմվոլը, զերոի շրջակայքում ունի հետևյալ գնահատումները''

1- (>>)-№.  >• —-0**
1 - £()<)~1>Ի, ^+0

"ր*՞ ձ<։ օէյ-էւյ Ւրակ“* ?/"Լ է՛
Գտնված են համասեռ հավասարման բոչոր լուծումները և նույնպես Լուծման պայմանները 

ոչ համասեռ հավասարման համար, աջ մասի վրա որոջ սահմանափակումների դեպ,ումէ

A. О. BABAYAN. Degenerative cate of Wiener—Hopf equation (summary)

The paper investigates the IFiener—Hopf equation in Lp (0, oo), 1 < p < oo 
classes. It is assumed that the 1 —К Qfl symbol of the equation admits the following 
behaviour at zero;

1 — Л֊(Х)~|Х1<«1, 0,
1—A’(k)~|k|-> X-.4-0, 

where z1 — a։ is the real number. Conditions making the non-bomogeneous equation 
solvable and all solutions of homogeneous integral equation have been found.
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