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Введение

Рассмотрим ограниченный оператор 5, действующий в простран­
стве Ьр (0, ш) (1 -С Р -С 2) и определенный формулой

О)

8/= г —О л. (0.1)ах ^1
о

■где
5 (х) £ £’ (֊ и, «։), — + ֊֊ = 1.

Р Я
Если

$(х)=^(0<«, к

то мы получаем важный частный случай операторов вида (0.1):
си

5/ = |/(^(х-АЛ. (0.2)

0
Новый метод решения уравнения

$/=? (о.З)
.описан в статьях [1, 2].

При помощи этого метода в данной работе находятся условия 
.ограниченности /(х) и исследуется поведение /(х) у концов интерва­
ла „0“ и „ш“. Отдельно рассматривается уравнение со специальной 
правой частью

55 (х, X) = е'Ч (0.4)
Уравнение (0.4) играет существенную роль в различных теоретичес­
ких и прикладных задачах. Так, например, диаграмма рассеяния при 
дифракции на ленте совпадает с функцией [2, 3]

СО

Р (X, р) = у В (х, X) е1^ с/х. . (0.5)

о
В статье также вводятся аналоги функций В. А. Амбарцумяна X (X), 
К (X), через которые выражается р (X, р). Полученные результаты
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иллюстрируются на примерах, имеющих важное значение в теории 
упругости [4, 5], гидродинамике [2, б, 7) и других прикладных задачах.

§ 1. Ограниченность решений

1°. Сформулируем необходимый нам результат из статьи [2]: 
Теорема 1.1. Пусть в 1/ (0, ш) (1 р -^2) существуют такие 

■функции Л^'(х), М (х), что
5Л4 = 5 (х), 5Л^ = 1. (1.1)

Если уравнение
5/ = 0 (1.2)

имеет в Ь? (0, ш) только тривиальное решение, то уравнение (0.3) 
при 1^2) (0, и) имеет в Ьр (0, ш) одно и только одно решение / (х), 
которое можно представить следующим образом:

/(х) = Р.(<р)М(х) + С(?) Л/, (X) + R (х,- <р), (1.3)
где 

»0 со

Р(<р)= У <р'(с) (ш —с) л, (2 (®) = т («>) — у®' («) М (ш-о л, (1.4) 

о о

R (х, ч>) = — у <р' (к—а + ш) Л~У С1՛' (*—<+«) [М ((°—«) х

X Ъ (<)] Л։*. (1.5)
(Через 1Г^2) (0, ш>) обозначается класс функции <р (х) таких, что <р"(х)£ 
^’(0,4 . .

2°. Введем еще обозначение

ИТП/Р |<р(х)|РЛс I •
о

Тогда из (1.5՝) следует оценка

|р <(х, ?)| < |лц, м«+2 ж ։л]. (1-6)
'Сравнивая (1.3) и (1.6), получаем

/•(х) = Р (?) Л/х (х) + (<р) ЛГ։ (х) + 0(1;. (1.7)
Из (1.7) непосредственно вытекает

Теорема 1.2. Пусть выполняются условия теоремы 1.1 и функ­
ция Сх (х) + С3Ыа (х) ограничена на сегменте [0, ш] лишь при Сх= 
= Са = 0. Тогда решение / (х) уравнения (0.3) ограничено на сегменте 
{0, ш] в том и только в том случае, когда

Р (<Р) =֊ 0, О (<р) = 0. (1.8)
В ряде прикладных вопросов [5, 6] из физических соображений 

вытекает требование ограниченности решения / (х). В частности, пред­
ставляет ^интерес
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Задача А. Пусть правая часть уравнения (0.3) имеет вид
«Р (х) = То (*) + 4֊ х. (1.9)

Требуется так подобрать постоянные Сг и С։, чтобы соответствую­
щее решение f (х) было ограниченным на сегменте [0, ш].

Следствие 1.1. Если выполняются условия теоремы 1.2 и
со

/г =-. J а։ (0 л=/=о, (1.Ю)
и

то задача А имеет одно и только одно решение.
В самом деле, из (1.4), (1.8) и (1.9) выводим:

? 00
Ci = - f <р0 (х) Ni (ш — x)dx,

К J о
»

С։= (* [?ô <*) + N-L (ш — х) dx — <ро (ш) — с։ш.
J о

§ 2. Поведение решений при х -» 0 и х -» ш

1°. Дополнительно к условиям теоремы 1.1 в данном параграфе 
будем предполагать, что

Л\(х) = х-т + Р։ (ш-х)-’+ 0(1) (0<х<'а), (2.1)
А։ (х) = 4-Р2 (ш—х)՜’ 4-0 (1) (6<х<ю), (2.2)

причем
д =«1?8 —а։?1¥=0, 0<_7, м<1. (2.3)

Формула (1.7) принимает теперь вид

/(х) = Р1(«р) х‘Т 4- 0х (?)(<“ — х)՜’ -!֊О(1) (0<х<ш), (2.4)
где

А (?)=<чР(?) 4-«,(?(?). О1(?)=Р1Р(?) + Р,О(Т). (2.5)
В силу (2.4) верна
Теорема 2.1. Пусть выполняются условия теоремы 1.1 и со­

отношения (2Л)-(2.3). Решение /(.г) уравнения (0.3) является 
ограниченным на левом конце (х — 0) интервала (0, ш) в том и 
только том случае, когда

А (?) = 0. (2.6)
И теории движения подводного крыла [6] известен постулат 

Жуковского—Чаплыгина, согласно которому скорость у- задней кром­
ки крыла должна быть конечной. Это условие приводит к следующей 
задаче.

Задача В. Пусть правая часть уравнения (0.3) имеет вид
? (*) = ?, (х) 4- С. (2.7)
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Требуется так подобрать постоянную С, чтобы соответствующее ре­
шение / (х) было ограниченным на левом конце (х = 0) интервала 
(0, ш). ' <

Следствие 2.1. Если выполняются условия теоремы 2.1 и

».¥=0, (2.8)

-то задача В имеет одно и только одно решение. Действительно, из 
{1.4), (2.5)—(2.8) вытекает

С — Рх (’Ро)/®։-
2°. В ряде работ по астрофизике [8, 9] рассматривались обрати­

мые операторы вида
30

5/ = /(*) + / (0 к — 0 * (*) € £ (— ®).
о

В этом случае функция В (х, X), определенная соотношением (0.4), не­
прерывна на сегменте [0, сю]. Функции В. А. Амбарцумяна [8] вводят­
ся следующим образом:

I

X (X) =» В (0, X); У (X) = В (ш, X). (2.9)

Как известно [8, 9], р (X, ц) выражается через X (X), (X).
При условиях (2.1) — (2.2) функции В. А. Амбарцумяна теряют 

смысл. Далее вводятся аналоги функций В. А. Амбарцумяна, при пб- 
мощи которых снова удается выразить р (X, р).

Т е о р е м а 2.2. Пусть 'выполняются условия теоремы 2.1 и 
соотношения (2.1)—(2.3). Тогда существуют пределы

X (X) = Пш В (х, X) хт, Г (X) = Цю В (х, Х)(ш - х)’
ДГ-*О х-*со

и справедливо равенство

(X + р) л
Доказательство. При условиях теоремы 1.1 верно равен­

ство [2]
₽(1, н= -.V- »О я-н)-*»)-(֊!!1. (2Л1)

Х+ |Л
где

со <0

а (X) = Д [ ем И, (»-<) Л, Ь (X) = е1^ — К [ ем Щ (ш-/) Л. (2.12) 
и оо о

Из соотношнний (1.3), (1.4) и (2.1), (2.2) выводим

ЙГ(Х) = а (X) Ч + Ь (X) а,, У (X) = а (X) + Ь (X) ₽,. (2.13)

Согласно (2.3) из (2.13) получаем
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а (к) = -1 [Р. X (к)֊ а, У (А)], Ь (к) = -![֊₽, X (к) + <4 У (А)]. (2.14)

Сопоставляя (2.11) и (2.14), убеждаемся в справедливости доказывае­
мого соотношения (2.10).

§3. Примеры

Рассмотрим интегральные уравнения, встречающиеся в приклад­
ных задачах. Для каждого из этих уравнений найдем решения Л\ (х) 
и /V։ (х), принадлежащие пространству Ս (0, ш) (1 < р <Հ2) и удовлет­
воряющие условиям (2.1)—(2.3). Тем самым будет доказано, что ут­
верждения, содержащиеся в §§ 1, 2 верны для рассматриваемых урав­
нений.

Пример 1. Запишем уравнение
со

Տք=Հք(է) рп———+ г (х-ք)! Л = ? (х)։ <р £ Й7(2) (0, ш), (3.1)

о
' » - в <0где А > 0, А փ — •

Предположим, что уравнение

Տք = 0 (3.2)
имеет только тривиальное решение и при некотором С выполняется 
неравенство

\г" (*)К С (— ш < х < ш). (3 3)

Оператор вида (3.1), (3.3) появляется при рассмотрении контакт­
ных задач теории упр\ гости в отсутствии сил трения между сжимае­
мыми телами [4].

Функции 1^(х) и удовлетворяющие уравнениям (1.1)
существуют и имеют следующий вид [2]:

_՝ ։
շ շ՜

М (х) = а/х +0/(ш— х) 4-0(1) (2 = 1,2). (3.4)
Введем оператор 50 равенством

со

•$»/ = \ /(*) 1п ————- Л. 
շ 1х - /|

о

Через Щ (х) и Լ° (х) обозначим решения следующих уравнений: 
„ 50Л^(х) = 1, 50£»(х) = X. (3.5)
Известно, что [10]

1 ո /1 2Л\՜’2 ~ ~ ,> Я = Нп — ) » (З.б)ж р х(ш—х) Լ ш / ' '
ш

_ (х) = — Л/° (х) + — 2 _. (3 7)
2 /х(и>-х) -I
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Из (3.1) и (3.5) вытекает:

5А» = «Р1։ $£’ = ?,, (3.8)
где 

во ш

<рх (х) = 1 - С А“ (0 г (х- о Л, (х) = Я - £» (<) Г (х - О А. (3.9) 

о о
Как видно из (3.3) и (3.9) (х), ?։ (х) £ №* (0, ш). Поскольку

уравнение (3.2) имеет только тривиальное решение, то по теореме 
1.1 уравнения (3.8) имеют единственные решения, которые можно за­
писать так:

Л/» (х) = Р (?1) Ах (х) 4- О (Ф1) А, (х) + О (1)
^(х) = Р(Т։) А1(х)+(?(<Р։)А։(х) + 0(1). ’

Из формул (3.6), (3.7) следует, что любая нетривиальная линей­
ная комбинация А°(х) и (х) является неограниченной функцией. Тог­
да из (3.10) вытекает, что втим же свойством обладает пара функций 
Ах(х) н !У։ (х). Значит, в силу (3.4) получаем

д=а1?«—«А¥=0-
Теперь для функции В (х, X), являющейся решением уравнения 

(0.4), верны соотношения

В (х, X) = + 0 (1) (х - 0); В (х, X) = 4- О (1) (х - ш).
Ух У ш — х

(3.11)
Функции X (X) и У (X), определенные равенством (3.11), являются 
аналогами функций В. А. Амбарцумяна (2.9) из § 2. Функция р (X, р) 
вычисляется по формуле (2.10). В некоторых частных случаях анало­
ги функций В. А. Амбарцумяна вводились в работах [2, 11].

Пример 2. Запишем уравнение Т. Карлемана [10]

50/= | / (/) |х - И՜* А = <р (х), 0 < Л.<1, «р 6 »V- <3-12>

о
Известно [10], что функции А£ (х) и Ь°2 (х), удовлетворяющие урав­
нениям

• 50 А’=1, 50Ь° = Х, (3.13)

имеют следующий вид:
Л-1

М (х) = ֊ со3 [х (ш-х)] 2 , (3.14)
Тс 2

(О

4 (х)=^ + __ 2 ) А°(х). (3.15)
\ 2 п /

4-894



С. М. Позин. Л. А. Сахнович382
Через То обозначим оператор, являющийся правым обратным к 

50. В работах [2,12]. исследуя оператор То в форме [1], было доказа. 

но, что при /' (х) LP (0, о») < Р

5вГ0/ = / (3.16)
и имеет место следующая оценка:

Л-_1

| То/]< const [х (ш— х)] • (3.17)

Пусть f («) £ LP' (0, о>), где </\< min f — , 21 • Тогда функция

• ®
— (0) Х-* -/ (ш)(ш-х)-А + Г /' (0 |х—/|~* dt
dx J. о

принадлежит LP' (0, ш). Отсюда и из (3.16) выводим, что если /*(х) £ 
£Z.₽,(0> ш) и уравнение Sof — 0 имеет только тривиальное решение, то

ToSof=f. (3.18)
Рассмотрим теперь возмущенное уравнение Т. Карлемана:

сп
Sf= ^f(t)[\x-t\-h + r(x-t)]dt = 4(x), 0<А<1, <К1₽™(0,о>). 

и
(3.19)

Предположим, что уравнение

Sf = 0 (3.20)

имеет в Lp (0, ш) только тривиальное решение и при некотором С вы­
полняется неравенство

\г" (х)| < С (- ш < х < ш)). (3.21)

К уравнению (3.19), (3.21) приводит рассмотрение контактной задачи 
нелинейной теории ползучести [13].

Методом регуляризации [2] легко доказывается, что если урав­
нение (3.20) имеет только тривиальное решение и <?՛ (х) £ Lp՝ (0, ш), 

min 2|> то уравнение (3.19), (3.21) имеет в Ар>(0, о>) 

одно и только одно решение и существуют функции N1(x), N։ (х) £ 
£ LP' (а, ш), удовлетворяющие уравнениям

SN, = J [|/|֊А г (0] dt, SNa = 1. (3.22)

о
Из (3.12), (3.19) и (3.22) имеем

= gt, (3.23)
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где

Л“ У [И՜* + Г (/)] Л-(О Г (х-<) Л, г։ = 1֊у М (0 г (х ֊ О Л. 

0 0 о

Поскольку g'l (х), gշ (х) £ Ьр‘ (О, ш), то применяя оператор То к левым 
и правым частям равенств (3.23) и учитывая (3.17), получим

Л-1 Л-1
М=а/Х2 +?։('»-х)2 +0(1) (/ = 1,2).

Тот факт, что
Д = <40։ — а։рх =/= О

доказывается так же как и в примере 1.
Пример 3. В контактных задачах теории упругости при нали­

чии сил трения возникает оператор [4]
X со

5/ = (7 (/) Л +1* (* / (0 1п —Ц Л. (3.24)

о о

Оператор 5 может быть представлен в форме (0.1), если поло­
жить

з (х) = н [ 1п — Лг + х (х > 0), з (х) = {* С1п — </и (х <0). (3.25)
Л о □ |и|
0 0

Введем обозначение՛

к= — агс1д — (— 4 < к < • (3.26)
к кр. \ 2 2 /

Используя представление оператора 7՝=5-։[4], легко показать, что 
функции /У։ (х) и А։ (х), удовлетворяющие уравнениям

5Л/։ = 1 и 54 = Х 
имеют следующий вид:

Ъ (х)=—-----с° , Ц (х) = ■ , (3.27)
Т-Х 1+х 5“'Х

Л (ш— х) Л (ш— х)
где

с0= , Д= 1п —+ Ф (1)+ф (-1 - к) , (3.28)

С1------/А -к)^/А =1п +ф (2)- Ф (4- к), (3.29)

(3.30) 
«Н г(х)

Мы предполагаем ш таким, что 0.
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Из (3.27) имеем........ ' -----
։и

R = [X (/) Л =—?— + о. (3.31)
3 нА ՛ о

Как показано в работе [2], функция А (х) может быть определе­
на по формуле

А(*)=4г| £։(х) —— Л'։(х) + 
/\ I л.

М (0 di

Из (3.27) и (3.32) выводим
-1 -х - —+>.

М = а/х ’ + ?։(«“—х) ’ +0(1) (1 = 1, 2),

где
= (С1-3Со)’ (С1+п)С։-ТСо)’

щ-х_с0 ֊ 
]/ ш

Из (2.3), (3.31), (3.34) и (3.35) вытекает 
д_  _ CtCt __ _  cos8 к).

R гс’ц

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Пример 4. При рассмотрении контактной задачи теории пол­
зучести с учетом сил трения [14] и в теории случайных процессов 
[15] большую роль играет оператор вида

Sf= (/ (0 аа + °х Sig/,(*՜- dt, 0 < (X <1, а։ > а. > 0. (3.37)
J |х — fl՛-՛1о

Решение 7V2 (х) уравнения SN։ — 1 имеет вид [14]:
/V2(x) = Dx-i>(w—х)Р֊» (0<р <н<1), (3.38)

где
D= —, р = — arcsin (ai+as) Н, (3.39)

К к

Н= ,_______sln К|‘------------- ------ . (3.40)
V 2 к а? (1— cos K|*)-|-aJ (1 ֊+֊ cos •*«)

Используя этот результат можно показать, что функция Z։ (х), 
удовлетворяющая уравнению SL։ — х, равна

А, (х) = f ш Р—.•* +-£_՝) Л^։ (х). (3.41)
• \ • 1— Н 1— Р/

Обозначив через В (р, р) бета-функцию, запишем:



О поведении решений уравнения 385

R = յ /V, (/) ժէ = Ռ>>'-* В (1- р, 1 + р — р)=/= 0. (3.42)
о

Из (3.38) и (3.41), учитывая соотношение (3.32) между функциями 
/У1(х'), М(х) и ճյ (х), получим

М(х) = а, ж֊* +?/(<»-х)—>4-0(1), (1 = 1, 2), (3.43)
тде

ք,_| Дш.-, (^-|), <3.44)

տ։ = ճ)ա₽՜% թ, = £>«>-։՛. (3.45)
Из формул (2.3), (3.42), (3.44) и (3.45) следует:

Д =----------------- --------------------=#0.
(1—р) В (1— р, 14-Р —Р)
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Ս. 1Г. ՊՈԶԻՆ, Լ. Ա. ՍԱԽՆՈՎԻՉ. Տարբերական կորիզով հավասարման լուծումների 
■վարքի մասին (ամփոփում)

Դիտարկվում են

Տք= ֊^֊ f ք(է) տ (х — 0 Л = (x) 
ax Jи

տեսքի հավասարումներ, որտեղ Տ օպերատորը սահմանափակ է և գործում է քք (0, ա) (1 < 
< բ < 2) տարածության մեջ։ Գտնվում են այն պայմանները, որոնց դեպքում ք (X) լուծումը 
լինում է սահմանափակ և հետազոտվում է [ (X)՝ի վարքը (0. ա) ինտերվալի ծայրակետերի 
մոտ։ Աոանձին դիտարկվում է (յք) = 6^^ հատուկ աջ մասով հավասարումը և մտցվում 
են Վ. Լ, Համ բարձում յանի ֆունկցիաների անալոգները։

Ստացված արդյունքները լուսաբանվում և ճշգրտվում են առաձգականության տեսության, 
հիդրոդինամիկայի, պատահական պրոցեսների տեսության մեջ և ուրիշ կիրառական խնդիր֊ 
.ներում կարևոր նշանակություն ունեցող օրինակների ։Էրա։

S. M. POZIN, L. A. SAKH^O VICrL On solation blhaviour of the equation 
with difference nucleus (summary)

The equation of the form of 

» .to
•y = y- [7 W s (x—f) dt = <P (x), 

dx J
o

are considered, where the operator S is bounded and acts in the space I? (0, u>) 
(1 < p < 2). The conditions for having bounded solutions f (x) are found and so­
lution's behaviour at the ends of the interval (O, “) is considered. The equations with 
<f (x) = el>֊x is considered separately and V. H. Hambartsumian’s functions analagues 
are considered.
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The results are illustrated and made précisa on the examples of importance in 
the thsory of elasticity, hydromechanics, in the theory of random processes and in, 
other applied problems.
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