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К ТЕОРИИ а-КВАЗИАНАЛИТИЧЕСКИХ КЛАССОВ

§ 0. Введение и предварительные сведения

0.1. После того, как А. Данжуа [1] открыл некоторые достаточ
ные и, наряду с тем, также необходимые условия квазианалитичности, 
Т. Карлеман [2] дал исчерпывающее решение проблемы Ж. Адамара 
[3] для класса С |[0, 4- со); М„\. Это класс ограниченных и бесконеч
но-дифференцируемых на полуоси [0, 4՜ со) функций <р (х), удовлет
воряющих условиям

sup |?и)(х)|<А в;мя (п = 1, (0.1)

где Л?^>0 и В^^>0— постоянные, зависящие, вообще говоря, только 
от функции ф, a — произвольная последовательность положи
тельных чисел.

Как известно, для случая полуоси [0, 4֊ со) проблема заключа
лась в следующем:

Какими должны быть последовательности чтобы со
ответствующие классы С |[0, 4- со); Мп\ были квазианалитически- 
ми, т. е. чтобы для любой функции <р(х)£С {[0, 4֊ со); Мп} из 
условий

£л<р = <р(«)(0)=0 (n = Q, 1, 2,-.-) (0.2)
следовало тождество <f(x)=0, х£[0. 4֊ со)?

Впоследствии А. Островский [4] дал эквивалентное условию 
Т. Карлемана более простое условие квазианалитичности класса 
С | [0, 4-со); Л/я|. В его формулировке теорема Данжуа—Карлемана 
гласит.

Теорема А. Для квазианалитичности класса С {[0, 4՜°°); М„} 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

dr = +<*>, (0.3)
1

аде

Г(Г)"К?£' («О
Отметим, что до 1968 г., т. е. в течение четырех десятков лет, 

ни в одной работе о квазианалитических классах, в том числе и в це
лой серии работ С. Мандельбройта, подытоженных в его известной 
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монографии [5], не содержалось даже попытки выйти из рамок клас
сической квазианалитичности, поскольку в них всегда условие

Vin 7». ,
! ---- -i-^֊dr=-4֊oo
J • ։

предполагалось безусловно выполненным.
0.2 (а). Согласно теореме А Данжуа—Карлемана при условии

J1п y/r) dr < + со (0.5)

։

класс функций С {[0, 4՜ со); Мп\ будет заведомо неквазианалитиче- 
ским. А именно, как хорошо известно, при условии (0.5) существуют 
нетривиальные функции <р (х) из класса С |[0, 4՜ со); Мя} и, более 
того, как легко можно показать [6], удовлетворяющие условиям вида

(х)| < АВп Мп х 6 [0, 4" œ )(* >0; п= 1, 2, • • • ),
для которых <р(я)(0) = 0 (п = 0, 1, 2,•••).

В связи с этим естественно возник следующий вопрос [7]:
Если класс С {[0, 4֊ оо); Мп} — неквазианалитический, то ка

кие данные вместо последовательности значений ։р(/” (0)(п = 0, 1 
2,•••) определяют функции этого класса единственным образом?

(б) Именно в связи с этим вопросом первым из авторов данной 
статьи, по существу, была поставлена следующая общая проблема [7], 
сводящаяся при 7 = 1 к отмеченной выше классической проблеме, 
полностью решенной Данжуа и Карлеманом.

Пусть (Л/п|Г—произвольная последовательность положитель- 
Гпных чисел и 7'(r) = sup---- . Для заданного значения параметра

«>։ Мп
7 (0 <Г 7 4֊ со) какими должны быть подклассы Ст \МП) с
с:С{[0,4-°о);Л/я) и простейшие функционалы |Lj <р|"» чтобы лишь при

1п Т(г) ,——— dr = + со (0.6)
г*+т

!

для любой функции <р (х) £ Cf |Af„) из равенств
Li ф = 0 (n = 0, 1, 2,--) (0.7)

следовало тождество
<р(х) = 0, х£[0, 4- оо).

При этом для достижения решения этой проблемы оказалось це
лесообразным ввести новый параметр а посредством соотношения

7 = ?— (-!<«<!)■ (0.8)
14-«

Следует заметить, что тогда:
1) если 0 < 1, то 0 <7 < 1;
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2) если —1<^а<^0, то 1<7<С+°°՛
На пути решения проблемы (0.6)—(0.7) был введен класс С\“' 

(—1<а<1) бесконечно-дифференцируемых на полуоси [0, 4՜ со) 
функций <р (х), удовлетворяющих условиям

sup ((1 4֊ х'*։т) |<p<я, (•*)!) 4՜ 00 (Л> m ’ 2» ՛ ՛ ■ )> (0-9)
0<Л< + -

и его подклассы С« {[0, 4֊ со); тех функций f(x)£ ,
для которых

sup 1(14- 1«1 Х*)| ?<"’ (х)|| < Аг в; М„ (0.10)
0<Я<+-

(л = 1, 2,...).

Метод, открытый в исследовании [7] для решения поставленной 
общей проблемы, естественным образом привел к раскрытию явного 
вида простейших функционалов единственности сначала в случае 

' 0<а<1.
Затем этот же метод позволил А. А. Китбаляну [8] получить 

вид соответствующих функционалов и в случае — 1 <Z а <0.
Для значений параметра 0^а<^1 (т. в. при 0<^ 7 1) эти

функционалы имеют вид*

£«<р = —1— f ?<»>(<) Г" "։ <Л (n=0, 1, 2, - ). (0.11)
Г (an) Jо

Для значений же —1<^։<0(т. е. при 1<Ст<С4-°°) вид над
лежащих функционалов таков:

+®
*= х ч С &<։1+в> я՜’ dt (п = 0.1. 2. • • )■ (0-12)

г ((14-а)п) Jо ,
Полное решение общей проблемы (0.6)—(0.7) для принципиально 

важнейшего случая, когда 0<^а<П (т. е. при О’С 7 < 1), т. е. именно 
для случая неквазианалитических классов функций, было дано в 
1968 г. в исследовании [7]. При этом соответствующие классы един
ственности были названы а-квазианалитическими.

Для случая же — 1 < а < 0 (т. е. при 1< ) < + аз) (а в этом 
случае функции рассматриваемых классов оказались целыми) ре
шение проблемы (0.6) — (0.7) содержится в работе [8], в которой раз
витый уже в исследовании [7] метод естественным образом был рас
пространен и на этот случай.

Общая теорема для всех а(—1<а<1) гласит.
Теорема Б. Для того, чтобы класс С» {[0, 4՜ °°); (—1 <

О<1) ^ЫА ^-квазианалитическим, т. е. чтобы для любой функ
ции <? (х) £ С. ([0, 4֊ со); М„\ из условий

£5? = 0 (n = 0, 1, 2,..) (0.13)
В [7] было показано, что при и = 0 или а = 0 естественно полагать 

о 7 = 7 (0) и ~ 7^ (®) (" > °) соответственно.
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следовало тождество у(х)=^0, х^{0, 4֊ <»), необходимо и доста- 
точно выполнение условия

4- •

f* In T(r)dr^+ao, (0.14)
J 

1

При установлении этой теоремы в исследовании [7] (аналогично 
в работе [8]) проблема решалась сначала для других классов 
С. |[0, 4֊ ос); Л/,|(—1<а<1)։ определяемых посредством интегро- 
дифференциальных операторов дробного порядка, а затем уже совер
шался переход к решению проблемы для классов С« {[0, 4-оо); Л/я|. 
Для формулировки соответствующего результата и надлежащих пояс
нений приведем некоторые известные определения и факты, которые 
нужны нам и при дальнейшем изложении.

0.3 (а). Пусть /(х)££(0, Z) (0<Z<4- со) — произвольная функ
ция. Тогда при данном а(0<а<^4-°с') функцию

j(x-/)-?(/) Л, х€(0, /), (0.15)

о
принято называть интегралом от f(x) порядка а в смысле Рима
на— Лиувилля с началом в точке х = 0.

Известно, что при данном а(0<^а<1) функция Do * f (х) опреде
лена почти всюду на (0, Z) и вновь принадлежит классу L (0, Z), а при 
1^։ < 4՜ оо эта функция, очевидно, абсолютно-непрерывна на [0, Z].

Известно также, что во всех точках Лебега х£ (0, Z) функции 
/(х)

lim£T/(x)=/(x), 
«-+о

поэтому естественно интеграл нулевого порядка отождествить с са
мой функцией /(х) и положить

Ро7(х)1«-о=/(х), хС[0, Z]. (0.15')

Предположим теперь, что функция f (x)£L(0, Z) такова, что при 
данном ։(0<։£1) интеграл Римана —Лиувилля Dj՜0՜*-'/(х) почти 
всюду на (0, Z) обладает производной, причем не обязательно сумми
руемой. Тогда функцию

^о7(х)^^-(^ =^-£>0-(1-в,/(х) (0.16)
ах՝ ах

называют производной порядка а от / (х) с началом в точке х=0.
Отметим при этом, что ввиду (0.15') будем иметь

^/(*)=/'(*). (0-16')

Таким образом, операторы D^՝ f (х) определены для любого 
значения параметра а (— 1 -Са<^ 4՜ °°).
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Приведем еще две формулы, которыми воспользуемся в следую
щем параграфе: при —1 < 7 + 00 и 0 < а <^ + °°

О г (1+1)1 г (а) Г <1+1к] 
о

)«-։ р Л =

----- - --------- , *6(0, + °°)» 
Г(1+1+а)

(0.17)

-х)т ] 1
(1 + 1)Г Г(а)Г(1+Т)

х)*՜1 (/-ф Л

■ ------ , х€(0, /).
Г(1+Т+«)

(0.18)

Отметим, что эти и более подробные сведения о свойствах опе
раторов Римана—Лиувилля приведены в гл. IX монографии [9].

(б) Известно, что функции вида
Х--£Р(Хх։"; р) (р>0, р>0),

где

(*; Ю=2 п

Р

(0.19)

— целая функция типа Миттаг—Леффлера порядка р и типа 1, а 
X — произвольный, вообще говоря, комплексный параметр, являются 
решениями задач типа задачи Коши для специальных дифференциаль
ных операторов дробного порядка.

В частности, полагая, что 1 и обозначая

Р (0.20)

для функции

Ер (х; X) = Ее (Хх т
I хр / (0.21)

можно утверждать следующее:
1’. Функция Е, (х, X) является 

типа Коши на полуоси [0, + оо);

При

решением следующей задачи

у (х) — Хэ (х) = 0, (0.22)

£>о “ (х)|х_о = 1. (0.23)
этом в случае 0<а<^ 1 (1 <р < + <х>)

у (х) = —у— у (х),
ах (0.24)

а в случае — 1 а
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= (0.25)
ах Нх

То обстоятельство, что посредством функций типа Миттаг—Леф
флера могут быть представлены решения задач типа Коши для гораз
до более общих интегро-дифференциальных операторов дробного по
рядка, впервые было установлено в работах [10, 11]. Что касается 
приведенной выше менее общей задачи типа Коши (0.22) — (0.23), то 
при надлежащих значениях параметра — 1 а 1 она была приведена 
в работе [7], а затем в [8].

(в) Известно, что функции вида

ер (х; X) = е“Х х (|аг£X] < , А <р < _|_

также являются решениями задач типа задачи Коши, но уже для диф
ференциальных операторов дробного порядка в смысле Вейля.

Напомним, что если функция <р (х) определена и измерима на по 
луоси (0, + со), то, в предположении их существования, почти всюду 
на полуоси (0, + со) можно ввести в рассмотрение функции

+-
ДГ?(х)е==-А- [‘(<_х)«֊։т(<)Л (0<а< + о>) (0.26)

Г(«) 3
И

£>:?(х)-^^-^(։-*>Т(х) (0<а^1). (0.27)
ах

Функции эти принято называть, соответственно, интегралом и про
изводной от | (х) по Вейлю порядка а.

Простейшее условие, обеспечивающее существование интеграла 
О~* <р (х) (0 < а 4- со) заключается в следующем:

Вели х“?(л) ^2^(0, + со), то интеграл О'^'<р(х) существует 
почти всюду на (0, -|-со) и принадлежит £х(0, 4֊ со).

Если не только <р(х)^£х(0, + со), но и х*<р(х) ££х(0, + со) при 
некотором а^>0, то можно доказать, что во всех точках Лебега 
х£ (0, +'-о ) функции <р (х)

Иш 2>;“ф(х) = ?(х).
+0

Поэтому и в случае интегралов <? (х) естественно положить

[Д»“ <р (х)]о_о = ср (х). (0.26')
Отсюда, в силу (0.27), будем иметь

։р(х) = <р'(х), (0.28)
т. е. оператор совпадает с оператором՛ обычного дифференциро
вания.

По поводу отмеченных выше свойств операторов Вейля см., 
напр., [7].

Имея ввиду эти определения, можно утверждать следующее:
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2՞. Функция
ег (х; >•) — е~х 'ПатяМ <С Р + 00 (0.29)

\ 2р 2 /
является решением следующей задачи типа Коши:

у (») + Гу (х) = 0, у (0) = 1. (0.30>
При этом, с учетом обозначения (0.20), операторы определяют՜ 
ся следующим образом:

О"'у (х) = — />֊- у (х) (0 < а < 1), (0.31)
ах

у(х)~-± £»;<>+■> — у (х) (-1< а <0), (0.32)

см., напр., [12], [7], а также [8]).
(в) Метод решения проблемы а-квазианалитичности (0.6)—(0.7), 

развитый в исследовании [7], а затем примененный также в [8], су՜ 
щественно опирается на сформулированные выше решения задач типа 
Коши (0.22)-(0.2з) и (0.30).

На основании самого вида задачи (0.30)—(0.31) для значений 
параметра 0-<а<^1 (1<р<^ + ж) в работе [7] в основу были положе
ны следующие формулы для определения операторов последователь
ного дифференцирования (п—0, 1, 2,•••) дробного порядка:

Д2. Т (*)==? (х), (х)= (х),<7Х
я— 1

£>^<р(х) = /)^2)Г’<р(х) (п = 2, З,---). (О-ЗЗ)

(т <'<’)■Для значений параметра — 1 а 0 по аналогии

со сказанным выше, на основании самого вида соответствующей за՜ 
дачи типа Коши (0.30), (0.32) естественно было операторы последова
тельного дифференцирования (и = 0, 1, 2,---) дробного порядка 
определить уже по формулам:

<Р (*) = <Р (х), £»'Р<р(х)= ֊— — ф(х),
” dx “ </х

л-1
£)л/Р ф (х) = ри₽ ® (х) (и = 2, 3,-• ■ ) (°-34>

(см. [8]). При этом как в (0.33), так и в (0.34) положено —=1—а.
Р

Именно использование этих операторов и привело к раскрытию 
явного вида функционалов единственности (0.11) и (0.12), поскольку 
ввиду определений (0.34) операторов £Ир

-I оо

? (0)= <р=—у ф(д) ^«-1 Л(0<а<1, л>0), (0.11'}

о
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£)Л/Р т (0) = £’ ? = г + j- j <р(2я) (0 /°+,) "-1 dt (—1< а <0, п > 0).
о

(0.12')
(г) Как уже отмечалось, в работах [7, 8] критерий а-квазианали՜ 

тичности устанавливался сначала в классах Сл {[0, 4֊ оо); Мл\ с. 
с (—1<а<1). При любом ։( — 1<^а<^1) этот класс определял
ся как множество функций ^(xJ^C'V’’, удовлетворяющих условиям

sup \DnS «Р (х) I < А,‘В; Мп (п = 1, 2, • • •). (0.35)
0<Х<+-

Общая теорема, дающая критерий а-квазианалитичности классов 
С’ | [0, 4- со); Мп}, может быть сформулирована следующим образом.

Теорема В. Для того, чтобы класс С„ ( [0, со); Мп} (—1<Э*<^0 
был а-квазианалитическим, т. е. чтобы для любой, функции 
? (х) € С* ([0» 4-°°); мя| из равенств

£„<P = 0 (n = 0, 1, 2,--.) (0.36)
следовало тождество ф(х)=0, х£ [0, 4՜ °°)> необходимо и доста
точно выполнение условия

Ч -
f ln (0.37)

J л-

I

Отметим, что 0-квазианалитические классы Са {[0, 4՜ °°); Мп\ и 
Со ( [0, 4՜ °°); Мя} совпадают с классическими квазианалитическими 
классами С | [0, 4՜ °°); Мп}, и при а—0 справедливы также равен
ства

£°<Р = £ЛФ = <Р('”(О) (п=0, 1,2,--). (0.38)
Поэтому как теорема Б, так и теорема В содержат в себе клас

сическую теорему А Данжуа—Карлемана в качестве специального 
случая, когда а=0.

0.4. Для решения проблемы а-квазианалитичности (т. е. пробле
мы (0.6) —(0.7)) в исследовании [7] был предложен метод, основан
ный на применении развитой первым автором данной статьи теории 
интегральных преобразований с ядрами типа Миттаг—Леффлера, по
дытоженной в его монографии [9], с одновременным привлечением опе
раторов интегродифференцирования дробного порядка.

Этот метод позволил, как и в классическом случае, свести проб
лему а-квазианалитичности к известной проблеме Ватсона о макси
мальной скорости убывания ограниченной аналитической функции в 
круге (или в полуплоскости), но уже для угловой области определен
ного раствора, и существенно опирается также на наличие отличной 
от нуля аналитической функции, предельно быстро убывающей в этом 
угле. Речь идет о следующей хорошо известной теореме (см. [7], где 
приведены подробные литературные указания).
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Теорема Г. 1°. Пусть функция Г(к) аналитична внутри и 
непрерывна в замкнутой области Д (т; 0) (кроме, быть может, точ
ки со), где

Д(7; 0) = (г:|аг22|<֊^. 0 < |г| < +оо|Л1-< 7 < + <хЛ, (0.39) 
I 21 > \ 2 /

и удовлетворяет там неравенству

|Г(ге'’)|<Ле0< г< + «•), (0.40)
2т

где Л>0—некоторая постоянная, р (г)—неотрицательная функ
ция, определенная на полуоси [0, + со). Если при этом

[Л֊ ^ = +«>, (0.41)

Г
то Г (г) = 0;

2''. Пусть р(г)^֊0 — неотрицательная функция, определен
ная на полуоси [0, + °°) и удовлетворяющая условию

+ (0.42)
Г

1 . . , где — <7< + со.

Тогда сущестует функция Е(г)^$, аналитическая внутри 
и непрерывная в замкнутом угле Д (7; 0) и удовлетворяющая нера՜ 
венству (0.40).

0.5. (а) Из самого определения функционалов единственности 
(0.11) и (0.12) очевидно, что для их существования и конечности во
все не обязательно накладывать на функции »(х) из соответствую
щих классов ограничения (0.9). Естественно было ожидать, что утвер
ждения теорем Б и В справедливы не только в классах С1“։, но и в 
классах функций, удовлетворяющих минимальным ограничениям, обес
печивающим существование этих функционалов.

Именно, обозначим через С1’}(—1<^а<^1, я=/=0) класс ограни 
ченных и бесконечно-дифференцируемых на полуоси [0, + ос.) функций 
ф(х), удовлетворяющих условиям:

1 Л </со (л = 1, 2, • • •), при 0 <Г 1; (0.43)
о

Г |?(г'1)(/)|/0+“)Л-1<//<+ оо(п = 1, 2,-- )։ при — 1<о<0. (0.44

0 )
Для функций этих классов также можно определить операторы 

последовательного дифференцирования порядков п/р (л = 0, 1, 2,---)
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С этой целью отметим, что для функций <р (х)1 1) спра
ведливы формулы

Я:''<р(х) = £Г"<р(я։(х) (п = 0, 1, 2, -.; 0<а<1), (0.45)
1У* <р (х) = О՜(։+ч * <р(2я) (х) (п = 0, 1, 2, • • •; -1 < а <0), (0.4б) 

(формула (0.45) установлена в [7] лемме б, а (0.46) — в [8], лем
ме 1.3).

Поэтому для функций <р(х)^С1՞’ (—1<^а<^1) естественно оп
ределить операторы последовательного дифференцирования следую
щим образом.

Для значений 0 -С а<С 1 положим

<?(х) = у(х).
+-

£>? Т (х) = й? (х) = -֊- [ « ֊ хГ1 ? (/) <Л, (0.47)
Г (а) 3

4 -
££/р <Р (х) = ?(я) (х) = —Ц Г (/ - хГ /я) (0 Л (п = 1, 2, • • •).

Г (ап) ]

При этом заметим, что согласно(0.47) при а= 0£)1 <р(х) =<р(՞ (х) 
(п = 0, 1, 2,••■), и поэтому класс Со՞1 естественно отождествля с 
классом Сдх) ограниченных бесконечно-дифференцируемых на по у оси 
[О, + со) функций.

Для значений же —1<^а<^0 положим

®(х) = ?(х),
+ -

^'р?(х) = £>7(1+։)<(х)^ —Г(/-х)։1 + “,-։ф’(0Л, .(0.48) 
Г(1+а) 3

5:/р ? (х) = £>»(1+в) л <р(2я։ (х) =

= тт֊,1 X х ^֊хУ-’-'^ЧОЛ (П = 1, 2,- . ), 
Г((1+а)п) 3 X

( 1 1
I как и раньше, — = 1 — а 
\ Р

Отметим, что из условий (0.43) и (0.44), очевидно, вытекает суще

ствование и конечность функций р ф (х) (п = 0, 1, 2,՛*՛) на всей 
полуоси [0, + со).

0.6 (а). Как отмечалось выше, в основных теоремах Би В проб
лема а-квазианалитичности принципиально была полностью ре
шена.

Цель данной статьи— показать, что без какого-либо измене
ния всего метода решения проблемы в целом, предложенного в ис
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следовании [7], и лишь путем эквивалентных переопределений опе. 
раторов интегродифференцирования дробного порядка можно 
предельно расширить ранее введенные классы допустимых функ
ций Сл {[0, + оо); М„} и С* ЦО, + оо); Мя} с тем, чтобы они были 
непосредственно ассоциированы с определениями простейших функ
ционалов единственности (0.11) и (0.12).

На этом пути приходится лишь несколько видоизменять и пере՜ 
доказывать некоторые из лемм, содержащихся в работах [7, 8], и до
полнительно воспользоваться только частным случаем следующей из
вестной теоремы (см. [5], стр. 217).

Теорема Д. Пусть <? (х)— п раз дифференцируемая функция 
на [0, 4֊ оо) и

тл= зир |<р(А) (х)| (О^Л-Сп). (0.49)
0<х<+-

Тогда
т*<(—) т. я т" (1<к<п). (0.50)

\ к /
С целью формулировки соответствующих результатов приведем 

следующие определения:
1) С«{[0, +°°); ЛГЯ} (—1<^а<1) — это класс тех функций 

<р (х) £ С\“*, которые удовлетворяют условиям

зир <р (х)| < Аг Вя Мп (п = 1, 2, • • •); (0.51)
0<х<+- «т

2) С. {[0, + оо); Мп\ (—1<а<1) —это класс тех функций <р (х) £ 
£ С«“), которые удовлетворяют условиям

зир |<р(л> (х)| <А,В^Мп (л = 1, 2,• • •), (0.52)0<х<+- '
где постоянные АТ 0 и зависят, вообще говоря, от функции <р.

В следующих теоремах содержится исчерпывающее решение проб
лемы а-квазианалитичности для этих классов.

Т еорема 1. Для того, чтобы класс С։ [[0, 4֊ оо); М„) (—1 
<Са<\1) был а-квазианалитическим, т. е. чтобы для любой функ
ции ?(х)£С<, Ц0, 4՜ °°); Мп} из условий

=0 (л = 0, 1, 2,-.-) (0.53)
следовало тождество (х)=0, х£[0, 4֊ °°), необходимо и доста
точно выполнение условия

+ ао
Г1п яТГ=Г</Г = + (0-54)

1

Те орема 2. Для того, чтобы класс С, {[0, 4՜°°); Мп} ( —1< 
<«<1) быЛ-Л-квазианалитическим, т. е. чтобы для любой функ
ции® (х)£С, {[0, 4” «>); Мл} из условий
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£* <р = 0 (п = 0, 1, 2,-• •) (0.55)

следовало тождество (х) з= 0, х£[0, + со), необходимо и доста
точно выполнение условия

+ »

1

(0.56)

(6) В § 1 приводятся формулировки и полные доказательства 
тех лемм из [7], а также [8], которые нуждались в видоизменениях, в 
связи с переходом от классов (—1<^“<С1) к более широким клас

сам С!**’(—1<^а<^1). Однако, несмотря на небольшие по существу 
видоизменения соответствующих формулировок, в результате такого 
перехода доказательства этих лемм (1', 1", 2', 2") значительно удли
нились.

Но отметим, что при этом нам не понадобилось привлечения 
иных средств анализа, чем неоднократное кропотливое примене
ние формулы интегрирования по частям, предельных переходов и 
установление сходимости тех или иных несобственных интегралов.

В заключительном § 2 мы лишь намечаем схемы доказательств 
теорем 1 и 2, поскольку их полное изложение явилось бы буквальным 
повторением всего предложенного в [7] метода и его изложения.

Однако лишь по мере необходимости нами указываются те част
ные места из первоначального изложения метода, где взамен прежних 
лемм следует опираться на их видоизмененные варианты из § 1.

§ 1. Доказательство видоизмененных лемм

1.1 (а) Пусть опять параметр р <р 4֊ со определяется по

параметру а(—1<^а<^1) равенством

— =1-а. (1.1)
Р

Для значений параметра 0<^а<^1 в лемме 6 исследования [7] 
были установлены важные свойства операторов последовательного 
дифференцирования £)юР (и 0) дробного порядка, которые были оп
ределены на функциях <р (х) из класса по формулам (0.33). Для 
функций из класса в той же лемме, в частности, была установ
лена справедливость равенств (0.45), из которых, очевидно, следует, 
что при любом п 0 оператор £>«р на классе > совпадает с опера

тором £)2>/!>, определенным по формулам (0.47).
Покажем, что если для функций из более широкого класса 

с1“’=> с!ш) положить в основу определение (0.47) операторов
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/>"/(,(п>0), то отмеченная лемма 6 остается в силе в следующей 
формулировке.

Лемма Г. Пусть <р (х) £ (0 < а < 1). Тогда справедливы
утверждения'

1°. Если ап-1>0, то функция D%f <f (х) непрерывна и огра
ничена на полуоси [0, 4֊ со), причем

lira D:/p<f(x)=0; (1.2)

2°. Если а(1 — а) п — 3 > 0, то функция (х) принадлежит 
одновременно классам Li(0, 4՜ °°) и ^-»(0, + °°)>

3°. Справедливы формулы

£>:'рТ(х)=(-1)‘£>^(“-*,<Р(л--*,(х); х£(0, +«)
(1.3) 

(п = 0, 1, 2,--, Л = 0, I,- -, [ап]), 
где [ап] означает целую часть числа ап.

Доказательство. 1°. Введем вспомогательную функцию, по՜ 
лагая для каждого х £ [0, 4՜ со)

G„(t՛, *<<< + ”.
I о , О < t < х, 

и заметим, что согласно (0.47) можем написать 
+-

т (х) = —Ц С Ga (f; х) Ф<»> (0 dt, х£ [0, + оо). (1.4) 
Г (ап) .1о

При ад — 1 > 0 функция G„ (if; х) непрерывна по обеим перемен 
яым <е [°> + °°) и хе [о, + со), причем

f-. » . . S X t 4֊ со, - . _ .Ga(f;x)<J . t, хе[0, 4-co). (1.5)
I 0 , 0 ֊\ f \ x,

Следовательно, в силу условий (0.43) интеграл (1.4) сходится абсо 
лютно и равномерно на полуоси 0 х 4֊ оо и определяет непре
рывную на этой полуоси функцию

С другой стороны, поскольку из (1.4) и (1.5) следует оценка 
+ -

!^<р(х)|<֊1֊ С1?(Л)(01«“"։л> *€Ю, +«), 
г (“«) JX

то как ограниченность функции DnJ₽ <р (х) на полуоси [0, 4՜ °°)» так к 
предельное равенство (1.2) вытекают из условий՛ (0.43).

Утверждение 2° удобно доказывать с использованием формул (1.3), 
поэтому сначала докажем утверждение 3°.
0 4?При п = 0 справедливость формул (1.3) очевидна ввиду (0.26՜) и
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Полагая п^>1, отметим сначала, что поскольку ап — к^.а(п—к) 
(к = 0, 1,-• •, [ап]), то

(О I /«-*-։ < |<р<" --*) (/) IГ («-*» -։ , 1 < / < 4- ОО, 
и поэтому, в силу неравенств п — к~>1 (п 1, 0 к [ап]) и условий 
(0.43)

|<р(л-*) (<)| £*л՜*՜1 + со (л > 1; = 0, !,•••» [ал]). (1.6)
1

Отсюда, в частности, будем иметь
Нт |т(л_*) (01^“'։~* =0 (л > 1; 4 = 0, I,---, [«л]). (1.7)

Проведем теперь рассуждения по индукции.
При 4 = 0 формулы (1.3), очевидно, совпадают с самим опреде

лением (0.47) оператора
Предположим, что эти формулы верны при к=р (0֊<Ср^ [ап]—2), 

т. е.

(х) = 1)Р- f(f - х)’"-'՜1 Т<Л-') (о Л, х 6 (0, + СО), (1.8)
Г (ап— р) J

заметив при этом, что в силу (1.6) этот интеграл абсолютно сходит
ся, и докажем, что формулы (1.3) будут верны и при 4 = р + 1.

На основании (1.7) выберем последовательность aj | + со та
кую, что

lim аТ - Р~1 1«/'’՜'“° (а/)| = 0. (1.9)
/-+-

Далее, учитывая (1.8) и производя интегрирование по частям, 
получим

а1
Dn^r <р (х) = _iim Г (t _ х)«-я-։ ^(л-p-D (,) =

Г (an — р) /-+-J

= (~1)Р ■■ lim | (f-x)—*֊* <р<Л-Р-’)(о7 -
Г (ап — р) J-*+~ 1 х

“J
— (ап —р-1) (t — xYn-P-2 't<n-P-V (t)dt | =

4-оо

= ՝ Г (f — х)"-г-2 ®<л-р-П (0 dt =
I (ап—р—1) J

= (—1)p+։£>֊("«-(p+։))t(«֊(p+։)) (х), xç(0, -|-со), . (l.ld)

т. е. формулы (1.3) при к — р +1. При этом в силу (1.6) последний 
интеграл абсолютно сходится, а проинтегрированный члён исчезает՛ 
ввиду (1.9) и неравенства ап — р —1 ^-1. 1 ՛
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Таким образом, формулы (1.3) справедливы для значений л>1 и 
^==0, 1,..., [ал]—1. В частности, при £=[ап] —1 будем иметь

+ <»
5".р?(х)= —---- f ф(я-|«|+։) dtj (1.Ц)

" Г (ал— [«л] н֊1) J X
причем, как уже убедились, этот интеграл при любом х^(0, 4՜ °°) 
абсолютно сходится.

Чтобы доказать (1.3) при к = [ал], разберем отдельно два слу
чая: 1) «л =£= [ал]; 2) ал = [ал].

В обоих случаях, опять на основании (1.7), выберем последова
тельность aj t + °°> для которой

lira а«—!««! (ay)[ = 0. (1.9')
/-+-

В случае an [ап], как и выше, в силу (1.11), получим
aj

‘ lim ( (f — х)*"-։«"1 d^~ l“D (/) -
Г (ал—[ап] +1)/-т-J

= —С՜՜1)1՞'11 — jim f (t—xy* -i«՞) <p(«- [«в (f)P—
Г (ал—[ад] +1);-»+® 1 Т

— (ал —[ал]) (f-x)“-lMl-I<p<"-l“l>(ï)rt =
*
+®

—-— --------  (t—х)1Я -11՞։ ?<"- м (о dt =
Г (ал — [ал]) J

= (-1)1’"1 D՜ 1м։> <р(я-՛“’> (х), х£ (0, + со).
Пусть, наконец, ал = [ал]. Опять, в силу (1.11) и (1.9'), можем 

написать

Г7
£>:/₽ ф(х)=(-1)1“я|-1 Нт +’)(/) Л =

/-+• ,]

= ( — 1)1««)-։ 11т {ф(я-։։л»(а/) —я>("-1"1>(х) | =
у-+®

=(_1)[’"։<р։"-։«1»(х)= 1-1) (х)> (0> +

причем последнее равенство написано на основании (0.26՜).
Этим завершается доказательство утверждения 3°.
Докажем, наконец, утверждение 2°.
При нашем условии а(1— а)д — 3>0 будем иметь

Тя = [ал](1— а) — 2 + а>0. (1.12)

Далее, воспользовавшись формулой (1.3) при £ = [ал] — 1, можем 
написать
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+ “ + л
Г \DaJf ? (х), Xя dx =* J 1D՜(м-1։я| + 1)<р(я- '“)+։) (х)| хТя dx < 

о о
4- +•

< р" f(t֊*)“- I ф(я-|MJ +1) (01 dt dx.
Г (an — [<։n]+l) J J 

0 x

Отсюда, на основании теоремы Фубини поменяв порядки интегриро
вания и пользуясь формулой (0.17), получим 

+-
||£>:/₽?(х)|Лх< 

о 
+*" I

<---------1--------- (’|ф‘я-|։я1+о(О1 Г(*֊х)։я-1։я1хТ*</хЛ =
Г (an— [an] 4- 1) J J

о о
+ ••

—_____Г (1 + 7л)------- С|ш(я— 1։л1 +п (£)| /]+Тл+вл- I«"] dt =
Г(2+ 7n+an-[an]) JIY 

о

—------- Г (1 + 7л)------- Г|^(я_ +1j ^я_ (։я1 +1) «-1^ < да,

Г (2+ 7« + an — [an]) J ։
о

причем равенство 1+ 7л + an — [an] = (n — [an] 4֊ 1)a — 1 следует из 
(1.12), а конечность последнего интеграла обеспечена условиями (0.43).

Таким образом

J\D%f ф (x)j х7я dx< + оо,

и поскольку 7л > 0, а О^’ф(х) в силу утверждения 1° леммы непре
рывна на полуоси [0, + со), то

+<о 1 +»
УЙ' ф (х) Их < уЙ" ф (х)| rfx+ у ID-? ф (х)| хТя </х<+ 

0 0 1

то есть £>:/рф(х)€Л(0, + оо). Отсюда, воспользовавшись утвержде

нием 1° леммы, легко можно убедиться и в том, что D*f ф (х)
(0, + оо). Лемма доказана.

Следствие. Если ф (х) £ Cj“5 (0<^a <1) и при некотором֊ 

»>֊!— 
a (1—а) -

ф (х) = о, X £ (0, + оо), (1.131
то . . .. .

Ф (х) = const, X £ (0, + оо). (1.14У
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Доказательство. Разберем отдельно два случая: 1) ап =/= 
=^=[ал]; 2) ал = [ап].

Пусть ал=/=[ад].
Так как при условии л —----- - а (л — [ал]) 1 > 0, то ввиду

а(1—а)
(0.43)

+ 00 +«
у |ф(я-(«л1>(/)||<в(«-1”Ч (/)| /«(я-(«л|)-։ л<+ оо. (1.15) 

1 '1

След'овательно, при условии (1.13), воспользовавшись формулами (1.3) 
(при £=[ад]) и (0.18), будем иметь

+ «•
0= у (/,- х)-։«"-1«»££" <р (*,) Л։ =

+ «о +«
= ------- - -------  (’о։-х)-(«-1«1) [ (#г— М֊1 (<։) =

Г (ал — [ал]) 3 и
ж , А
+ <* А

— - 1 г , (М Г(;։-х)-(—(*«|>(^-«,)—■։•"•֊«=
Г (ал — [ал]) 3 и

+ 00
= Г (1— ал 4֊ [ал]) I (1г) Л1։ х£(0, + оо),

причем в силу (1.15) перемена порядков интегрирования допустима. 
Отсюда уже ясно, что при любых а и Ь (0<^а<<6<4՜00)

ь

(х) </х = О
а

и, следовательно, <р<п-Г’'11> (х) = 0, х£(0, 4՜ оо).
Если же ад=[ап], то на основании (1.13) и формул (1.3) (при) 

Д=[ап]) опять получим, что ср։՞-!*"!)(х) = 0, х£(0, 4֊ оо).
Очевидно, что тогда

9 (х)= а0 + ах х 4-----4՜ ая-(«я| -1 х’՜ М -։, х £ (0, 4՜ °о).
Однако • •=вав_[„|_1 =0, так как в противном случае функция 
<р (х) не может быть ограниченной, откуда и следует (1.14).

Аналог леммы 6 из исследования [7] в том случае, когда — 1
а 0 и операторы последовательного дифференцирования дробного 

порядка 1У^ на функциях класса С<“> определены по формулам (0.34), 
содержится в работе [8] (стр. 214, лемма 1.3).

Покажем, что если для функций из более широкого класса С!՜’ э 
:Э (—1<^«<^0) положить в основу определение (0.48) опера* 
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торов (п > 0), то в этом случае также отмеченная лемма остается 
в силе в следующей формулировке.

Лемма 1". Пусть у (х) £ С1') (— 1 <а < 0). Тогда справедли
вы утверждения:

1°. Если (1 4՜ я) п—1>0, то функция у (х) непрерывна и 
ограничена на полуоси [0, 4֊ -х,), причем

Пт Й* ? (х) = 0; (1.2')

2‘ . Если (1 4- «) п — 4>- О, то функция <р (х) принадлежит 
одновременно классам (0, + «-) и £. (0, 4֊ со);

3°. Справедливы формулы
Й"? (х)=(-1)‘ ?<»"֊“ (х); X 6(0., 4- оо) (1.3')

(я = 0, 1, 2,- -; Л = 0, !,•••, [(1+а) „]),
где [(1 4-«)п] означает целую часть числа (14-»)п.

Доказательство. 1°. Путем введения вспомогательной функ
ции

в,(1; х) - | х<*< + °°’х£ [о, 4֊°°),
I 0 , 0<г<г, 41 "

это утверждение доказывается точно так же, как и соответствующее 
утверждение леммы Г, только вместо формул (0.47) и условий (0.43), 
естественно, надо воспользоваться формулами (0.48) и условиями 
(0.44).

Докажем утверждение 3°.
Отметим сначала, что в силу условий (0.44) при каждом п > 1 

существует последовательность а, Т 4՜ °°> для которой
Пт аУ+*,яф(2я’(а/)=0. (1.16)

/-+-
С учетом (1.16) и (0.44) при любом п^-2 можем написать 

+«
(()сН =

1

1 с'
= --------- ֊---------  Пт «(»—։>(#)<#«+«) О1֊1» ==

(1 4-а)(п-1)
I

=------- 1-------  Пт Ло ‘ (2а-2)
(14՜®) (п — 1)/-»+« | т '4

_ у г։+։)<я-‘>/2я-1)(/)л| = 

։

= -------Л-------; Нт I -?{։я“”(!)-Г <(1+,)(я ։'<Р(=я-։)(ОлЬ
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Отсюд i вытекает существование и конечность предела

11m <<։+•)(--» т<^-»(/) dt, (1.17)
) J

1

значение ко торого легко определяется из предыдущих равенств.
Ра осмотрим теперь два возможных случая.
1) Существует /0>0 такое, что при / > /0 функция ?<2«-։>(0 со

храняет знак.
Тогда из существования предела (1.17) вытекает, что

4-со
j £()+«)(я -П|<р(2л-։)(/)|Л<^ -f- ОО, 

1

и, следовательно, существование последовательности bj f + со, такой, 
что

lim 
/-+■»

• 2) Функция <р։2я-։Н/) при t -» 4- со бесконечное число раз меняет 
знак.

Очевидно, что в этом случае существует последовательность 
Ь) | + со, для которой

։р(2«-1)(6у) = 0 (»1).
Из сказанного заключаем, что при любом и > 2 существует пос

ледовательность bj f + <х>, для которой
lim бУ+*,("~։)+։?<։л-։)(67) = О. (1.18)

/-►+<»
С учетом этого равенства, при (14֊а)л— 1 >0 можем написать 

|?(։л-1) (01 = lim |ф<։"-1,('6У)-?։л-1)(0К 
/-*+« 

bj +«
< lim f |<р(2л) (х)| dx= С |<р<ая> (х)|</х <

'~+“Р Р
+®

I [|?<2">(x)|xO+‘)«-«rfx, 

i
откуда на основании (0.44) получаем

Jim *<’+*>—։<р<2"-։) (0 = 0 ((1 + а) п — 1 > 0). (1.19)

Перейдем теперь к доказательству формул (1.3').
Отметим сначала, что в силу условия —1<^а<4) для значений 

л =0, 1 будем иметь [(1 4֊ а) л] = 0, поэтому для л = 0, 1 в формуле 
(1.3х) индекс к может принимать только значение 0.

Таким образом, справедливость формул (1.3х) для значений 
л = 0, 1 непосредственно вытекает из самого определения (0.48) опе
раторов D^,/p.
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Поэтому дальше мы можем полагать, что п > 2.
Будем проводить рассуждения по индукции.
При к—О формулы (1.3') очевидны ввиду (0.48).
Предположим, что эти формулы верны при к = 2р (0 2р 

<[(14֊ а) л]—2), т. е.

п՜; ( (Г-х)«1*«»-»֊» (I) Л, (1.20)
Г ((1 4-а) п-2р) JX

х£ (0, + «>.)»
и докажем, что формулы (1.3') будут верны и при к = 2р 4֊ 1.

Отметим при этом, что поскольку 1-<(1-|-а)л — 2р — 1^ 
-С(14-а)(л — р)—1,то из условий (0.44) вытекает абсолютная сходи
мость интеграла (1.20) при любом х > 0.

С учетом (1.20), производя интегрирование по частям, получим

Д?т(*)— , И" ֊՛>«)-Г ((1 + а) д — 2р) Д-+» J 
х

-Г<п , ?"(('֊ ->"'•' (') I ֊
Г((1-|-а)л—2р)л-»+®(

А
— ((1 + а) л -2р - 1) р*- х)(’+«> ,։»«-։/֊» | =

= 777,‘Г'Г’, ,՝ 7 ’°“’՞՜" ■’»՛’՛■”-՛’(')■" =
I ((1 + а) л—2р—1) 3

= (-1)2р+1 £>;((։+”я“(2р+1”<р(2/1"(2р+1’>(^). *€(о, -г°°), 

т. е. мы пришли к формулам (1.3') для к = 2р4"1.
При этом, очевидно, последний интеграл сходится (хотя, быть 

может, и неабсолютно), а проинтегрированный член исчезает, так как 
(1-|-а)л — 2р — 1>1 и, кроме того, в силу неравенства (1+<х)л— 
-2р-1<(1+ а)(л —р)—1 и (1.19)

Нт /1+в) л՜ 2₽՜1 ф(2я՜2 ₽-1) (/) = 0.

Из доказанного, в частности, следует справедливость формул 
(1.3՜) при к — 1.

Предположим теперь, что эти формулы справедливы при 
к — 2р — 1 (1 <2р — 1 <[(1 4֊ а) л] — 2), т. е.

о .П [(<-х)(1+,,я-։рф։։л-*+։)(0Л, (1.21)
Г ((1 4֊а)л — 2р4-1) J

(0, 4֊ <»).
и докажем, что тогда они будут верны и при к=*2р.
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Действительно, учитывая (1.21) и производя интегрирование по 
частях, получим

Ъп1> <р (х) =-------1) —------------ 1։п
м ' Г((14֊«)л-2р4֊1)Л- +

(—1)^՜՜*= ------- ----- ■------------- 11 ш
Г((1 + «)л—2р 4-1)?-+®

I.) п-2р щ =

_((1 + а)Л- 2р) [ (/-х)п+а)л"։/’-1Ф(2П-’Р)О)Л1 =

------- --------------- [(, _ *)<«+•> ֊’ (0 л 
Г((1+а)л-2р) Г

=(- 1)* /)-((։+«) «-2/» ?(2л-2р) (х), х6(0. + оо),

т. е. мы вновь пришли к формулам (1.3'). но уже для к=2р.
' При этом последний интеграл абсолютно сходится в силу нера

венств 2 < (1 + а) п — 2р — 1 < (1 + в) (п—р) — 1 и условий (0.44), а 
проинтегрированный член исчезает ввиду тех же неравенств в силу 
(1.16).

Поскольку для 4 = 0 и к— 1 справедливость формул (1.3') уж 
установлена, то на основании уже доказанных индуктивных перехо
дов можем последовательно утверждать справедливость формул (1.3') 
для всех значений 4=0, !,-••, [(1 4՜ а) л] — 1.

В частности, при к =[(1 + в) л] — 1 будем иметь:

5"Л(х) =

Г((1+а) л-[(1+а)п]-Ы)
՛-[(։+«)«] $(։■-[(։+«) л]+1) л

(1.22)
*€ (0, 4֊ =е).

Чтобы доказать (1.3') при 4 = [(1 4՜ а) л], разберем отдельно два 
случая.

1) Пусть [(1 +<։) л] = (1 4-а) л.
Отметим, сначала, что в силу неравенства 2л —[(1 4֊ а) л] > 2 и 

ввиду (1.16) и (1.18) можно подобрать последовательность 4՜ ос, 
для которой

Нт ф(2Л-1(։+») л)) (<у) = 0.

Отсюда на основании (1.22) получим

/У
^7 ?(«)=(—1)1(1+։)”-’ Нт ?(2л-|(1+.)я)+1) л _

о. па I ՝ ’
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= (_ 1 )!(>+«) "]֊‘Ит {<р(2л-[Ш«)л]) (^)_ф(2.1-[П+«)"]) (х)) = 
/-»+■"

= (—1 )«*+•» 'Ч,/2'1՜ К1+в,'Ч)(х) =

= (—1)1<։+,)я։ р-«։+։)«-1(Ч-“)■)) т(։л-[(1+«)п]) (х)։ х£(0, 4- со).

2) Пусть [(1 4՜ «) п] (1+ ») п. Тогда (1+ а) п — [(1 4֊ а) п]>0.
Отметим еще, что поскольку для формул (1.3') случай Л = 0 уже 

разобран, то будем полагать [(1 4՜ а) п ]> 1.
Предположим сначала, что 2и—[(1 4֊ а)и] 4-1 — четное число.
Заметив, что тогда 2п— [(1 4՜ “) л] — нечетно, причем 

2п-[(14֊е)п]֊Ц (1 + а) _ ! > (1 + а) п _ ((1+ а) л]> 
л»

в силу (1.19) будем иметь

1пп Л(1+*)Л " ((։+։) Л] (Л) =0.
Л -»+«։

С учетом этого равенства из (1.22) интегрированием по частям по
лучим

£>:/₽?(х)=
(—1)1(1+«) л] -1

Г((14-«)л-[(14-«)п]+1)

л
X Нт Г |(1+ «) л- [(։+«) л] ^(2«- ((!+«) л]) (^ _

(_1)К1+‘>"1
= Г((14֊е) л ֊ [(14-«) л] 4-1)

|(1+«) п- [(!+«; л] *(ал- ((!+«) «])(^ | _

— ((14-е) Л- [(14-е) л]) (/— х)(, + в) л՜ ,(1+а) л] -*?<2л՜ 1“+*) л1’ «)Л

(_1)։<1+*) "1
Г ((14-е) л-[(!+«) л])

^1+«) л- [() + «) л] -1 ^(21- ((I +«) "))(^ Л _

= (_!)[<։+«) Л] £)-((!+«) л-[(!+«) Л]) ^л-[(!+«)«]) +оо)>

причем очевидно, что последний интеграл сходится.
Предположим теперь, что 2п — [(14՜ е) л] 4՜ 1— нечетное число.
Нетрудно проверить, что тогда для четного числа 2п — [(14՜ 

4- е) п] справедливо неравенство

— ^ + й)п1 (1 4- «)> (1 4- «) л — [(1 + а) п],

л

803-4
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и поэтому в силу условий (0.44) имеем

у |(рС»я-({։+«)л]» (^)| <(։+«)«-[(։+•)я]-։ л<ч-оо. (1.23)
I

Отсюда, в частности, вытекает существование последовательности 
| оо, для которой

Пт К11 *> «-Ш1 •> "1 ?<2л -«*-։ •) Л» (<,) = 0.I- » 1

Пользуясь этим равенством, в силу (1.22) получим

’ Г((Ц-а)Л-[(14-а)Л]4-1)

X Пт (/—х)П+«)—Ю-К"] -) Л1) (<)=
/-+-^

(_ 1 )[(!*«)«]֊։
= Г((1 + а) л-[(1+а)п] + 1)Х

X Нт {(/ — х)(«+•> Л֊П1+< »] Т(2л֊[(1+« л|) (/)|<У _

— ((1+ а) л —[(1+ а) л]) ( (/— х)(։+ «»«-[(!+«) л] -։ ?(։»-[(!+«)«)) щ

( —1)1(1+«)"]

Г ((1+а) л-[(!+«) п])
х)(1 + «) л—[(!+«) л]-1 <р(։л-Г(1+.) П]) до Л _

— (_ 1)1(1 + «) л] £)-((!+«) я-[(1+«)л]> ф(Зл-[(1+«■)«]) (х) 

х£(0, + оо), 

причем в силу (1.23) последний интеграл абсолютно сходится.
Этим доказательство формул (1.3՜) полностью завершено.
Докажем утверждение 2° леммы.
Сначала заметим, что в силу условия (1 4֊ а) л — 4>0 будем 

иметь 2<[(1 4֊ х) л]. Следовательно, воспользовавшись формулами 
(1.3՜) и (0.17), можем написать

+« 4- ас

<Р (х)| ж֊* ах = (рчи+«>-։) «рР»֊։) (х)| х֊’ <1х <
о с7

4-ао 4. х

<Г((1+1«)„֊2) I (01 -
о л

У1’1"՜”<()| I('՜х)11+՜’ ՛"“х ՛“- 
О и
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-Ь»
= ----- Г Ц —g)---------------- Г hpCn-j) -2-. л =

Г (-1-«+(1+а) п) J
О

+ »
=------- Г(1~а)----------- Г |®<2—։> (01 <։1+ -И'1՜1’՜’ Л< + ОО,

Г(-1-а+(1+а)п) J
о

причем сходимость последнего интеграла вытекает из условий (0.44), 
а перемена порядков интегрирования допустима на основании теоремы 
Фубини.

Далее, поскольку <р (л) при (l-f-a)n — 4>0 непрерывна на 
полуоси [0, + оо) и —» 0, то

+<о I + со

J ID՛;? • (х)| rfx< j ЙР f (x)l dx+ J p:/p<F (x)l Х-» dx < + co, 

0 0 1

t. e. D^(x) €4(0, 4- co). Наконец, отсюда и из утверждения

1° леммы следует также принадлежность <р (х) 6 4 (0, + °о), и лем
ма доказана.

Следствие. Если ф (х) (—1 <Са0) и при некотором

п> —
1 + «

5я? <Р (х) = 0, х£(0, 4֊ со), (1.13')
то

<р (х)= const, х6(0, 4- со). (1.14')

Доказательство. Отметим сначала, что в силу (1.19) при 
(1 4՜ а) п — 1 > 0

1<р(2я-։) (ОКС/1-«1*«)» , 1 <f<4- со,
где С>0— некоторая постоянная. Поэтому

•4 00 + оо
Jl^-D (f)| dt < С J fHi+Ч " л< 4֊ СО, при (14- а) П — 2>0. (1.24)

1 1

С другой стороны, в силу условий (0.44)
4-оо 4- оо

J|ф12п) (01 dt -С J |?<2я) (01 /(։+а)'1՜1 dt < 4 °°, при (14՜ а) п — 1 > 0.

1 1
(1.25)

На основании (1.24) и (1.25) заключаем, что
+"

Г 4
|т»(01л<4-оо. (L26>

1
н, в частности,
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Г • 4. |<р(3'։-1(1+*)л1) оо, л > -----  >
3 И-а։ 

так как 2л — [(14՜®) л] > л. 
Чтобы доказать (1.14'), вновь разберем два случая:

(1.26')

1) (1 4- а) л у= [(1 + «) л]; 2) (1 + ®) п = [(! + ։) л].
Пусть ('1 + ։)л [(1 + а) л].
Воспользовавшись формулами (1.3') (при Л =>[(1 + а) л]) и (0.18), 

в силу (1.13') будем иметь:
+ «

0= у (<։-х) «1+«) п-КЛ-«) л]) £)"К ? (7г) Л։ =

Г((14-а) л-[(14-а) л])
(П«)л +КН«)л| х

Ф(։--[(>+«) "Р (7Х) ЛХЛ։ =

__________1_______
Г ((14֊ а) л-[(14-а

?(2л-[(1 |«)яВ

X У (^ ֊ х)-(1+” '"' «ч «)'") (Ь — <։)(։+«) «-!(։+«)«1-1 л։л1=3

+ «
= Г([(14-а) л]-(14-«) л-Ь1) У ф(:"-«1+’>(/х) Л1։ х(;(0, 4֊ =о),

причем в силу (1.26՜) перемена порядков интегрирования допустима. 
Отсюда ясно, что при любых а и Ь (0 Ь 4՜ оо)

ь
у^а-ГО+^я], (х) г/х==0> 

а

и, следовательно, ф։։«-Ш+«)"1) (х)=0, х£(0, + со).
Если же (14֊а) л=[(14֊®) л], то на основании (1.13') и фор

мул (1.3') (при к. — [(1-[- а) л]) опять получим, что <»(։я~К։+։)«]) (х) = о 
*6(0, 4-«).

Очевидно, что тогда
<р (х) = а0 4֊ в1 х 4------- Ь ачя _«։ + ։) л]_| *]-։, х £(0, -|- оо).

Однако ах= • • • = а2я-[(ц.«)Я|_1 =0, так как в противном случае <р (х) 
не может быть ограниченной, откуда и следует (1.14').
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1.2 (а) В лемме 7 исследования [7] были установлены другие 
важные свойства операторов последовательного дифференцирования 
дробного порядка /)я'(> (п 0), определенных на функциях класса 
С'"1 (0<^։ < 1) по формулам (0.33).

Покажем, что если для функций из класса С,”1 (0<^а<^1)

положить в основу определения (0.47) операторов (п 0), то отме
ченная лемма 7 остается в силе в следующей формулировке.

~ 3
Лемма Т. 1 Если ср (х) С ) (0 </։ < 1) и п > — » то опера- 

а

торы [>”*<р(х) могут быть определены также посредством соотно 
иле ни й

Ч-1
А/ ? (*)=:/);•( — Я"??(х)1, хе (0, 4- со); (1.27)

I <1х. I

2°. Если <Р (х) < а < 1) и п> — > то
а

Доказательство. 1°.
0 < а Ь < 4֊ со), то

Если [а, 6] — произвольный

(#-х)’л-2|ф։я’(0| < Г՛-’(01; ։>Ь+1, хе [а, 6],

(1.28)

отрезок

(1.29

так как ввиду условия п> — , очевидно, ап — 2 > 1. Следовательно 
а

х)’я-1 <р<я> (7) Л = — (ап —1) X

|’Л՜2<р'Л) (£) <И, х^ [а, 6], (1.30)
Ь + 1

поскольку полученный после дифференцирования интеграл равномерно 
сходится по хе [а, 6] в силу (1.29) и основных условий (0.43).

С другой стороны, поскольку из того же неравенства ад — 2^-1) 
следует непрерывность функции

а- | (/—х)’"՜1 <р<я) (0 ) = — (ап - 1) (/ — х)“՜2 <?(Л> (I) 
</х

по обеим переменным < и х(а-С6 4-1, а<х46), то в силу из
вестной теоремы

*+։ *+։
— -х)—։ ?<">(#) <«-֊(«п-1) Си — х)—2 ?<*’(/) Л,
<1х ] Л

хе (а. 6].
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Отсюда и из (1.30) получим для любого х£ (0, + со)
4- 00 * + л

А Г(<_ х)*"-։ <р<"> (0 — (»л — 1) [(< —ж)։я-’т(я’(«)<л,
с/х 3 3

так как отрезок [а, 6] с (0, 4- ос) был произвольным. Следовательно, 
ввиду определения (0.47) операторов ££/р будем иметь

+ °°
— Р*р ? (х)= - “Л-=Ц (* (<- х)«’֊2 ?<"> (*) л, X е (0, + оо). (1.31)
</х Г (ап) 3

X ‘

Отметим теперь, что поскольку в силу основного условия (0.43)
Иш 1п£ Г” |<р(Л) (<)| = 0, 
<- + -

то, переходя, как и при доказательстве леммы 1', к последователь
ностям а/ | + оо, легко можно убедиться в справедливости неравенств

4-оо 4֊оо

•|<р(я) (01 < У 1?(я+1) (»)! **< /3(я1+1)_,- У 1?(я+։) (х)| х«<л+о-> </х. 

/ <
Отсюда, в силу того же условия (0.43), следует, что

Вт (/) = 0. (1.32)

Далее, воспользовавшись формулой (1.31) и производя интегри
рование по частям, получим

+ «
-^-Ь:/рсР(х)=--—֊ [ ?<-> (0 а (<֊х)'«->=
4х Г (ап) J

4֊ ао 4- оо

=֊֊-.|(М"-'т(”(<) - Г(*-х)։я-։<р(я+,»(*)л|=
1 (“л) I и ' 1

= 77~Ч С «-х)“՜1 ?(я+։) (0 л. х$(0, + со), 
Г (ап) J

причем проинтегрированный член исчезает в силу (1.32) и неравенст
ва ап—1>2. Отсюда на основании формулы (0.18) и определения 
(0.47) можем написать
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6
р/* / (* Ф("+։’ (О Г ('։֊ х)-1 ('1 ֊ Ь)“-1 =
Г(а)Г(։п)3 ;

X X

= -ч С &-х)'<-+։>֊։ лх =
1 (*(п֊Н)) 3 

X 

?±1 
=Б1 9 (х), X (; (0, + со),

причем перемена порядка интегрирования законна, так как из условий 
(0.43) следует абсолютная сходимость написанных интегралов.

Утверждение 1° доказано.
2°. В силу (1.31) и (0.43) получим

4- ос 4-оо

— О? <р (х) </х < Г [ и - х)м 2 |ФС«> (/)| Шх =
</х Г (ап) и иО х

4֊® г
Г| ?<") (01 Г(* - х)’՞՜2 ЛсЛ = 

г(«п) 3 ио о
4-®

-Ц С |?<”(01 г-'<й< + о°. 
г (ап) J

о

Этим утверждение 2°, а вместе с ним и лемма, доказаны.
(б) Аналог леммы 7 из [7] для того случая, когда —1 а О 

и операторы последовательного дифференцирования дробного поряд
ка Оп1* (п > 0) на функциях класса С(а”} определены по формулам 
(0.34), опять содержится в работе [8] (стр. 220), лемма 1.4).

Покажем, что если для функций из класса С1“’(—1<^а<^0) по
ложить в основу определения (0.48) операторов (п > 0), то в этом 
случае эта лемма также остается в силе, но в талой формулировке.

Лемма 2". 1°. Если ?(х) £СаХ)(—1<^а<^0) и п>—-—» то опе-
1 + ’

раторы О"У <р (х) мтут быть определены. также посредством 
соотношений

БТч (х) =/оУ1+я>\^-ОУ<Г(х)\, х6(0, 4-со); (1.27') 
бх ( бх )

2°. Если <р (х) С1”’ (—1 <С® <30 и п^- —-—, то
14-а

бх 4՜ °°.
о

(1.28')
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Доказательство. 1°. Заметив, что при п > ------ имеем
1+«

(1+ а) л — 2 >2, точно так же, каки при доказательстве соотношения 
(1.31), можем убедиться в том, что интеграл

+ о>
5п'^ (х) —----- ------- С «֊ х)<։+” Л -* ?(2л’ (О Л, *6 (о, + оо),

Г((1+а)л)֊1

в силу условий (0.44) можно продифференцировать по параметру х.
В результате получим формулу

+»
— [Г* ? (х)= ֊ (,('“*)<։+ ,,я-2ф։։л’ (0 <«. х€(0, 4-оо),

Г ((14-«) л) и (133>

причем интеграл справа в силу тех же условий (0.44) абсолютно схо
дится Воспользовавшись втой формулой и (0.18), можем написать

4 «о

•,ИЗ:,>(х)1=֊—1— |’(#1-х)о+-)֊» х 
[</х ) г (14-«) л

X
г

4-00 4- с°

1.—— Гм11+։)"֊¥’"’(Ол։|л։=- (’?,2ЛФ1) х
։1 ((1+«) л -1) յ ) յ

X
+ 0°

= -Г(Р+.)(»-Ц)-1) I Т« (У «У (1.34)

X

х^(0, 4- «:).
Перемена порядка интегрирования допустима, так как в силу 

условий (0.44) и неравенств 0 < (1 4-а) (л 4֊1)—2 <(1 4֊ а) п — 1
4>ао

У«։-х)О+«> (•+«֊’ |<р^) «х)| лх<4- ОО, (0, 4-оо).

Отсюда следует также, что для любого х£(0, ос) существует по
следовательность ау | 4՜ о°. Для которой

И® ^а> ~ х)и+а,(Л+։)-2 <р(2л» (а7) = 0. (1.35)

Опять точно так же, как и при доказательстве соотношения 
(1.31), можем убедиться в том, что интеграл (1.34) в силу условий 
(0.44) и неравенств 1 < (1 4֊ «) (п + 1) - 3 < (1 + а) „-1 МОжно про
дифференцировать по параметру х.

В результате получим формулу
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— £)-<։+*) ( — 5"'?т (х) I -
dx а I дх “ ' |

+»
= (1+а)(п+1)֊2 Г/,_х)(1+«х.+։)-։ ?(2п) щ х^0 + от) (1.36)

X
причем интеграл справа в силу (0.44) абсолютно сходится.

Отметим еще, что поскольку (14֊а)(пЧ֊1)—1>-3, из (1.19) сле
дует

Вт (*-х)<' +«Х«+1)-1 <р(։я+1)(#) = 0, х£(0, +«). 
/-•+-

Воспользовавшись этим соотношением и соотношением (1.35), на 
основании (1.36) получим следующий ряд равенств:

В;/Р<р(х) ) =
(1х « ] </х /

= ------------- ---------------- 1
Г((1+а)(п4-1)֊1) /

<։>(=") (/) <1(1 — х)(։+*)(я+П֊։ =

Г ((1 + а)(п 4-1)-1) /-+-

1
Г((14-«)(п4-1)-1)>-

(<—х)(։+«Х« М)-։ ^+1) (0 <к —

г ((1 4-а)(п 4-1)) 7
<р(2л И) — ху։+«)(аЦ)-11

г ։>"■ {«-*)"'■»■«>-՛ Т։”М) (0? -
г ((1-|-а)(га4-1)) >-+“ I х

(^ _ х)(1+«)(л+1)-։ (р(2л+г)

1
Г((1+ а)(п4-1))

<2я+։> (о л =

п + 1

? (к), х£(о, 4- «>),

т. е. формулу (1.27')-
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2°. Из (1.33) на основании теоремы Фубини и условий (0.44) сле
дуют оценки

+“ + “>

</х I Г ((1 + в) л) ,) ^о л
+ — 1

= (1+ а) л—1 Г. (2я) (V _ ху! (.«)я-2 _
Г ((! + «) л) г 3

=----------- ------------- |<р(’"> (П!б։*։’л-1 сИ< + со,
Г ((!+«) л) 3

О

и утверждение 2°, а вместе с ним и лемма доказаны.
~а> 4Следствие. Если <р (х) £ С*,о,) (—1<^»<0)ип> ------ > то

1+<х
справедливы равенства

Пт х֊«£Г(։ ь,,М Д;/₽<р(х)1 = 

л- 4 0 |</х )

= Пт х՜1 D֊(’+«) J— D"if f (х) | = 0.
Х-+- “ I dx “ I (1.37)

Доказательство. Положив 

фя (х)=£>_(| F“> ОО х£(0, -Г оо), (1.38)

на основании формулы (1.27') заключаем, что
п + 1

фп (х) = ? (х), х£(0, 4-со).

Следовательно, по лемме 1" (Iе)

sup 1Ф' (х)| =СЛ <-|- оо, 
0<.г<+®

и значит

X
|!'л(х)-фл(1)|< у |-К(0|Л<С’-|х-1|, х(;(0, + оо). 

1
Так как —1<а<^0, то отсюда и еще из (1.34) и (0.44)

Нт х՜* фл (х) = Нт х՜1 фл (х) = О,*-+о л-»+-

что, ввиду обозначения (1.38), совпадает с требуемыми соотношения
ми (1.37).
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§ 2. Теоремы 1 в 2

Наметим доказательства теорем 1 и 2, сформулированных в 
конце введения статьи.

Но поскольку все основные моменты необходимых при этом рас- 
суждений полностью совпадают с доказательствами теорем В и Б, 
соответственно, то нами будут отмечены только те частные места 
этих доказательств, в которых следует ввести небольшие видоизме
нения, связанные лишь с применением видоизмененных лемм из [7], [8], 
приведенных в § 1.

Сначала же отметим, что в случае, когда значение параметра 
а = 0 (р =1), как теоремы Б, В, так и теоремы 1, 2 и методы их до* 
казательств непосредственно сводятся к классическому.

Теорема 1. Необходимость условия (0.54) вовсе не нуждается 
в доказательстве, так как она непосредственно следует из соответ
ствующей части теоремы В, ввиду очевидного включения

с:([о, + оо); М.|С= с: {[0, + ОО); Мп} (—1<в<1).

Дополнительно отметим, что в отличие от соответствующей ча
сти доказательства из работы [8], в случае —1 0 (— = 1—

X Р / 
существование аналитической в области

Df (з)=| C:ReC₽>v, |ArgC|<— v>0, 
I 2р J

функции F (Q, предельно быстро убывающей в ее замыкании Df (v)’ 
можно установить непосредственно, опираясь лишь на теорему Г и на 
одну теорему С. Е. Варшавского [13] о конформных отображениях 
полосообразных областей. По поводу компактной формулировки над
лежащей для данного случая теоремы см., напр., [14], стр. 381.

Перейдем теперь к достаточности.
Надо показать, что при условии (0.54) каждая функция <р (х)£ 

£ Ci |[0, + со); Л/я’((-1<а<1,а¥= 0), удовлетворяющая условиям (0.53)

Гпф = £)л?<р(0)=0 (л = 0, 1, 2, • • • ), (2.1)
равна тождественно нулю: >р(;г)^О на всей полуоси [0, + оо).

Полагая сначала

*(«)= [ни 4 । .Я + И֊1«1» «*0), (2-2)
[|а|(1-|а|) J

отметим, что при значениях индекса п JV (а) все утверждения лемм 
и следствий § 1 будут справедливы.

В частности при л > N (с) функции <р (х) согласно леммам 1' 
и 1" непрерывны и ограничены на полуоси [0, -f- оо) и одновременно 
принадлежат обоим классам L, (0, + со) и £։ (0, 4֊ оо).
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Следуя формуле (3.40) исследования [7|, полученной в процессе 
доказательства одной из основных теорем (теоремы 3), для значения 
л = Л (а) введем в рассмотрение преобразовение

। оо 1
+ /—-—1 1

Фр (ж)= (~1)Я ГЕ, (’ 5"? <р «)<//, X € л; (2.3)
г" .) \ Р /о

где

Согласно лемме 4 из [7], доказательство которой остается в си

ле для всех Р <С 4՜ 00> функция Фр (д) аналитична в угловой об

ласти Д' и непрерывна в ее замыкании Д', кроме, быть может, точек 
0 и №.

Далее, как и в формуле (3.42) исследования [7], положим

Ер (/;

Напомним, что, как уже отмечалось во введений, эта функция 
удовлетворяет уравнению вида

Ер (<; г) = дЕр (I; г).

Пользуясь этой формулой и дословно повторяя те же рассужде
ния, что и в [7] в случае 0<а<^1 (стр. 225—226), а в случае — 1<Г 
< а <0—аналогичные рассуждения из [8] (стр. 235—236), получим, 

что для функции Фр (г) будут справедливы формулы (2.3) при всех 
п > Д' (а). Нужно только в соответствующих местах вместо £>л/р ф (х)ОО
писать ф (х), а вместо лемм б и 7 из [7) воспользоваться лемма
ми 1' и 2' из § 1 и, аналогично, вместо лемм 1.3, 1.4 и соотношений 
(1.20) из [8]—леммами 1’, 2" и соотношениями (1.37) из § 1 соответ
ственно.

Далее, продолжая повторять те же рассуждения, что и в [7] 
(стр. 226), получим при 0<^а<^1 (1<^ р < -|- со)

м ____
|фр (д)| < СА, |х|Р֊> Д— ; д е л;(֊1), (а), (2.4)

\в0

и точно так же, [8] (бтр. 236), при —<р<1^ 

р֊>_ м _____
|фр (х)| <С/4Т |д! -|-р—;д^Д*(—1), Л > М (а), (2.4')
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где Д* (—1) — область, полученная путем сдвига влево на единицу 
угловой области Д’:

Л‘(—1)- I «:Т-<|аг?(г + 1)|<Х 0<|г4-1|<+ «5 I- 
' I 2р )

Следовательно, положив
Гл՛ (.)(/■) = вир .

Мп
из (2.4) и (2.4 ) получим следующую оценку, аналогичную оценке (3.52^ 
из работы [7]

1 р- у 
|д| ______

1фр И<А--------/ |ж| \ г^др(-1) «^0).
"'•’(в;)

После этого опять дословно повторяются рассуждения из работы [7] 
(стр. 226—228), с заменой лишь Т (г) на 7\(։; (г), и устанавливается, 

что ФР (г)=0, х^Др, откуда, в свою очередь, следует
-И (а)
Я? Ф(х)=0, хе(0, +оо). (2.5)

При этом нужно только заметить, что в силу общих свойств функции 
Т (г) (см., напр., [6], а также [7], стр. 216—217) легко убедиться в 
том, что для достаточно больших г0 (IV (а.)) функция Г (г) совпа
дает с 7^(«) (г) и, следовательно, условие (0.54) эквивалентно условию

('1п аг = + со. (2.6)
Р л-«

Наконец, из (2.5) на основании следствий из лемм 1' и Г и ус
ловия <р (0) = 0, окончательно получим, что ч>(х)=0, х £ [0, 4՜ со).

Теорема 2. Останавливаться на необходимости условия (0.56) 
этой теоремы опять не нужно, так как она непосредственно следует 
из соответствующей части теоремы Б, ввиду очевидного включения

Са |[0, 4- со); Мп} С С.{[0, 4-со); Мп} (-1<«<1).
Перейдем к достаточности.
Докажем, что при условии (0.56) теоремы класс Св ([0, 4՜ °°); 

Мп} (—а т^О) будет а-квазианалитическим, т. е. любая 

функция <р (х) из этого класса, для которой ££ <р =■ £)"Р <р (0) = 0 (п = 
= 0, 1, 2, •••), тождественно равна нулю на всей полуоси [0, 4՜ °°)-

Положив
Бир |։р<я> (х)| = /Пл (п = 0, 1, 2,---), (2.7)

0<х<+-

заметим, что ввиду условий (0.52) будут выполняться неравенства 
тя < А, В; Мп (п=1, 2,- ■ •). (2.8)
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Отметим также, что если 
inf [лт’/Л)=0, (2.9)
я>։

то тождество <f (х) = 0, х £ [0, 4՜ °°) вытекает сразу из условия 
<f (0) = 0 на основании теоремы Д.

Действительно, ввиду оценок (0.50) можем написать
1-L

sup I?' (х)| = mi (8ел) то ” т1/я (п > 2), 
0<х< + ՝*

откуда в силу (2.9) следует тождество ®'(x)s0, х£[0, 4֊ оо). И 
поскольку ? (0) = 0, то <р (х) = 0, х£[0, -t- °°).

Поэтому нам необходимо рассмотреть только случай, когда 
inf (птд/я} = С^> 0. (2.10)Л>1

Как и при доказательстве одной из основных теорем исследо 
вания [7] (теоремы 4), покажем, что из условий (0.52) следуют оценки

^sup |Z£/P <Р (х)|4А В" ЛГЛ-(ал](л = 1, 2,-• • ), (2.11)

где Дх>0 и 5х>0 — подходящим образом выбранные постоянные.
В случае 0<а<1 формулы (1.3) леммы 1' при 4 = [ап] прини 

мают вид
Ф (х) = (-l)M D^-1“]) (х); (2.12)

*6(0, +оо)(л = 1, 2,...), 0<а<1.
В случае же—1<а<0 аналогичные формулы (1.3') леммы 1'при 

£ “ [(1 + «) л] сводятся к следующим соотношениям:

D*r <р (х) = (-1)10-»•)«] £)֊<(։+«) "уКЧ֊«) «Л т{2л-[(1+«) „п (х). 

х£(0, + о°) (л=1, 2,-. ), —1 О<0.

При этом в силу равенства [(14՜ а) л] = п 4՜ [ал] эти соотношения 
можно записать также в виде

^Р?(х)=(-1)КН«) Я)£)Н«л֊[«лП (х). (2 12,}

*6 (°, 4- оо) (л=1, 2,- ■ •), —1 <а<0). 
Следовательно, вводя обозначение

л (а) = [ап], при 0<Са<х1> 
[ (14՜ «) п], при — 1<а<0, (л = 1, 2,-

формулы (2.12) и (2.12') можем записать для всех а (—1<^а <^1, а =}М)) 
в объединенном виде

ф (х) =(—!)"(«) Т(Л-1«Л1) (х)։ (2.13)
х£(0, 4-оо) (п=1, 2,...)։

причем, если ал = [ал], то
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ЬУ ? (х) = (-1)" <•> ?<"-։«» (х), X 6 (0, + со). (2.14)

Если же ап =/= [ап], то опять на основании формул (2.13) буд м иметь
+со

£>2/։> ?(х) = ((I — х)вяНм1-։(р(«-1֊«Ю (<) л։
Г (ап — [ап]) 3

х €(0,+ ос).

Отсюда путем замены переменной £ —х на I и интегрированием по 
частям последовательно получим

5:/р<р(х)= — Г <р(я-1«л|)(х-[-/) л =
Г (ап — [ап]) 3 о

1
— __ ֊___ —----------- / Г ^ад—[ал]—1 ф(л—[ал]) (х~|՜ /) 111 4՜

Г (ал — [«л]) О 
о

+ «>

1
1

= ( —1Н») [ Г ^«-[«4-1 <р(л-|«л]) (х-Н) Л4-

Г(ап-[«п])иО

_|_ ^ал—[ал[ — I ^(л- [ал] -1) .«|_ |  
1

— (сп — [ап] — 1) у ^-(•-]-2т(л-1«в]-1) (х _|_ I) . 

1
Так как функция ф(л-1ая1-։) (#) на полуоси [0, 4֊ °°) равномерно 

ограничена и ал — [ап] —1 0, то
Нт /«"-[»«!-։ ф(л-(«л|-։) (х4- 0 =

и, следовательно
1

51/р<₽ (х)= (—1)"(д)—| С р«֊|«л1֊1 (ж 4-о л —
Г (ап — [ап]) I 3

О

_ ,(«֊!«]-։) (х + 1) —

— (ап — [ап] —1) у /«»-1«л1֊2 <р(«֊1«"]-» (х 4֊ 0 | ’

1
х£(0, 4՜ 00 )•

Отсюда, воспользовавшись обозначениями (2.7), получим следующие 
оценки:
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1
р՛?? (*)I <Р/ 1 г „ I"*-^1С ■ г“)■1 + 

| Г (ал —[ал]) [ з

4* ••
4՜ ЛЪ|—|м|—։ 4֊ л։«-(м]-1 |ал —[ал] 1| 1*п '°՞1 2л| =

։

1 [ ГПп—[ал) . п_  1= —-------—— <-----—, 4՜ *тп - (ал) -։!■ С
Г (ал — [ал]) [ал—[ал] ]

2
< Т՜,----- 'г—1 . -ч՜ + т» ֊ ։«»։-։}•

Г (“л—[ал]4-1)
Значит

|£>5₽<р (х) | < —----- - ———- (Л7л-[«л) 4֊ тл - (««)- ։}; (2.15)
| Г (ал —[ал] 4-1)

х€[0, 4-~)(л=1, 2, - ).
Отметим при атом, что если л > 1, то л — [ал]—1 >0, так что 

из (2.15), в частности, вытекают неравенства

эир |££'р <Р (х)| < 4- °° (п=1, 2, • ■ •). (2.16)
0<х< + -

С другой стороны, воспользовавшись теоремой Д в частном слу
чае, когда к=п—1 (л>2), будем иметь

/ 8ел \"-։ . ։- ~ »- ~Л1л֊1 < I------ ) т^п тп "-Се (ве)" 1 т\'п тп я
\л —1 /

1-1
Со (8е)" тп я = Соп (8е)я тп (пл1։п/п)-г -С

֊< Сх (16 е)" Л1л (лт’/л)՜1 .

Воспользовавшись еще условием (2.10), получим неравенство

/пл-։ < С'] Л1л (л =2, 3, • • •), (2.17)
где С։>1—некоторая постоянная, не зависящая от л. 

2
Если л>------ , то л— [ал]^-2, и из (2.17) получим

2
тя - |«л)-1 < С"-^! т„-М , п >-------- (2.18)

1— а
Подставив эти оценки в (2.15) и учитывая (2.8), приходим к нера
венствам

1&"т Г(и-2[.„1+1) в’- '"՛ ^"֊>“1 +
+ А, Л/л-(ал]}, л> ,

1— а
и, следовательно, к оценкам вида
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— 9
sup |Dl/։ т (х)| < Аа В" Мя-(.я1, п> -=— (2.19)

о<х< + - 1—а
При этом нужно учесть, что 1-Сап — [ап]4֊1-<2 и функция Г (х) не
прерывна и положительна при х£[1, 2].

2
Если же 1-Сп<С------ » то из (2-16), очевидно, следует сущест-1—а

вование постоянных >4։^>0 и В^>0 таких, что

sup [£>2'р ? (х)| < А, В" , 1< п<—=— 
։<х<+- 1—а

Отсюда и из (2.19) окончательно приходим к требуемым оценкам 
(2.11), когда ап =/= [ап]. Когда же an = [anj, оценки (2.11) вытекают из 
формул (2.14) на основании неравенств (2.8).

Далее, как и в [7] (стр. 233), положим

Mn = Mn-(V,] (п=1, 2,-•
После этого, для случая 0<^а<^1, дословно повторяя все рассужде
ния и выкладки из [7] (стр. 233—234), получим, что <р (х) = 0, 
X с [0> + °°)- Нужно только в конце ссылаться не на теорему 3 из 
[7], а на теорему 1 из введения данной статьи.

Предположим теперь, что — 1<а<0. В силу (2.15) и (2.18) 
справедливы оценки

sup Рл»/Р<р(х)| <АВХ-.,.,| (n —1, 2,•••), 
0<л<+-

(2.20)

где Л4>0и В4>0—некоторые постоянные, не зависящие от и.
Заметим֊ теперь, что в силу условия —1<а<^0 последователь

ность |п — [ап]||° пробегает весь натуральный ряд, за исключением 
определенной возрастающей последовательности ^натуральных чисел 

рх = 1. При этом последовательность [р*]” такова, что
Pk — 1 £ (п — [«п])Г» k>2. (2.21)

Следовательно, в силу (2.17), будем иметь

т’к т
к /„р и-1«л1-^(rQsup^------

я>։ тл-М

Очевидно также, что при любом к > 1

<(гС։)։цр
«*-(։*] Л>1

Положив
-л _л—(лл|

7; (г) = sup — . Tt (г) = sup ----------
п>2 тп я»։ Л1л-(ал]

и заметив, что (р*)“ U (п — [an])" = (nj?, на основании полученных 
оценок заключаем, что

Tdr)<(rC^ Т։(гСа) (г>1). (2.20')
803-5
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С другой стороны, ввиду оценок (2.8) и тождества

3՞(ր) = տսթ-£- (г>г0>1) 
»>։ Мп

имеет место также неравенство
Г(г)<Лт 7\(гВ,) (г>г0).

Отсюда и из (2.20՜) получим
Т(г)<.Аг та(Вг) (ր>Ղ), (շ.շւդ

где А ^>0 и В>0— некоторые постоянные, не зависящие от г.
Теперь заметим, что в силу (2.21') из условия (0.56) следует и 

условие
J Е°г՛dr ~ (2-22>

Положив, наконец
Мп = Шя—(ял) (и ՜- 1, 2, • • • )

и опять дословно повторяя все рассуждения и выкладки после форму
лы (3.71) из [7] (стр. 233—234), получим, что в этом случае также 
4>(х) = 0, х£[0, + ос). При этом нужно только в соответствующих 
местах вместо Т (г) и Л/л_|.л| писать Т, (г) и тл_[,л] соответственно, 
и в конце ссылаться не на теорему 3 из [7], а на теорему 1 из вве
дения данной статьи.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 3.VII.1982

Մ. Մ. ՋՐ^ԱՇՅԱՆ, Վ. Մ. ՄԱԸՏՒԸՈՍՅԱՆ. 3-ք^ազ|ւանայ։ւո|ւկ ղասերի տեսության շուրշթ. 
(ամփոփում) ,

Անալիտիկության հասկացության հետագա ընդլայնման ու ընդհանրացման գաղափարը 
կապված է Ժ. Հադամարի և կ, Բորելի անվան հետւ

Դիցուք C {[0, 4՜ 00)» Мп )՜£ [0» 4՜°0) կիսաաոանցքի վրա այն անվերջ դիֆերեն ~ 
ցելի և սահմանափակ ср (x) ֆունկցիաների բազմությունն է, որոնք բավարարում են հետևյալ 
տեսքի անհավասարությունների'

sup , ф('1)(х):<ЛБ"Мп(Я = 1, 2,--.), (1)
0<Х< + ~

որտեղ Л = Л? >0 և В = By 0 հաստատուեները կախված են, ընդհանրապես ասած, 
ср ֆ"մ»կցիայիցւ

Հա դամ արի կողմից 1912 թ, առաջադրված պրոբլեմը, օրինակ [0, 4" °0) կիսաառանցքի 
հասար, ձևակերպվում է հետևյալ կերպ'

Բնչպիսի՞ն պետք է լինեն {Мп հաջորդականության անդամները, որպեսզի յուրա
քանչյուր <ք (х) ՀՇ ([0, 4֊ ос); Мո J ֆունկցիայի համար

?(-)(0)=0 (ո = 0, 1, 2,-.-).
հավասարություններից հետևի 

նույնությունը/

<p(x)s0, x£[0,
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Նմանատիպ պասերը, որոնք մասնավորաբար պարունակում են անալիտիկ ֆունկցիաները, 
անվանվեցին քվազիանալիտիկ:

ինչպես հայտնի է, այդ պրոբլեմի լուծումը աոաջինը տվեց Ա. Դանմոլան ,(1921), իսկ 
հետագայում վերջնական տեսքով Տ. Կաոլեմանը (1926).

Դանմոսս-Կապեմանի թեորեմը Ա. Օստրովսկու (1930) ձևակերպմամր պնդում է հե- 
տևյալը։

Որպեսզի Շ ք[0, + <»); ^„)դասը լինի քվազիանալիտիկ, անհրաժեշտ է և բավարար, որ

4-օօ

ք 'Ո ժր = + օօ, Ո՜րահղ 7(ր) = տսթ Հ- : (2)
հ*։ ո>ւ

1
Այս թեորեմի կապակցությամբ տվյալ հոդվածի ա ռաշին հեղինակի մոտ ժամանակին 

ծագեց մի հարց, որը բերեց ըստ էության հետևյալ ընդհանուր պրոբլեմի դրմանը [7].
Դիցուք {7էք„} ® ֊ը դրական թվերի կամայական հաղորդականություն ԷԼ 7 (ր) =

րո
7(0 <!< + «>)պարամետրի արված արժեքի համար ինչպիսին պետք է լինեն 

ո >1 յո ո

Շ-լ {/Հո } ՕՇ {[0, փօօ); քմո } ենթադասերը և (Լ„7 գ)“ պարզագույն ֆունկցիոնալները, 
որպեսզի միայն

ք1“£({1</ր=4-Ոօ (3)
յ ր1+1 ' 7
1

պայմանի դեպքում յուրաքանչյուր <ք> (x) ^C^{Mn J ֆունկցիայի համար LJ çp = O (ո = 0» 1,2, ••• ) 
հավասարություններից հետևի <p (x) = 0, X £ [0, 4՜ °°)ւ նույնությունը:

7 =ք արժեքի դեպքում այս պրոբլեմը հանդում է նշված քվազինալիտիկության պրոբլե
մին, որի լիակատար լուծումը տրվել էր Դանժուայի և Կաոլեմանի կողմից։

Տվյալ հոդվածի առաջին հեղինակի [?] հետազոտությունում զարգացվեց մի մեթոդ, որը 
թոպ1 տվեց տալ դրված պրոբլեմի լիակատար լուծումը սկզբունքորեն կարևորագույն դեպքում, 

երբ 0 <Հ Հ <1* ինչպես նաև 1 < 7 4՜ 00 դեպքում, որն ավելի ուշ հանդիսացավ [8] հոդ
վածի առարկան։ Նշենք, որ երբ 0 < 7 Հ Ն համապատասխան միակության դասերը էապես 
լայն են քվազիանալիտիկ դասերից, իսկ 1 < 7 < 4՜ 00 դեպքում պարզվեց, որ դիտարկվող 
դասերի ֆունկցիաները ամբողջ են։

Կիրառված եղանակը թույւ տվեց հայտնագործել միակության բնական և դրա հետ միա
սին պարզագույն ֆունկցիոնալների բացահայտ տեսքը, 

^֊1 
հարմար

գրվում են հետևյալ

“ ~ լ_|_ ( — 1 <»<J) պարամետրի ներմուծմամբ այդ ֆունկցիոնալները 

տեսքերով^

+ ••
L"'?=F7~X Ռ(ո,(0^-1^(ո = 01 1, 2,...), երբ 0<а<1, (4)

0

Ճ:?=ք(՜(1 + «)Ո) [<?(2Ո)(0ք(։+“)'։-յժք(Ո = 0,1,2,.. .),երբ (-1<Տ<0)

(4')
Դրված պրոբլեմի լուծման մեթոդը բավականաչափ բարդ էր, և որպես դի այն ավելի 

յյւարդացվի, դիտարկվող դասերի վրա դրվում էին հետևյալ տեսքի ամենևին ոչ սկզբոմւքա- 
յին սահմանափակումներ

օձԱ<Բ+Լ(1+յ:խ1'")1։ք(Ո'^)11<+00 (ո, 7Ո = 0, 1, 2,-..)։ (5)

-ր-Կ թույլ „վեցին պարղեցնեչ մի շարք լեմմաների ապացույցները և կրճատել [7], իսկ 
հետագայում նաև [8] հոդվածների առանց այն էլ ստվար ծավալները.
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(Տ) պայմանների առկայոլթյամր ստացված արդյունքների ձևակերպոլմներր բերված են 
6 4 Տ թեորեմներում (§ 0):

Տվյալ հոդվածում ցույց է տրվում, որ պրոբլեմի ամբողջական լուծման [7] հետազոտու
թյունում պարզացված մեթոդի առանց որևէ փոփոխության, և միայն այնտեղ ներմուծված հա
ջորդական կոտորակային ածանցման օպերատորների, ինչպես նաև մի շարք լեմմաների վե- 
րաձևակե րպումների շնորհիվ (§ 1) կարեյի է հրամարվեշ (Տ) պայմաններից, փոխարինելով 
դրանք (մ) և (Հ)-ում դրած ինտեդրաւների բացարձակ զոլդամիտոլթյան ավելի թույլ և միան- 
դամայն բնական պայմաններովւ

Համապատասխան արդյունքների ձևակերպումները պարունակվում են 1 և 2 թեորեմնե
րում (§ 0).

M. M. DJRBASH1AN, V. M. MARTIROSIAN. On the theory 
of a-quaslanalytic classes (summary)

The idea of futher generalization and extension of the notion of analyticity is 
due to J. Hadamard and E. Borel.

Let C ([0, 4՜ oo); Mn} be the set of infinitely differentiable bounded functions 
(x) on [0, 4-oo) satisfying the inequalities

sup (1)
. 0ex<+«

where the constants A = Ag > 0 and B Bg > 0 depend, in general, on the fun
ction <p.

The problem poses by Hadamard in 1912, say, for the hajf-axes [0, 4- oc) is- 
formulated as follows:

What conditions must satisfy the number of the sequence [M in order that 

for every function <p(x)£C[[0, 4֊ oo); Mn} from the identities </"'(0) 0(n = 0, 1,
2,-՛-) should follow that

?(x) = 0, x£ [0, 4- oc)?
Such classes containing in particular analytic functions have been called 

quasianalytlc.
It is well-known that this problem was first solved by A. Dinjoy (1921) and 

then in the final form by T. Carleman (1926).
The Danjoy—Carleman theorem as formulated by A. Ostrowski (1930) reads as 

follows:
The class C {[0, + oo); Mn} is quasianalytic if and only If

C In T (r) , , , rnI -----;----dr = 4֊oc, where T (r)= sup — • (2)
J r* n>l Mn
i

This theorem has formely induced cne author of this paper (M. M. Djrbashian) 
to pinpoint the essence of the essence of the following general problem [7]:

Tn
Let {Mn||K6e an arbitrary sequence of positive numbers and T (r) = sup ՛ .

M n 
For a given parameter ■( (0 < ■[<-}-oo) what will be the subclasses Cj [Mn] CZ 
C C {[0, + oo); Mn} and the simplest functional so that only when

• №
1

for any function <p^Cl (Me) the equalities ZJ = 0, (n = 0, 1, 2,-->) yield the iden- 
tliy ?(x) = 0, x( [0, -t-oo)?
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For 7 1 thia problem is reduced to the classical problem of .quasianaiyticity
completely solved by Danjoy and Carleman.

In the research [7| the first author of the present paper developed a method 
permtting to solve the problem in the crucial case 0 < 7 c 1 as well as in the case 
1 < 7 + 00 which was the subject of the paper [8]. It’s worth Io note that when 
0 < 7 <Z 1 the corresponding classes of uniqueness are essentially larger than the 
quasianalytic classes and it turns out that in the case 1 < 7 <; ֊]֊ 00 the classes 
under consideration are the classes of entire functions.

The developed method permitted to find the natural and tlmplett functional* 
of uniqueness.

After introduction of more convenient parameter a
1—T
1+7

(—1 < a < 1) these

functionals have the form

ta? = «pl՞) (/) ։ J/ (n=0, 1, 2,• • • ) for 0 v a < 1, (4)

+ ec

L‘<f =----- 1------ f T<։՞) (f) /(։+•)"֊։ dt (n=0, 1, 2,- ••) for-l<a<0. (4')
Г ((14-®) n) J0

The method of solution of the problem was very complicated and in order to 
avoid more complications the author poses some restrictions of not principal kind. 
The test functions were taken from the class of the functions satisfying conditions

sup {(1 4՜ m) l?<n)W|} 4- co (n, m = 0, 1, 2,•■•) (5)
(ICX< + -

which permitts to simplify the proofs of some lemmas and restrict the volumes of 
the papers [7], [8].

Formulations of results obtained under condition (5) are now given in theorems 
B and B (§ 0).

In the present paper it is shown that without change of the method developed 
in [7] in whole but only equivalently redefining differential operators and slightly 
changing the proofs of some lemmas (§ 1) it is possible to remove the condition (5) 
and replace it by the more natural conditions of absolute convergence of the integ
rals (4) and (4'). Formulations of corresponding results are given in theorems 1 and 
2 (§ 0).
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