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ДЕТЕРМИНАНТАХ

1°. Пусть
Dn (/) = det |х-ч)

—детерминант теплицевой матрицы образованной коэффициентами 
Фурье произвольной неотрицательной функции / (t) £-£г (0, 2к). Г. Се
ге в работе [1] доказал, что справедливо следующее предельное со
отношение:

2<
Нт Л ,/Щ7) = ехр ( 2- f In f (t) Л ): = G(/) (>0 ). 

12* J J
0

В этой же работе он показал, что при G (/),> 0 последовательность 

f Dn(f) Г
I [G(/)]"+l Ui

— неубывающая. Спустя почти 40 лет Г. Сегё [2] нашел достаточное 
условие для конечности предела этого отношения и показал, что при 
выполнении этого условия

lim —= exp J VH|A»|*l>

где Л* — коэффициенты Фурье функции In / (f).
Уточнением и обобщением этих результатов Г. Сегё занимались 

многие математики: А. Н. Колмогоров, М. Г. Крейн, М. Кац, И. Хирш- 
ман, А. Девинатц, Дж. Бакстер, Я. Л. Геронимус и другие (см., 
например, обзорную статью И. Хиршмана [3]). Окончательный резуль
тат для неотрицательной функции получен в [4].

В работах Б. Дьиреша, Н. Бауерса, Г. Уидома (см. [5]) был рас
смотрен вопрос об асимптотике детерминантов блочно-теплицевых 
матриц, порожденных коэффициентами Фурье матрицы-функции ф (f)-

М. Кац в работе [6] впервые установил существование конти
нуальных аналогов приведенных результатов Г. Сегё, а именно, пока
зал, что если 

г г
" р р

/>,(*,*) =1 + 2«- detl^-O*
о о
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является детерминантом Фредгольма интегрального уравнения 
Г

/(о+х к а—8)/(։)л = я(0» (V
о

то при определенных условиях на ядро К (/) справедливо предельное 
соотношение

Нт
Рг (>-, К)

ехр! — 11п (1 -р X К (()) Л
12* 3

где К (0 — преобразование Фурье ядра К (<)•
Дальнейшие результаты в этом направлениии получены Н. И. 

Ахиезером [7], И. Хиршманом [3], В. Н. Солевым [8] и другими. В 
недавних работах Г. Уидома были получены далеко идущие обобще
ния этих результатов (см., например, [9]).

В работах автора [10], [11] рассматривался вопрос об асимптоти
ческом поведении детерминантов Фредгольма усеченного интеграль
ного оператора Винера —Хопфа [1] с матричным ядром. Тем самым, 
рассматривались матричные аналоги исследований М. Каца, Н. И. 
Ахиеэера, И. Хиршмана и др. с одной стороны, и континуальные 
аналоги результатов Б. Дьиреша, Н. Бауерса и Г. Уидома—с другой.

В настоящей статье уточняются результаты работ [10], [11] и 
выявляется роль интеграла энтропии, введенного в работе Г. Дима и 
И. Ц. Гохберга [12], в континуальных аналогах теорем Г. Сегё, а 
также рассматривается асимптотическое распределение собственных 
значений усеченных операторов Венера-Хопфа.

2°. Рассмотрим интегральное уравнение
Г

/(0+х [*(*, «)/(в)л=*(0(0<«г), (2)

о
где

8) = а, д_։

— непрерывная п X п — матрица-функция, определенная в квадрате 
[0, /?] X [0, 7?]; /(/) = {/у(0]"=1 и 8 (0 = !.?у(0)"_։ — искомая и задан
ная п-мерная вектор-функции.

При помощи известной процедуры, предложенной Фредгольмом, 
мы можем векторное уравнение (2) свести к скалярному уравнению

яг

Г(0 фХ 5)Г(8)</8= 6'(0 (0<<<Пг). (3)
о
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Связь функций F(t), C(t), Kr(t, s) с исходными осуществляется 
формулами:

Л(С=/<«-(/-1)г),

Kr(t, s) = ktJ(t-(i-l)r, s-Q-l)r), 

если (i—(J—l)r-Cs<jr (f, y = l, 2»"֊> n).
Ясно, что спектры уравнений (2) и (3) совпадают. Поэтому 

естественно назвать детерминантом Фредгольма векторного уравне
ния (2) функцию

к лг пг
Dr а, /0 = 1 + 2 4г [••• krf S*W.-rfs*, (4)

*_1 «։ J J X «։»’ • •> s* / о о
где

/si. -֊» *\ = det|*r(Sp зДу_։
\$1Э ’ * ’ 9 Sfc /

— символ Фредгольма.
Как известно [13], DrQ~, К) — целая функция от X, и ее логариф

мическая производная по X является мероморфной функцией, которая 
при достаточно малых по модулю X представима в виде ряда

, nr nr

I*. K) p-1 J j)

Учитывая связь между функцией Kr(t, s) и элементами матрицы-функ
ции K(t, s) =||&0 (t> s)J"' коэффициент при (—X)p՜1 может быть

1 j • • • J sp [X(Sj, Sj)- • К (sp, Si)] dsx- • • dsp. 
о •

переписан следующим образом:

Kr (sp Sj)• ■ ■ Кг (sp, Sj) dst- • • dsp —

(Л-1)(Г (1,-1) Г

Kr (s1։ s։)- • • Kr (sp, sj ds1- ■ • dsp —

h,i,(h> «։)•■• ^‘ph (sP> Sj) </«!-•• dsp 
i

Si)] ds^-- dsP.

Следовательно

D'r (1, K)

Dr (X, X)
(5)
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Обозначим через Гг (/, з, X) ядро резольвенты векторного урав
нения (2). Известно, что Гг(6 з, X) при фиксированных г, I, з являет
ся мероморфной матрицей-функцией от X и для достаточно малых по 
модулю X разлагается в степенной ряд

ГГ(6 з, Х) = К(6 з)+ У} •••
с. о О

• • -K(Sp, SiJrfSj- • dSp. (6)
Лемма 1. Функция Dr(K К) дифференцируема по г, ее про

изводная по г является целой функцией от X, и если Dr (X, /f) =/=0, 
то имеет место формула

— 1п Dr (X, Æ) = X зр Гг (г, г, X). (7)
dr

Доказательство. Из формулы (5) следует, что

In Dr(X, K)= ÿ ( 1)P-XP f - • • i
P 0J 0

з։) • • • K{sp, зх) | ds^՝ • -dS)

Этот ряд сходится равномерно по г при г£[0, /?], |Х| ЦМК, где 
з)|С М, 0-<£, з-С R, г, /=1, 2, • • •» п, а 5)— элементы 

матрицы-функции К(/, з).
Нетрудно видеть, что при таких X этот ряд можно почленно 

дифференцировать относительно г. В самом деле, ряд

2 (=1)П* Г • • • Г зр [К(з1։ 3,) ■ • • К (Зр. 51)] Лх- -Лзр^

р_1 РИ 0 0

г 
=Хзр{АГ(г,г)+2 (-Х)'՜1 [’•••

Г 

о 
сходится равномерно по г при г [0, /?]. Поэтому в силу (6) получим 

— 1п £>ДХ, К) = X зр Г, (г, г, X) 
аг 

при |х|<1/л//г.
Покажем, что Ог (X, R) имеет производную по г, являющуюся 

также целой функцией от X. Из (4) ясно, что

РДХ, Л)=Ь|-2а*(г)-^» (8)

*-։ *•
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где

а*(г) = у ■ • • Сс1е1|Кг (4» Ь )£,—1 л։' " 

о о

= [•••[ 2 О1*

о у *».••••**-։
Следовательно

к л ~ я
а*(г)=2 •• I 2 /,)£, ЛЛг*-

։х՜'
• • • Лр-։ <11р+1 ■ • • Л*.

Используя неравенство Адамара для ак(г), получаем оценку

|а;(г)|<Л/‘*‘/։+1г‘~։п> (4 = 1, 2, ,).

После дифференцирования ряда (8) по г для коэффициента при X* 
получаем оценку

а'к(г) (Мпг)՝ кМ"
~кГ г ' к\ ՝

Отсюда следует, что «//«/г Ог (X, К) существует и является целой 
функцией от 1 при любом фиксированном г.

Но при |Х|<^1/Л//? мы доказали справедливость формулы (7), по
этому при таких X

— О г (X, К) =ЮГ (X, К) ер Г, (г, г, X).
</г

Так как в обеих частях последнего равенства стоят целые функции 
от X, то оно верно при любых X. Лемма доказана.

Отметим, что при . п =1 мы получаем результат,- полученный 
впервые Н. И. Ахиезером в [7].

3°. В дальнейшем, если через В обозначено некоторое банахово 
пространство, то через В(л) обозначается множество всех и-мерных 
векторов с координатами из В, а через В՝-"՝**)— множество всех мат
риц порядка п X п с элементами из В. Норма элемента В^ (В<лУя)) 
определяется, например, равной сумме норм компонент (всех элемен
тов). При этом нетрудно видеть, что В(Л) и В<яХл) превращаются в 
банаховы пространства. Обозначим также через £р = £р(— со, со) 
£р+ = Ьр (0, со) и через С'[а, 6] — пространство непрерывных на [а, 6] 
функций.

Пусть К (<)—непрерывная матрица-функция из £(яхя). Рассмот
рим интегральное уравнение вида

т
/(/) +у/Г(/-з)'(з) </5 = ^(0 (0</<г), (9)

• о
где / (0 £ С« [0, г] и 8 (/) 6 Оя) [0, г].
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Детерминант Фредгольма этого уравнения определим по форму- 
ле (4), принимая в ней Х=1 и К (/, з) = К (/— 5). Обозначим этот де
терминант через рг (£)• и.

Из теории Фредгольма следует, что если £>, (К) =# 0, то интег
ральное уравнение (9) имеет единственное решение при любой 8(1)^ 
£ С<"> [0, г], а соответствующее ему однородное уравнение—только 

тривиальное рёшение. *
Наряду с уравнением (9) рассмотрим еще уравнение, порожден

ное ядром К(— Л, т. е. уравнение
Г

/ («) + У к (։ — О / («) = 8 (Л (0< < <'•)• (10)

о

Нетрудно видеть, что если £, (£)^0, то уравнение (10) также 
имеет единственное решение при любой § [0, г]. В самом де
ле, однородные уравнения, соответствующие уравнениям (9) и (10), 
одновременно имеют тривиальные решения. Это следует из того что 
если / (0 — решение (9) при &(0^0»/(»՜ —0 будет решением (10) 
при (0 ~ 0 и обратно.

Если Ог (К) =£0, то обозначим через Г+ (£, з)(Г~ (/, з)) ядро ре
зольвенты уравнения (9) (10). Как известно, они удовлетворяют урав
нениям

Г

(б 5)4֊ (* — и) Г+ (и, $) На = К (<—$), (Ц)
о 

г
Г7 (6 $) + У К (и — 0 Г/ (и, з) <1и = К(5 — <). (12)

о

Из (11) и (12) нетрудно получить, что

, Г+ («, 5) = Гг~ (г — /, г — з). (13)

Пусть К ({) £ £|ЯХ"). Обозначим через

К 0) = /» + ( е‘и ЯГ (£) Л (— оо <X оо),

где /л — единичная матрица порядка п.
Очевидно, что матрица-функция К (X) принадлежит матричному 

аналогу алгебры Винера Алгебра Винера R состоит из функ
ций / (X), допускающих представление

•о
/ (М = /(°е) + Г/ (/) еа> Л, (14)
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где /(оо)—некоторая постоянная, а /(0^£х. Подалгебра /?+ (•/?_) ал- 
А ....

гебры R определяется следующим образом: /(>֊) £ /?+ (/?_), если в 
представлении (14) /(/) = 0 ПРИ <<0(У>0).

Известно, чю всякая неособенная матрица-функция /г(>) из ал
гебры допускает представление ■ •

Г(х) =г+ (X)др.)Г_(X) (Г(Х)-(X) Б(Х)Г+ (X)),

называемое левой (правой) стандартной факторизацией. Здесь

(X) £ (/'±' (X) £ /?<"хя,)( Л-1—обратная матрица матрицы А), а

матрица-функция О (X) (О (X))— диагональная вида

где хх Xg > *п (*i *2> • • • *л) — некоторые целые числа, на
зываемые левыми (правыми) частными индексами.

В дальнейшем мы часто будем пользоваться следующей теоре
мой из книги [15].

Теорема Г—Ф. Пусть К(t) £[ПХЛ) и

a) det К (X) =/= 0 (— со < X< со),
А

б) левые и правые индексы матрицы-функции К (X) равны нулю. Тог
да уравнение

т
f(t)+^K(i-s)f(s)ds=g(t) (0<t<r),

О

начиная с некоторого г имеет единственное решение fr (Q, г),
и вектор-функции

/.(,)=[ МОпр»О<<<г 
I U при t^> г

сходятся при г —♦ со по норме пространства к решению уравнения

f(t) + (t — s) f (s) ds = g(t) 
о

какова бы ни была вектор-функция у (У) £ (1 р со).
Теорема 2. Пусть непрерывная матрица-функция К (У) ил 

£[«хл) р £^ях.1) удовлетворяет условиям:
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а) сЫ /С(Х)=£О(—оо<Э֊<^ со), 
б) левые а правые индексы матрицы-функции К (К) равню нулю. 
Тогда имеет место формула

Ни» —= А. 11т у 1п <*•* (М <А-

-г
Доказательство. В условиях теоремы применима теорема 

Г—Ф. В силу которой, начиная, с некоторого г £), (К) =/=0. Для 
таких г, согласно лемме I, имеем

— 1п Ог (К) = зр Г/ (г. г).
<1г

Учитывая формулу (13), получим

— 1п О,(К) = зр 17 (0, 0). (14)
г/г

Нетрудно доказать (см. [10], стр. 280), что

1пп зрГ՜ (о, 0) = зр Г (0), (15)

где Г (/) является решением уравнения
«■

Г(0 + ^К(и~/)Г(и)<1и = К(-/). 

о
Из (14) и (15) немедленно следует, что

1. Т)г (К) _пт ------------— = зр Г (0).
г— г

Вычислим зр Г (0).
В силу условий а) и б) имеем (см. [14])

£(-).) = £_ (М [/„-Г (>.)]-’,

где Л^*(М а

/я —Г(Х) = /д — уГ(0е/иЛ. 

о
Следовательно

Не1 ЛГ(-Л) = аегА1(к) [<1е1 (/„-Г(X))]՜1. (16)

Очевидно, что

Не! К (— /.) = 1 + р (/) еМ Л,- (17)

— в
где к(1) и так как —непрерывная матрица-функция, то в 
представлении (17) можно считать, что к{() также непрерывна.
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Очевидно также, что

«Де! [/„ - Г (л)] 6 &+ и Де1 К- (К) £
Допустим, что

Де! [/„ - Г (>-)] =1֊ У 7 (0 е'и Л, 

о »•
где т(/)££։+ и непрерывна.

По теореме Винера —Леви (см. [16]) 
ео м

1п (1 + |к (I) е°‘ <1^ = уеш I (2) Л, (18)

где I (О С Л-
Поскольку /5(<)££։, то к (/) £ £։, и, следовательно, правая часть 

(18) также из £։ то есть /(/)^£։.
Из (17) имеем

4(')=«')+2-т (••• [/«֊%----------X
,.,р!

Хй։ ■ • • 1кр-\.

Ряд в правой части этого равенства представляет непрерывную функ
цию от I, так как он сходится равномерно и все члены являются не
прерывными функциями, как свертки двух и более функций из I*. 
Учитывая непрерывность функции к {(), получаем, что в представле
нии (18) I (<) можно выбрать непрерывной.

Из (16) и (18) после несложных вычислений получим, что
аг ՛«•

1— (* т(2) е<л Л = ехр | — у е‘а I (/) Й | > 

о и
откуда следует, что 7 (0) = I (0).

По известной теореме об обращении преобразования Фурье (см. 
[16], стр. 134), имеем

т
2(0) = ^- 11т У(1-у)1пае1 К (к) 4к.

-т ՝
Применяя те же рассуждения, что и в работе [10], получаем, что 
7 (0) = эр Г (0). Теорема доказана.

4°. В этом пункте мы освободимся от условия непрерывности 
матрицы-функции К(1). Дальнейшие построения настоящего пункта 
являются матричными аналогами конструкций И. Хиршмана [3].

Предположим, что К(1) £ Ь[пхп) (1 и существуют следующие 
пределы: .
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* ,4
Нт Л՜1 С ~К(+0), Нт Л՜* АдО Л : = К (-0). (19)
Л-+О Л —+0 J

о —л
Впервые эти условия в скалярном случае (п = 1) встречаются в 

работах И. Хиршмана (см., например, [3]).
Из формулы (5), если предположить, что К(1, з) = К(( — з) и

К(() непрерывная, можно получить, что

О, (X, К) = ехр < Хг зр А(0) — 51 5»)^(з։ $1) </з։</з։-|-• ■ •

о о

Из условия А'(0^£2ЛХ"> следует, что существуют все интегралы 
в правой части равенства (20). Если предположить, что матрица-функ 
ция вместо непрерывности удовлетворяет условиям (19), то под 
Ог (А) мы нонимаем Ог (1, К), определенной по формуле (20) с

АГ(0) = 1/2[А(+ 0) + К(- 0)].
Рассмотрим матрицы-функции

#(/, з) = Г,+ (/, з)-*(г-з), (21)

Е7 (6 з) = Г,՜ («, з) ֊ /Г(з - 0. (22)
Из формул (11) и (12) непосредственно следует, что матрицы- 

функции Е7 (/, 5) и Е7 (?, з) удовлетворяют уравнениям
Г г

Ег (6 з) А- §К({—и)Е,(и, з^и==— К^ — и) (23)

о о
Г г

Е7 (6 з)+ {к(и — 1)Е7 (и, з^и= — [к(и — 1) К(з—и№и, (24)

о о

Из уравнений (23) и (24) следует, что матрицы-функции Е, (I, з) 
и Е7 (I, з) непрерывны относительно г, I, з (0 < з<г), так как
непрерывны правые части этих уравнений.

Можно доказать, что если

1) Ар(/К£(2ЯХЯ)(֊г. г), 
Г

2) Вт С |Л:Р(О-АГ(<)|։Л=О, 
и

—г

3) 11т/Гр(0) = ^(0),
то

11т [)г (Кр) =ОГ (К), Вт Е՝г (р, з) = Е± (#, з), 
. р— ՝

где Ег~-(р, ^,'з) матрица-функция, определенная уравнением (23) по
средством ядра Кр(1).
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Из формул (21) и (22), из непрерывности Е7 (t, s), Е7 (/, s), а 
также из условий (19) следует, что можно определить следующие 
матрицы: 

л л
11m Л՜1 СгГ(О, /)Л: = Г7(0, 4-0), Нт А՜1 СгТ(/, 0) Л:= Гг~ (+0,0).

л-+о J л~+в J
о и

Обозначим через 3 (г) матрицу

8(г) = --[17(0, +0)4-17(4-0, 0)].

Пусть
1/р

Kp(t)=p/2 J'at^ + x)^.

-lip

Ясно, что Kp(t)— непрерывная матрица-функция от t (—oo<f<^co) 
и принадлежит Можно доказать, что

Г
lim J՝ |^(0-/Г(01*Л=0

—Г

при любом г^>0. Из условий, наложенных на матрицу-функцию К (f), 
следует, что

lim Кр(0) = К(0). 
р-֊

Для ядра Kp(t) определим, как выше Dr(Kp), V?(p,t, s), 8p(r), 
£? (p, t, s).

Докажем, что lim 8p (г) = 3 (г).

В самом деле

8р (г) = Г,~ (р, 0, 0) = Кр (0) + Е7 (р, 0, 0), 

так как в этом случае матрица-функция 17 (р, t, s) непрерывна.
При р —♦ ос нетрудно доказать, что

Е7 (р, 0, 0) - Е7 (0, 0) и Кр (0) (0),
поэтому

lim3p(r) = /:(0) + Er (0, 0), 
p-«

С другой стороны

м значит lim 8, (г) = 6 (г). 
Л--
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Лемма 3. Если матрица-функция ^ (#) £ Д'1*՞5 п Д*Хл) удов
летворяет условиям а) и б) теорем 2 и условию (19), то начиная 
с некоторого R (г\> R) имеет место формула

'I
1п Ог, (К) - 1п £>,. (К) = у ар 8 (г) </г. (25)

Доказательство. Из условий леммы следует, что сущест
вует такое R, что Ог (К) =£ 0 при г R. С другой стороны, так как 
Д. (Л,) —£>,(£) при р-*оо равномерно по г при г £ [г0» О (гх > г0 > 
>Я), то очевидно, что существует такое Р, что при р> Р Ог (/^)=£0. 
По лемме 1 имеем, что

— 1п Ог (К,) = ։р Г7 (р. 0, 0) = зр 8, (г). 
бг

Отсюда следует, что

1п Ог, (Кр) — 1п Ог, (КР) = у зр 8, (г) бг. 

■ Г,
При р —» со получаем утверждение леммы 3.

Теорема 4. Пусть матрица-функция К (I) £Д»Х")|"| Д«х«> 
удовлетворяет условиям:

а) с!е1 К (1)^=0 (— сО<Х<сО);
б) левые и правые индексы матрицы-функции К (к) равны нулю;
б) существуют конечные пределы

л о
Ит Л~։ Г К Ц) <Н, Ит Л՜1 С К(1) </(.

л-»+о J л-.+о J
о -л

Тогда имеет место формула

Пт 1п = А Ит У(1-А-։) 1п<1е1К(Х) Л. (26) 

— Т

Доказательство. Из формулы (25) следует, что

,. 1п Ог (К) .. 1 Г ч .Ит --------------  = Ит — эр с (г) <1г.
г г I

Дакажем, что функция ер8(г) имеет предел при г—► со, тогда 
из последнего равенства получаем, что

1п Ог (К) .. . . .Ит --------------  = Ит яро (г).

Из уравнений для ядра резольвенты Г~ (/, з) непосредственно по
лучаем 

г
Г7 (6 0) 4֊У к (з- 0 Г7 (з, 0) </з = ЛГ (-0 (0< 1 < г), (27)



Матричные континуальные аналоги 251

г7 (0, 0+У г,- (о, 5) к 5) л=/Г (0 (0< I < г). (28)

в
Из условий а) и б) следует, что матрица-функция

[А։ (к)]-> =( /„ +- у /С (֊ О е'“ Л У՜’

допускает левую каноническую факторизацию

[Л а)]-1 = [/и - Г+ (к)] [/. - Г_ (к)], (29)

при этом, как известно (см. [14]).

Г+(к) — у Г֊ («, 0) е'» Л, 

о

Г.. (М=уг- (О, 0 е-л< Л, 

о

где Г” (*, з)—ядро резольвенты уравнения

/(0 4֊ [*(«-«)/(*) * = *(<) (0<*О). 

о

Следовательно, матрицы-функции Г՜ (/, 0) и Г~ (0, /) удовлетворяют 
уравнениям 

м
г-(*.о)+ г-($, 0) </з = /Г(-о (0<*<оо),

о 
ОО

г- (0, О4֊уг- (0, з)КЦ-з) <1з=К(1) (0С<<~). 

о

Из этих уравнений и (27), (28) получаем 
м

Г- (6 0) — Г7 (/, 0) + у А (з-О[Г- («, 0) - Г7 (з, 0)] Лз = 0, (30)

и

Г- (0, 0 - Г7 (0, 0 + [Г- (0, з)- Г7 (0, 5)] К (г— з) <1$ - 0. (31)
о

Из равенства (30) следует, что 
л л л -

Л-’У Г- (/, 0) <11- Л֊1 уг- а, 0) Л = Л-։ у Л у А(з—0[Г7 (з—0) - 

о о о и
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А
-г- (։, 0)] ds = A՜1 J Л J[A(s-Z)-A(s)][rr֊ (»» °) “ Г՜ (s> °Я ds + 

о о

+ К (з) [Гг- (з, 0)- Г- (з, 0)] = Л + /1-
О

Первое слагаемое стремится к нулю при А —»0. Это следует из то
го, что Г7 (/, 0) и Г՜ (/, 0) принадлежат £^+хя)и из оценок

А -

з — 0 — A՜ (s)|s dsdi.

Значит существует предел

lim А 1
А-+0

Г՜ (f, W)dt,

о о

который мы обозначим через Г (+0, 0). Из вышесказанного следует» 
что верно равенство

Г-(+0, 0)֊Г7(+0,0)«уЛ-(з)[Г7(з,0)-Г-(з,0)]</з. (32)

о
На основании теоремы Г—Ф получаем, что

lim (|Г7(з, 0)— Г~(з, 0)|։Л = 0
Г*-J 

о
и поэтому, если к (32) применить неравенство Коши-Буняковского, то- 
получим

lim Г7 (+ 0, 0) = Г՜ (+ 0, 0). 
г-»-

Аналогично, исходя из равенства (31), можно получить, что су
ществует предел

А
Alim A՜1 Jr՜ (0, t)dt: =Г՜ (0, + 0), 

о
и имеет место равенство

Нт Г," (0, + 0) = Г՜ (0, + 0).

Таким образом, sp8(r) имеет предел при г -» со, и'

Hm sp 8 (г) = -֊- [sp Г՜ (4- 0, 0) 4- sp Г՜ (0, 4֊ 0)].
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Из факторизации (29) имеем

[det К(-К)]՜’ = det [Л - Г+ (X)] det [/„ ֊ Г_ (X)]. 
Пусть

Л (X) = det [I„ - f + (X)] = 1֊ (0 e‘Udt,

О

тогда если Г“(/, 0) =|t/y (#)1"у-1, то раскрыв детерминант, получим

T+(f) = spr-(f, 0) + 2/Д0,

где fj(t) является сверткой двух или более функций 7</(0* Поэтому 
fj (/) непрерывна и /у (0) = 0.

Это значит, что 
л л

lim А՜1 (*7 (0Й: = 7. (-|-0)’= 11m А՜1 ГзрГ“(<, 0) dt=
л-+о J т л-»+о J

о о
= sp Г՜ (4֊ 0, 0). (33)

Аналогично, если

Л (X) = det [In ֊ Г_ (X)] = 1 - J 7_ (0 е՜ Л. 

о
то

л
lim А՜1 I 7_ (Z) dh = 7_(4՜ 0) =зр Г՜ (0, 4-0).
л֊»+о J

о
Значит

Ika sp S (г) = — [7+ (4֊ 0) + 7_ (4֊ 0)].

Вычислим 7+(4-0). Для этого покажем, что для F+ (X) верна еле 
дующая асимптотическая формула:

А(Х) = 1 4- 0)4-о(1) min(l, |Х|ч֊2) (34)

при |Х|-» оо и v = ImX^.0. В £ самом деле, исходя из определения 
F+ (X) имеем

Л+(Х)_1_Л+(+0)=— Â (Оеш^_.Ц+9. 

ZA J ih

В силу теоремы Римана-Лебега о интеграле Фурье правая часть это
го равенства будет о (1) при |л|—► «о и ImX^-ü. Значит, для доказа. 
тельства формулы (34) достаточно показать, что
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Рассмотрим функцию 7х(0 = 7+(0— 7+("Ь0)е '• ® СИАУ (33)
л

Нт А՜1 С 7г(0 = 0-
*-ю J 

о
Легко проверить, что

/Г 7+ (4՜ 0\ ** п(р.<+°>'՜''' л+ "7՜,)й՜ 

и
при 1т Х> — 1. Поэтому для доказательства (35) достаточно пока
зать, что

Нт Т։ (/)«'» Л = 0. (36)
1М— ри о

Положим 
/

г(0 = р1 (Х) </Х- 

• о
Тогда #(/)—непрерывная функция и существует конечный предел

кроме этого 
»

Нт = Иш tg (— = Иш #-1 ( 7Х (т) </т = 0.
!֊֊ +о 1 (— \ I / '-+° ио 

Поэтому

(*71 (О ем<И = С е'и </#(/) =— А (#(/)е'х<Л.

й о и
Подставляя это значение в левую часть (36) и полагая 1т л = ’*, по
лучаем 

В силу вышесказанного семейство функций g, (#) = т
— ?

ограниченно, и поэтому, по теореме Лебега, последний интеграл стре
мится к нулю при у-»со. Формула (34) доказана.

Из формулы (34) следует, что

1п/> (X) = о(1) пип (1, (37)

при к -»• ОО И 1т к 0
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Мы знаем, что 1п Ё+ (X) — аналитическая функция в верхней полу
плоскости, поэтому если взять контур интегрирования, состоящий из 
отрезка [— Т, Г] вещественной оси и полуокружности Ст в верхней 
полуплоскости с центром в начале координат и радиуса Т, то по 
теореме Коши, применяя (37), получим

£К։~£)‘
-Г Ст

к

֊-(’п-в2'’)*1——+2rcJ iT е‘*о

-г
что

7
— lim (71 - — Y In F- (X) 
2к т^- J V Т')

+ 1121 Г (1- еЪ)» min {1, Т֊1 sin-։ ?} гТе'т d?-------- --  А + /։.
2« J • 2 2к

О
Очевидно, что A=T-t (+°)՛ Докажем, что _/։ ограничено 

*
|1— е։,’|։ min (1, Г-’вш-’ф} Tdy— 

ь

Т sin* -j՜ sin1 f Т֊։ sin՜՜1 <р Tdy < я. 

,|п’><7=

Значит, мы доказали, что 
т

-|֊и(+«)=—](։—

Аналогично доказывается,

-у 7-(+0)= —

Следовательно

lim sp S (г) = — 
г-.- 2я

Теорема доказана.
Из теоремы 4 в скалярном случае следует
Теорема 4'. Пусть функция К (t) ££1П £j удовлетворяет 

условиям

а) К (Х) = 1 + j K(t) eatdt =Ё0 (-со <Х<со),

т
hm J (1 — In det К (X) rfX.
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б) ind £(*) = - Д [arg К (X)]:. =0.
2к

в) существуют конечные пределы 
л о

lim Л՜1 Г К (0 dt, Jim А՜1 1 К (t) dt.
*-+0 J л--о J

о -л
Тогда имеет место формула

1Im hD,(A) ,±llmr7i_^n*(X)<a. 

г 2ltr-jk Т') 
—т

Отметим, что теорема 4, даже в скалярном случае (теорема 4 ), 
насколько нам известно, новая.

Замечание 1. Условие б) в теоремах 2 и 4 заведомо выпол- А 
няется, если вещественная или мнимая часть матрицы-функции К ().) 
положительно (отрицательно) определенная на всей оси (см. [14], тео
рема 8.1). В частности, если ядро А(<) удовлетворяет условию 
К (/) = К* (— I) и матрица-функция

А (>.) = /„ + 

— ев 
А

—неособенная при всех ).(—оо<^).<^со), то она (АГ(л) положительно 
определена на всей оси и, следовательно, (см. [14], теорема 8.2), до
пускает факторизацию

Л().) = к4 ().)/г*+р).

Замечание 2. Если в теоремах 2 и 4 дополнительно предпо
ложить, что In det К (>.) £L։, то утверждения этих теорем примут вид

lim In Dr (*) = J_ j ln det £() у d; 

— ae
Нетрудно показать, что это условие выполняется, если

Д(>.) = ВД -7леА[пХ,).

Замечание 3. В работе [12] для матрицы-функции

£(>.) = /л + { К(t)e“‘dt 
и — м

введен интеграл энтропии

Е (К) - lim Д f 1п detALK) J, 
• 4o2kJ sV+1

если он существует.
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Покажем, что правая часть формулы (26), при условиях теоре
мы 4, не что иное, как интеграл энтропии. В самом деле, если вы
полнены условия теоремы 4, то

[det^(-X)]-1 ^1 — J (0 e'u dt'j ^1 — j 7_ (<)e-iU dt 

о о
где 7 ( (0 и 7_ (/) имеют тот же смысл, что и в доказательстве тео՜ 
ремы 4.

При доказательстве теоремы 4 было показано, что существуют 
пределы 

л л
т (+0)=ИтЛ՜1 7_(+0) = ИтЛ՜1 | 7 _ (*) **»
՛+ л-+о I + л-+о

и о
и верна формула

Нт 1ПР'(£)- = 4֊[7+ (+ 0) + 7_(+ 0)]. 
г-- г 2

С другой стороны, из формулы (37) при R > 1/е имеем 
К 4 4 4

1 г11М)л+± [
2 к I е’Х’4-1 2 л 3 ег1,։ 4֊ 1 х=1м/в*/.-1

-л СЯ
Из формулы (37) следует, что при R -» со второй интеграл стремит
ся к нулю, поэтому

1 Г In А In А (1/е0 
lim — I — -------а*— lira ------ — =
>Ю 2 kJ eV 4-1 «4 о 2 е

Аналогично

Ь^Л=а_±7 
eV 4-1 2

(+0).

Следовательно, мы показали, что в условиях теоремы 4 справед
лива формула

.. In D, (Л) 1.. Г In det К (I)hm -------= —bin ----------——-----dk = E (K).
r 2 it • ։ 0 J e*A* 4՜ 1 --M

Надо отметить, что интеграл энтропии и ранее полученное зна
чение этого предела получаются при различных методах суммирова
ния одного и того же интеграла.

5°. В работе автора [11], существенно используя методы работы 
Г. Уидома [5], доказана теорема 2, которая является матричным кон
тинуальным аналогом уточненной теоремы Г. Сегё. Доказанная выше 
теорема 4 позволяет уточнить теорему 2 из работы [1], а именно, 
справедлива следующая
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Теорема 5. Пусть

К(X) = Л + J K(t) е,и dt К(<,хя’ 

удовлетворяет условиям:

a) det=/= 0 (—оо<^Х<оо),

б) ind det К (I) = - [arg det К()֊)]-- = О,
2 к

в) K(t) ^£i"x"’ и существуют конечные пределы

I Г
11m Л՜1 \К (0 dt, Um Л՜1 ЛОЛ- 

л-+о J л-+о J
о -Л

Тогда имеет место предельное соотношение

hm -det[7(£) П^՜1)]. (38)
— ехр(гЛЛ)

Здесь через К(яХя) обозначена алгебра матриц-функций
оа

Z(л)=Х(оо) 4֊ j F(t)eMdt

с нормой

jXu=|Z(oo)n-J|F(0pz +Q И|Гр)|։лу/2,

которая является матричным аналогом алгебры, введенной в работе 
[18] М. Г. Крейном, а

[ т (к) I] (0 = /(0 + л* ֊ з)/(з) л.

Как известно (см. [11]), при условии К (>.) £К(яХя) оператор Т(К) X 

X Т(К~1)— 1(1—единичный оператор) является ядерным оператором в 
£г+, и поэтому ясен смысл правой части (38).

В том частном случае, когда Ко ().) = к('/.)—/Л^£1Лх՝я), теорема 
5 была доказана в работе Г. Дима [19], стр. 90).
Пусть матрица-функция 

ас
Л (*) = У* (0 е|ИЛ<К(дХ"). 

— со
Определим операторы

[7’(Д»)Я(*)=У ^(<֊5)/(з) dS, 

о
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/ (О при [0, г]
О при t £ (г, оо).

Предположим, что Æo('-)6 Lj',x'”, тогда, как показал Г. Дим (см. 
Л А

[18]), операторы Tr (KQ) = Pr T (/Го) Рг ядерные при всех г (0< г < 
<со) в пространстве Z.^. Поэтому (см. [19], стр. 201) детерминант

А
Фредгольма интегрального оператора I 4֊ Tr (Âo) совпадает с вели- 

Q0
чиной |~[ (Ц- Ху (г)), где X; (г)— собственные значения оператора 

/-։
ТГ(КО).

Заметим, что из условия Ко (X) £ £<1"хя} следует, что матрица- 
функция К (/) (— оо <^t<Z °о) равномерно непрерывна и, следовательно, 
Æ’(t)£.2ЯХЯ). Если предположить еще, что det (/„ + Ка (Х))У= 0 и левые 
и правые индексы матрицы-функции 1„ +^0 (^) равны нулю, то нее 
условия теоремы 5 выполняются, а ее утверждение в этом случае 
можно записать в следующем виде:

lim /V 1п (1+ Ху(г))-^- fin det [/„ -f- Ко (X)] dX)) =
«• - - I z„։ 2" _J J

=ln det[7(/„+ Л.) Т((/л+А)-։ )J.

Эта формула дает асимптотику для сумм значений функции ln(l-|-z) 
в точках В этом пункте мы покажем, что из этой формулы 
следует справедливость подобных формул для других, подходящим 
образом выбранных функций.

Обозначим через з[Г(/50)] и а [ T (/Q] спектры операторов 
А > А

и Т (Ко) соответственно, где Ко (X) = Ко (—).). Пусть

Л/(^о)=--!О)иа[Г(^)] иа[Г(Л0)].

_  А
Если гсМ(К.о), то можно показать (см. доказательство теоремы 6), 
что имеет смысл следующая величина:

L (х)=1п det[T (/„-1/Д») T ((In - 1/z Ко)֊’ )].

Теорема б. Пусть матрица-функция
•с

Ко (X) --= J К (0 e'u dt £ К<«Хя> п £(ГХЛ), 

«•

u F (z) —любая локально аналитическая функция на множестве 
М (Ко), причем ? (0) = 0. Тогда операторы Tr (Ко) (0<У<оо) ядер
ные и справедлива формула
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Вт Г5р/’(К0()֊))</4 = Л[/7(х)Г Л(г)^’
м- ("1 2тс J ) Л “

а

где |Х,- (г))^։ —собственные значения оператора Тг(Кй), а Г кон
тур, содержащий. М (Ко) и проходящий через область аналитич
ности функции Г (г).

Доказательство. Если г с М(Ко), то операторы 

7-1/к Г (/о). 1֊1^Т(Ко ) 

обратимы, что, в свою очередь, эквивалентно тому, что матрица- 
функция /я — 1/г Ко (X) допускает левую и правую факторизацию без 
индексов (см. [15], стр. 284), откуда следует обратимость этой мат
рицы-функции в алгебре К(яХя։. Значит а (Ко) с М (Ко), где ’ (Л"о) — 

А
спектр Ко (X) как элемент алгебры К!яхя).

Применяя теорему Г—Ф, нетрудно видеть, что спектры операто
ров Тг (Ко) и Тг(К'о) содержатся в любой окрестности М (Ко), на
чиная сг>/?0 (Ко зависит от этой окрестности).

Так как М (Ко) ~ компакт, то существует открытое множество 
С, содержащее М (Ко), где К (г) аналитична. Выберем в С контур Г 
(вообще говоря, несвязный), так, чтобы внутри Г содержался ком- 

А К
пакт М (Ко). В силу вышесказанного, Г будет содержать а (Ко) и 

спектры операторов Тг (Ко), начиная с некоторого г > 7?0. Поэтому 
А А ’

мы можем определить функцию /■ (Ко) от элемента Ко (X) алгебры 
К(яХя) и функцию Л (Тг) от оператора Тг (Ка) по формулам:

Р (Ко) (՝>֊) = ~\г(г)(г1п - Ко (К))֊* бх, 

г

ЛЪ)=;Д гмил-г,)-1*. 

г

Отметим, что из ядерности Тг (Ко) и условия Г(0) = 0 следует (см. 
[19], стр. 209) ядерность оператора Т(ТГ). Его собственными значе
ниями будут числа Г ()./ (г)). Значит ряд 2 Л (X, (г)) сходится абсо
лютно.

Предположим, что г е М (Ко), тогда, как следует из вышесказан

ного, матрица-функция 1п 1/г Ко (X) удовлетворяет всем условиям 
теоремы 5 и поэтому справедлива формула:

1пп 131и _ 21 Г 8р 1п (/я_1/2 Ко (X)) Я. I =Ь(х). (39)
* /—1 X г J I
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Во втором члене левой части применена формула (см. [19], стр. 208) 
1п йе! (/ — А) = зр 1п (/— А).

Пусть Г — выбранный нами контур. Тогда, если я£Г, то г (ЛГв) и 
кроме этого, очевидно, что множество матриц-функций

/я-1/я Д (X) (я£Г)

является компактным в К(яХ">. В этом случае можно доказать, что 
сходимость в (39) равномерна относительно х при г £ Г.

Если учесть еще, что выражение, стоящее под знаком предела 
и превая часть в (39) аналитичны по я, то ясно, что равенство (39) 
можно дифференцировать, т. е. имеет место формула

ОО
Нш ГзР1п (/-֊!> А (4)<л1 = ^-£(х).

г— 4г 1“, \ я / 2к J • ] </я

(40)
Учитывая, что ряд 

у = у М*֊)
Я / (я—Мг))

и интеграл

С — зр 1п (/я - — Ко (К)) </Х = [зр [ (г/я - /^(Х))-1 ] </Х
4 <1х \ г / я ] 

(как известно (см. [19], стр. 208) справедлива формула

֊ sP In (Г-А (я))=-зр [ (/— Л(я))֊»-Ц^П
<гя L dz ]/

сходятся абсолютно, то (40) после умножения на 1/2к/ f (я) примет 
следующий вид:

]imj;i4Zk)__ ля)\_
1у=|2к։' \я ^j(r) я / 

а»

fspw>՜’-—Ы=֊l^-
J [2кг я ] ] 2ki dz— •»

В силу равномерности по я(я£Г) это соотношение можно интегриро
вать по контуру Г относительно я.
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В силу условия Г(0) - 0 получим, что ряд 

и поэтому абсолютно сходится. По той же причине (Л'(О)— 0) имеем

֊ /ч, (А))-1 ֊ — =

= տբ (У (Հ, (>•))</>.

Докажем, что последний интеграл абсолютно сходится. Так как 
0 (Д) и Г- (0)=0, то Г (г) разлагается в степенной ряд

^(«) “- 2 «***

радиуса сходимости д^>0. Выберем А так, чтобы |К# [(л)| < < 9)
при р֊| > А, тогда

1>)<л

Теорема доказана.
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Լ. Վ. ՄԻՔԱՅԵԼ5ԱՆ. Տյոպլիցյան ղհաերմինանաների մասին Գ. Սեզյոյի թեորեմների 
մատրիցային կոնտինո։ալ անալոգներր (ամփոփում)

Հոդվածում ուսումնասիրվում է քլ (/) մ ատ րիցային ^րիզուվ

ր

Մրք) (0=/(0 4- յ*(ք-տ)/($)ժՏ

0
օպերատորի (/ք) ֆրեդհոլմի դեաերմինանտի ասիմպտոտիկ վարքը, երբ ր —» ՕՕ : Ստաց
ված արդյունքները հանդիսանում են տյոպլիցյան ֆորմերի դետերմինանտների ասիմպտոտի- 
կայի վերաբերյալ Գ. Սեդյոյի արդյունքների մատրիցային կոնտինուալ անալոգները։

Ուսումնասիրված է նաև

ր
(րրք)(է) = յԴ(ք֊տ)/(տ)ժտ-

0
օպերատորների սեփական արժեքների ասիմպտոտիկ բաշխումը, երբ ր -* ՕՕք
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L. V. MIKAIELIAN. The matrix continual analogue։ of Szego's 
theorems on Teoplltz determinants (summary)

In the paper the asymptotic behaviour for r -r oo of Fredholm determinant 
Dr (K) of integral operator

r
(П/)(<)=/(«) + J^U֊s)/(s)rfs

0

with matrix kernel К(f) is obtained. The results are the matrix continual analogue* 
of well-khnown theorems of G. Szego on asymptotic behaviour of determinants of 
Teoplitz forms. The asymptotic distribution of eigenvalues of the operators

r
(r,/)(f) = J/T(f-s)/(s)ds

0 
for r —♦ oo are also discussed.
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