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Введение

Настоящая работа посвящена исследованию вопросов полноты, 
описания замыкания, минимальности и базисности определенных систем 
функций, порожденных целой функцией типа Миттаг-Леффлера Е? (а; р), 
где

(*;  р)= 2 —п\ <р>°> —00 < н< + °°)-
л-0 Г (pH----- )

\ р /
1при этом рассмотрения ведутся в пространствах 1л,«, (Г)= А։ (Г; |С|" 
Л|)(֊1<ш<1) функций, определенных на конечной системе лучей Г, 
исходящих из начала координат.

Приведем краткий обзор связа иных с данным исследованием 
работ.

1° (а). Пусть )>•*] “ (Не Х*2>0) —п роизвольная последовательность 
комплексных чисел (среди которых могут быть и повторяющиеся) из 
правой полуплоскости. Следуя М. М. Джрбашяну [1], обозначим 5*  
кратность появления числа X*  на отрезке {^}*.  Теорема Мюнца Саса 
о полноте системы экспонент в наиболее общем виде может быть 
сформулирована следующим образом [1—3].

Теорема. Для полноты в (0, 4֊гс) системы функций 
|е֊,<гХ х5*՜ 1 необходимо и достаточно условие

М. М. Джрбашяном было получено существенное обобщение это­
го результата; им был установлен критерий полноты систем функций, 
порожденных целой функцией типа Миттаг-Леффлера Е( (г; н) [3]. 
Чтобы сформулировать соответствующий результат, введем обозна­
чения.

Обозначим через Аг ш (0, 4՜ со)(—1 < ш < 1) гильбертово про՜ 
ртранство измеримых на (0, 4֊ со) функций с конечной нормой

№?,«(о, г -) = [ I/ (*)1 2 < + °°.
р
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Пусть, далее, (X*j®  (|arg >*|  к/(2«)> 1/2 < а*С  + °°) — последователь

* Всюду в этой работе под я* подразумевается та ветвь этой функции, кото­
рая на полуоси (0, 4՜ ос) принимает положительные значения.

ность комплексных чисел, а s*  > 1—кратность появления числа 'л на 
отрезке {Ху)*.  С этой последовательностью можно ассоциировать си­
стему функций {со*  (х; X*)} “ из Li, (0, 4֊ со), положив

ш*  (*;  М = (—)•*  х; р) х**՜ 1 (к — 1, 2, - • •),

а. 1 + « + р
р= ------------- I |1 = --------------------------- •

2а—1 2р
Теорема (М. М. Джрбашян); Для полноты в 1.2, «(О, 4՜°°) 

системы функций |т*  (х; )>«))*  необходимо и достаточно условие

Если учесть-что Ex(z; l)=exp(z), то при ш=0, а=1 (р=|1=1), 
эта теорема переходит в теорему Мюнца-Саса в обобщенной форму­
лировке.

(б) В связи с теоремой Мюнца-Саса в работе Л. Шварца [4] 
были выявлены характеристические свойства функций, принадлежащих 
замыканию системы [е~А х|Г в метриках Lp (0, + со), р>1, или 
С [0, 4֊ со], в предположении, что X  вещественны, | » и ряд

*
*

2 1/Х*  сходится. Но следует отметить, что эти свойства не дают 
собственно внутренней характеризации замыкания системы [е *Х)Г в 
случае ее неполноты.

Впервые в работе М. М. Джрбашяна [1] (см. также [2]) было 
дано полное внутреннее описание замыкания системы (е 4х'4 |Г 
(Re X*  > 0) в случае ее неполноты в (0, этот результат содер­
жит в себе, в частности, результат работы [4] в принципиально важ­
ном случае р = 2.

В работе С. А. Акопяна и И. О. Хачатряна [5] было дано пол- , 
ное внутреннее описание замыкания системы (х; X*)) ”, в случае ее 
неполноты в Li, ш (0, + <»).

(в) Другие обобщения сформулированных выше теорем Мюнца- 
Саса и М. М. Джрбашяна были получены в работах [6 — 10]. В них 
были рассмотрены вопросы замыкания и базисности систем функций 
вида z՛'  '1 и -1)( —X  z; u) z'4 _1)” в различных прост­* *
ранствах функций, определенных на системе двух лучей, исходящих 
из точки z = 0.

В работе [11] был установлен критерий полноты на конечной 
системе лучей систем функций типа Миттаг-Леффлера. Чтобы сфор­
мулировать этот результат введем обозначения.

Пусть 7V]>2 — целое и Л>, ш (Г) (—1 <[ ш 1)—пространство 
функций /, измеримых на системе лучей Г, где

Г= U {С: ArgC = M. 0<&։< л=1 ^<2-
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гпах i< п < N

и имеющих конечную норму

|лг<-н.
Пусть, далее

7՜} "Ср (®^+։ = #1 + 2«), 
®я 1

и при фиксированном л(1<^л-<А) {>4Л)}Г_։ — последовательность 
комплексных чисел из угловой области $л + */(2р)<  Аг£>.< &я.ц—*/(2р),  
а 5^я)— кратность появления числа ).^я> на отрезке Полагая
Р = (1 + «։ -г р)/(2р), рассмотрим систему функций

(а <")-։) __ з'.»>֊։
Е\ 0(*Л)х; р) г (*=»1,  2,--; 1<л< /V). (1)

Теорема (А. Е. Аветисян, С. А. Акопян, И. О. Хачатрян). 
Для полноты в 2.2, т (Г) системы функции (1) необходимо и доста­
точно, чтобы одновременно выполнялись условия

2(1+ |Х<’я’ря)֊1 Re [е'’1« XVT = + оо, 
4-1

Ъл =֊ ~ (Оп + &Л+1), «/?» = &Л+!— 8л — к/р (1< п < N).

Следует отметить, что при доказательстве этой теоремы авторы 
пользуются классическим методом сведения задачи полноты к теореме 
единственности в определенном классе голоморфных функций, что, в 
свою очередь, сводит задачу к обращению интегрального преобразо­
вания М. М. Джрбашяна на системе лучей.

2?. В данной работе рассматриваются более общие чем (1) систе­
мы. Эти системы определяются следующим образом.

Пусть

Рл
8л+1—8л

(1<л<М

и “_։ — последовательность комплексных чисел из угловой об­
ласти »л+^/(2рл)<Аг?к<ал+1—я/(2рл), а з^л)— кратность появления 
числа kJ") на отрезке Полагая ря = (1 + ш + рл)/(2рл), рас­
смотрим систему функций

( 54Л՝՜1 ) ту Лл,-։
Е\л (4п) а; Рл) z k (Л = 1, 2,--.; 1<л<А). (2)

Для этой системы устанавливаются критерии полноты, минимальности 
и базисности (в ее замыкании) в метрике £2. ш (Г). В случае неполно­
ты такой системы дается пол ное внутреннее описание ее замыкания, 
а в случае минимальности строится биортогональная с ней система 
ф ункций.
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При установлении этих результатов мы основываемся на том, 
что Li, ю (Г) представимо в виде прямой суммы пространств Н™ [Д;] 
'(1-^n-^/V) функций F, голоморфных в угловой области

Д*  = [z: &л+1 < Arg z < + 2«> 0 < |z| < 4- оо}

я имеющих конечную норму
ip’ W/2

. .. = sup U l/7 (re/?)|։ гт dr <4-00.
I m ort+i<f < °П+2к у ’

Пользуясь этим фактом, мы сводим задачи замыкания, минимальности 
я базисности системы (2) в метрике Li. «> (Г) к соответствующим из­
вестным результатам [10] для системы 

в метрике [Д'].

Введем следующие обозначения:

(а) Пусть N^-2 — целое и

ö,v+J=»i + 2-.
Для значений п =!,•••, N обозначим через

ДЛ = {z: Ол < Arg z < &n+i, 0 < |z|< 4՜ °о}, 
Д’ = [z: 0„+j < Arg z< 0Я 4-2*.  О <|z|< 4- со) 

взаимно-дополнительные угловые области на конечной комплексной 
плоскости С.

Пусть параметры рЛ определяются из условий

Обозначим через А (рЛ) угловую область

А (Рд) = |г: йл + г— <Argz<l>n41—-^-, 0 < |z|< 4֊ ool 
I 2рл 2рл I

и положим

„_*>«  + &Я4-1 * л « * . , АМ^л------------ - -------------- ------- "<1+1 — "я —   (л — !,•••, /V).
2 Ря рл

Очевидно, что “/ß„ — это раствор угловой области А (ря). Ясно также, 
что Д (рЛ) является подобластью области ДЛ и луч [ге,Т|Л: г > 0) явля­
ется общей биссектрисой этих угловых областей.

Обозначим также через
А (Рл)= ja: —&л+1+ ~— <՜ Arg — 0л----- —, 0 <'|с| < 4՜00 | >

I 2рл 2рл I
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Д*  <*' Я) = I я — ®3— < Arg z < — 1>я+։+ —— + 2"> о<|г| < 4֊ »1 т
I 2рл 2₽я J

взаимно-дополнительные угловые области на конечной комплексной 

плоскости С. Очевидно, что Д (ря) и Д (ря) симметричны относительно 

вещественной оси. Через дД*  (ря) обозначим границу Д*  (ря), пробе­
гаемую в положительном относительно этой области направлении.

N
Далее, обозначим через Г = U ГоЛ систему N лучей Г»Л (л = л~1

= !,•••, А), исходящих из точки г, = 0, где
Г»л = [С։ Arg С = 0 < Г,|< + со).

Эта система лучей Г разбивает плоскость С на непеэесекающиеся 
угловые области Дп П) и является границей их объединения,

(б) Для дальнейшего изложения нам необходимо Также опреде­
лить некоторые классы функций.

Полагая, что —1 w 1, обозначим через Li, (Г) гильбертово 
пространство измеримых на Г функций f с конечной нормой 

кт },/2= 

г

Пусть далее
А = {z: '/. < Arg z < z., О < |z|< 4- ос}, 0 < * — Z < 2гс

— произвольная угловая область на комплексной плоскости С. Обо­
значим через [Д] класс функций F, голоморфных в Д и таких, что

1 +,“. [ Г П/2
“’“P.li l^՝(reZ?)l3 <4-°°. (3)

о
Такие классы функций, голоморфных в угловых областях, впервые 
были введены и исследованы М. М. Джрбашяном и А. Е. Аветисяном 
[12] (см. также [13], гл. VII). Они являются естественными обобще­
ниями на произвольные угловые области известного класса 77։ в по­
луплоскости (см., напр., [14]), и для них имеют место аналоги ряда 
важных свойств класса Ht. В частности, справедлива следующая тео­
рема (см. [13], теорему 7.5).

Теорема А. Если / £Н™ [Д], то
1 . Почти всюду на границе д& области Д существуют угло­

вые граничные значения F (С) функции F, причем
( 1՝ 1 ’ЛJ iF от и- и <+” (4)

«Д • ‘ •
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и справедливы равенства 
+ -

11ш Г |Г(ге'х) — (ге'*)| 2 г“ <1г = Ъ, 
т*х+<и  о

+ «*
Иго Г И («'*)-  Р (ге'*)| а г“ бг - 0;

т-»֊о и 
о

2°. Имеет место интегральная формула

1 Г Г (О ({Г= I Р (О> пРи * € А 
2я/3 С —г ՝ I 0, прил£С\Д, 

ад
где направление на дЬ. совпадает с направлением положительного 
обхода области Д.

В силу утверждения Г этой теоремы в /ф”) [Д] можно ввести 
скалярное произведение

о= р(С) ё7Т|С!п'|^|; Л Об/А“” [а). (5)

дд

При этом [Д] со скалярным произведением (5) является гиль­
бертовым пространством и

(см. [15], теорему 2).
(в) Между пространством кг, ш (Г) и пространствами Н^‘1 [Д'](п= 

= !,•••, /V) имеется прямая связь.
Во-первых, каждую функцию Рп^Н^ [Д’] можно рассматривать 

как элемент пространства Ьг. » (Г). Действительно, в силу теоремы А 
функция Рп однозначно определяется своими граничными значениями 
Р„ (О, С£<?Д’; и поскольку дб'п с: Г, то Г „ полностью определяется за­
данием ее значений на Г. А из неравенств (3) и (4) следует, что 
Рп £/-2, ш (Г)» причем в силу (6) имеем

< гл «■ < |-д. ।. (6')

При этом заметим, что мы можем рассматривать сужение Рп на Г, 
■так как Г с: Д*  и с*Д  * .

С другой стороны, если рассмотреть функцию

/ю=2 молег,
л=1

где /■ я 6 .М ։ [Д«], то /££2,« (Г). Оказывается, что "это представление 
характерно для пространства £։, а (Г). Именно, имеет место

Теорема В. Каждая функция / » (Г) единственным об­
разом представима в виде
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/о = 2 гл(с),сег, 
я=1

где ЛлбМ ’[Дд]. При этом

А- .V՛“ я" ““у ,|ГяЦ-’ [г]1 ’ (7)

где /4,„>0, Д., >0 — константы, не зависящие от /. (см. [16], тео­
рему 1).

Замечание. В этой теореме на <?Д*  мы рассматриваем угло­
вые граничные значения функции Ря [А*].  Это замечание отно­
сится также к утверждениям 3'՜' теорем 1 и 2.

(г) Для удобства читателя мы здесь напомним также известные 
(см., напр., [17]) определения базисных и минимальных систем.

Система |А*)Г  элементов гильбертова пространства Н называет­
ся его базисом, если каждый элемент А £ Н единственным образом 
разлагается в сходящийся по метрике Н ряд

А= V, Ск (А) А», 
к ։

где с*  (А)—комплексные коэффициенты. Базис (А*{Г  называется бази­
сом Рисса Н, если выполняются неравенства

а 2 |с*  (А) |» <И3 < Д 2 |с*  (А)|։, уЛ € Н, 
*—I *=։

где а >0 и Д^>0 — не зависящие от Л константы. Нетрудно прове­
рить, что система {А*} ” будет базисом Рисса пространства Н в том 
и только в том случае, когда существует ограниченный обратимый 
линейный оператор А: Н -- Н и такой, что (ДА*| “ является орто­
нормальным базисом Н.

Далее, система {Аь}“ называется минимальной в Н, если ни один 
ее член нельзя приблизить линейными комбинациями остальных. Мини­
мальность системы [А*) “ необходима и достаточна для существования 
биортогональной с ней системы, т. е. такой системы {А*} “ с Н, что

(Ль Л;,)=Р’ * = (А, тп=1, 2,-.•»).
10, л: т,

Напомним также, что если |А*)Г —базис Н, то [А*) “—минимальная 
система.

Формулировки результатов

1 . Пусть для данного п (1 < п < АГ) А„ = Р4Л,)£,։ — произволь­
ная последовательность комплексных чисел из угловой области А (рЛ), 
среди которых могут быть числа произвольной конечной или даже 
бесконечной кратности.
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Для произвольного целого у > 1 обозначим через 5<Л) кратность 
появления числа ).(Л> на отрезке |Х**'Я=Р  а чеРез Р(/1)— кратность по­
явления числа ).։՞) во всей последовательности А„ =

Очевидно, что
1 < з<Л> < ֊< + со (у = 1, 2, ■ ■ ՛).

„Легко видеть также, что если сходится ряд

2 (1 + р4я)|г?Л)՜1 Ке [е/Т|я 4я)]Эя, (8)
*=1

-то число р^л> конечно при любом Л>-1.
Введем в рассмотрение систему функций типа Миттаг-Леффлера

Е 22 ։ *̂ я) (С)? Л > 1, 1 < п < /VI, положив

Мя»-г) ---- 4я>-1
Е1л>(Ц = е1 (^я>С;рл)С (&>1; 1<п<М- (9)

Из асимптотических свойств целой функции типа Миттаг-Леффлера. 
ч(см. [13], лемму 3.4) следует, что՛ функции системы (9) принадлежат 
пространству А2, ш (Г), т. е. Ес^Е», • (Г).

Обозначим через Из, » (Е) замыкание (т. е. замкнутую линейную 
•оболочку) системы (9) в метрике 1л, ■» (Г). Очевидно, что Из, (Е) 
является замкнутым подпространством пространства Аг, ш (Г), и пол­
нота системы (9) в Аз, ш (Г) означает равенство И։, <» (Е) = Аз, „ (Г) .

2 (а). В этой работе мы устанавливаем следующий критерий пол­
ноты в 1а,(Г) системы (9).

Теорема 1. Следующие утверждения эквивалентны
1°. Система Е полна в Аг, ш (Г);
2՜’. Одновременно расходятся вялы ■

£ (1 + |)-1я> |2Дя)-1 Ке (е'Т1я Х^7)^ = + оо (1 < п < /V); (10)

3°. Класс Из,... (Е) совпадает с множеством функций кото­
рые единственным образом представимы в виде

н
<(У = 5 М*  :ч)<М0Л, С 6 Г, (11)

л=1 —

-где (р„)].
Отметим, что эквивалентность утверждений Г' и 2° этой теоре­

мы в специальных частных случаях были установлены ранее в дру­
гих работах: в случае Л/=2 и рх= р։ — в работе автора [7], в случае 
7У=2 и Рх^Рз՛—в работе А. Е. Аветисяна [9], и в случае зУ =4= 2, но 
р1== ... = Рлг —в совместной работе А. Е. Аветисяна, С. А. Акопяна 
я И. О. Хачатряна [11].

( б) В силу теоремы 1, если хотя бы при одном п (1 < п < Л) 
ряд (8) сходится, то система (9) не полна в Аг, и (Г), и, следователь­
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но, порожденное ею замкнутое подпространство 1Л,ш (£) не совпадает 
с £2, <, (Г). Чтобы описать это подпространство, введем еще один 
класс функций. Для этого сначала отметим, что если ряд (8) при 
данном л сходится, то бесконечное произведение

В- '  П ֊(е^ХУ7)՞* *
1 (>я' 2=1 (ет‘я г)3' 4- (е'1։« Хр))3„ ’*

11-^^)^ .
1-(е,’>՞ Х*" 7)23"

сходится абсолютно и равномерно внутри угловой области Д (ря)и оп­
ределяет там аналитическую функцию В~ (г), которая обладает

4 <РЯ՝ 
следующими свойствами:

1) |5~ (г)|<1, при к£Д(р„);
д 1РЯ՝

2) функция В~ обращается в нуль лишь в точках последо- 
4 <₽л>

вательности (ХМ) Г-1» при этом точка г = Ху} является для нее нулем 
кратности р^ (см. [3]).

При условии сходимости ряда (8) обозначим через

М““’[Д*  (Ря); Л„1 

класс функций <р, удовлетворяющих следующим условиям:

1)т€М՜“’ [Д*(р я)];

2) существует мероморфная в Д (ря) функция с возможными 
полюсами в точках последовательности {Х£"> }^։ и такая, что

4(ря)

б) угловые граничные значения <р изнутри Д  (ря) и угловые 

граничные значения ф  изнутри Д (ря) совпадают почти всюду на об­

щей границе д Ь  (ря) областей А  (ря) и А (р„).

*

*

* *

Грубо говоря, А/՝՜“’[А*  (ря); Ля]—это класс тех функций <р из 
Нз7шУ [А*  (ря)], которые в определенном смысле допускают мероморф­

ное продолжение <р*  в область А (ря), с возможными полюсами в точ­
ках последовательности {Х^|,}^_1; и это продолжение, будучи умноже­

но на В~ , принадлежит [Д (ря)].
4 (РЯ)
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Следует здесь же отметить, что класс Н\ [Л*  (р„); Л„| совпа­
дает с замыканием в метрике М [Д*  (рп); Лл] системы простейших 

_ .(л) ____ лк 
рациональных дробей________ ) /*--■>  (см> ($] или [15]).

Сформулируем теперь теорему,в которой дается полное внутрен­
нее описание замыкания системы (9), в случае ее неполноты в £2.... (Г).

Теорема 2. Если хотя бы при одном п (1 п < Л) ряд (81 
сходится, то класс Иг, » (Е) совпадает с множеством функций {, 
единственным образом представимых в вид։

И (•

/(0 = 2 ^яг.п сег,
п 1 — 

$ А’(РЛ>

(12)

2 (С;
биортогональную

где |д*(рл],  если при данном п ряд (8) расходится, и

Тлб-Мг՜”’(А*  (ря); лл], если при данном п ряд (8) сходится.
3. Теперь сформулируем критерий минимальности системы (9).
Теорема 3. Система (9) минимальна в £г, (Г) тогда и толь­

ко тогда, когда одновременно сходятся ряды

2 (1 + |Х1"’|2?Л)-։ Ее (е^ >^)?я < + ^ (1 < л < /V). (13)
к-1

В случае, когда выполняются условия (13), мы построим систему 
функций

/Г) ^2.-.(Г) (Л = 1,2, --; 1<п<Л0, (14)
с системой (9) в смысле

(С; >ТГТ)|С!"'|Л|=-! 1։ К°ГДа * = Р И Г = "; ՛ (15)
| 0, когда к=£ р или г т= л;

к, р = 1, 2, • • •; 1 -С л, г -С №)•
Наконец, положим

},<«> (ш) = {|4л‘Г [ Г4Я,|։-₽Л Ее (Л/К)’՛"] * 

(Л=1, 2,- -; 1<л <А0,

и сформулируем следующий критерий базисности системы (9).
Теорема 4. Если одновременно выполняются условия 

йЦ п
1-1

(е'’1я4я,)‘’Л- (Л(Л) )₽л

вир

>0(1<л<А9, (16)

+ со (1 < л < Д'), (17)
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то система (/* л; (<՛>) Ек" (С): к > 1, 1 л 14\ является базисом Рис- 
са пространства՛ Иг, *(£).

Если же хотя бы одно из 2 14 условий (16) и (17) нарушает­
ся, то система Е ни при каной расстановке членов не является 
базисом пространства Иг. ДЕ).

Таким образом, если выполняются условия (16) и (17), то любая 
функция /, принадлежащая пространству Иг. (Е) (т. е. замыканию в 
метрике/г.(Г) системы (9)) единственным образом разлагается в ряд

-
/С) = 2 I <">(/) Р4»)(ш) Е(")(С)|, (18)

*—1 л=1

который безусловно сходится к / в метрике Аг. (Г). Но легко ви­
деть, что из условий (16) следует также сходимость рядов (8) при 
всех л (1<п ^.14), т. е. (13). А в этом случае, как уже было отме­
чено, мы построим систему 12 (С; л^) : 4>-1, 1<п,-<7У}, удовлетво­
ряющую соотношениям биортогональности (15). Следовательно, коэф­
фициенты ряда (18) эффективно восстанавливаются по формулам

<Т (7(02 (0^11’1“ И (^>1: 1<п<л/).
4 (ш).) г

Доказательства теорем 1—4

При установлении сформулированных здесь теорем 1—4 вопро­
сы замыкания, минимальности и базисности системы (9) в метрике 
Аг. »(Г) мы сводим к соответствующим вопросам для систем

£<'*>  (') = Е^Л)~’) (С; Ия) г (£ = 1,2,...) • (19) ‘

в метрике А/ги,[Дл] (1 л С /V). Поэтому обозначим? также через

14и) (£1Л); Д„՛)

замыкание в метрике М<“’рл] системы функций Е(л,= (Е* Л)(С)|*1=1  
(1 Сл 14). Отметим при этом, что из асимптотических свойств це­
лой функции типа . Миттаг-Аеффлера (см. [13], лемму 3.4) следует 
включение Е(л) с Нз“’ [△„].

Доказательства теорем 1 и 2. Пусть (0/}Г — некоторая 
лоследовательность линейных комбинаций элементов системы Е:

я т{.п
С/=2 2 а^Е^ (/=1,2,...). 

п=1 *-1

Так как система Е распадается на № подсистем Е(л), то каждое О./ 
представимо в виде 

лг
<2/ = 2 0/.« (/=1. (20)

л—1
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. £<") где <2у, п — линейная комбинация элементов подсистемы с :
тЛ "

(Ъ.п = 1, а*.  / •
*~1

При этом (<2Л „17 I сЯГ’[^|], поскольку функции системы £(л) при­
надлежат классу ^“’[Д»].

Пусть, далее, /-г,«, (Г). По теореме В справедливо представ­
ление вида

/=£Г„, Гл6НГ[Д»].

Л^1

Отсюда и из (20) получаем

. /֊<?/ = 2 (?՛- =

Л к»!

причем очевидно, что —(2). п ^Н1 Ч^л] (1л /V). Следователь­
но, справедливы неравенства

Л„, тах [ Ц^п — 0). «О . .. I <1!/— 
1<л<л- 4 Тдл|

(21) 
тах ЦГЯ—О/.л|| |, / = 1, 2,----.

1<л<л ,у2 [ М

Отсюда, во-первых, следует, что каждую функцию £2.«, (Г) 
можно аппроксимировать в метрике £г, ш (Г) линейными комбинациями 
элементов системы Е тогда и только тогда, когда для всех п (1-^л </У) 
каждую функцию Гп^_ //^[Дл] можно аппроксимировать в метрике 
/7^"’’[Д^] линейными комбинациями элементов системы Е(п\ Иначе го­
воря, система Е полна в £2, □. (Г) тогда и только - тогда, когда для 
всех л (1 < п < ^У) система £(Л) полна в Нг[Л„]; и поскольку систе­
ма £(л) полна в /^“^[Д^] в том и только в том случае, когда расхо­
дится ряд (8) (см. [10], теорему 1), то эквивалентность утверждений 
1° и 2° теоремы 1 доказана.

С другой стороны, из неравенств (21) вытекает, что последователь­
ность {С?;}“ сходится по метрике £2| ю (Г)-к функции / тогда и только 
тогда, когда при каждом л (1 ֊< л < ТУ) последовательность компонент 
(О/, л)” сходится в топологии [Д„] к соответствующей компоненте 
Еп функции /. Таким образом, класс Иг, ш (Е) совпадает с множеством 
функцией/, представимых в виде

м
/=% Ея, (Е™; Ы (22)

Л=1

причем в силу теоремы В такое представление единственно. Отсюда 
уже следует утверждение теоремы 2, так как класс (Е(я); Д’) сов­
падает с множеством функций /я, представимых в виде
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Я, (С)- у £₽я(С/;М?л(ПЛ, 

(ря)

где "'[А*  (ря)], если при данном п ряд (8) расходится, и ։ря£

4 #2՜ [А*  Ы; Ая], если при данном п ряд (8) сходится (см. [10],
теоремы 1 и 2). Очевидно, что из этих рассуждений следует также 
импликация 2 >3° в теореме 1. Чтобы' завершить доказательство
теоремы 1 нам осталось установить импликацию 3 —> 1э (напомним, 
что эквивалентность утверждений 2° и 3° уже доказана). Но эта им­
пликация следует из теоремы В и того факта, что при каждом п (1-С 

класс [Д'] совпадает с множеством функций Г„, пред­
ставимых в виде

ГЯ(С)= у £₽я(^; Ил) ?л(0Л,

ЙА’(РЯ)

где [А*  (ря)] (см. [13], теорему 7.7, или [10], теорему 1).
Таким образом, теоремы 1 и 2 полностью доказаны.
Доказательство теоремы 3. Предположим, что при не­

котором п= п0 (1<по<АО ряд (8) расходится. Тогда система £<л») 
(т. е. система (19) при л = п0) не минимальна в метрике [Д’Д (см. 
[10], теорему 3). Иначе говоря, существует элемент системы £(Я։>, ко­
торый можно приблизить в метрике [А’°] линейными комбинация­
ми остальных элементов этой- системы. В силу неравенств (6՜) этот 
же элемент можно приблизить линейными комбинациями остальных 
элементов системы £(я,) уже в метрике £2,(Г). Поскольку £(Л։) яв­
ляется подсистемой системы Е, то отсюда уже вытекаел՝, что в дан­
ном случае система Е не минимальна в £2. <» (Г). Таким образом, вы­
полнение условий (13) необходимо для минимальности в £2. Ф (Г) си­
стемы Е.

Обратно, предположим, что условия (13) выполняются. Построим 
систему функций (14), биортогональную с системой Е в смысле (15). 
Отсюда уже будет следовать минимальность системы Е в £2,<„ (Г).

При условии

2(1 + >4Л)|2₽Я )-։ Ие (е‘т'я ХГ)?Я < + оо 
4=1

в работе [10] была построена система функций

(23) 

биортогональная с системой (19) в следующем смысле:
(С) 2' (С; >£>)Л=Р’ к,~^Рг (24)

I 0, к + р,

307-4
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Исходя из систем (23), построим нашу систему (14). Для 
к(к֊1, 2,--) и п(1<п4Л) положим

значений

֊Хх1-
2 (С; >4՞))= — е_",я+1^»’я (С; 4л>) ’' 1 <>в+1’

2к/
о, С€Г\{Гояигвя+։}.

В силу такого определения, очевидно, будем иметь

С другой стороны, из 
2 (С; классу Аг, „(Г).

[;^.2РЯ(Г- >* ’)*.  при г^„,

0, при Г\^ДЯ.

(23) вытекает принадлежность

(25)

функции

Теперь убедимся в соотношениях биортогональности (15). Для 
этого, воспользовавшись (25), напишем равенство

[(С) 2 С; А?’) |СГ М’,| = у-. Г 4° (С) 2 Р*„  С; л?>)
и 2 кг J
г *՝ л

(26)

и рассмотрим три возможных случая: 1) п = г, к = р; 2) п==г, к^= р; 
3) п =/= г.

В первых двух случаях ввиду (24) и (26) будем иметь:

У ЕрГ) (С) 2 С; #5 |СГ|Л| =

(1 л (27)
= ( 1, при Л = г и к=р, (^р=1> 2> . ; 1< я։ г </у)

I 0, при п = г и к=/= р,
Рассмотрим теперь случай п г= г.
В этом случае имеем включение ДясД,, и поскольку Ер\^) С 

е мш)[д;], то
£/’(€) ^Мв,[Дя]. (28)

Имеем также
М_<и,[Дл1- (29)

Из (28) и (29) следует, что
֊֊. [#’(О 2,;я(С; >^)Л = 0(п^г; к, р = 1, 2,- • •),
2 кг I

о^я
(см. [15], лемму 2). Отсюда на основании (26) получаем

У 4Г) (Ц 2 (С; РГ 1Л| = 0 (п г; к, р = 1,2, • •.). 

г
Эти равенства вместе с (27) дают (15). Теорема 3 доказана.
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Доказательство теоремы 4. Сначала напомним, что, как 
было установлено в процессе доказательства теорем 2 и 3, каждая 
функция Иг, <„ (Л) представима в виде 

л-
/“ 2^«, И^(£(л), АД (2?/)

п—1

При этом имеют место неравенства (см. теорему В)

֊ 2|Е.^.,14.). (7՜)

Теперь предположим, что условия (16) и (17) выполняются. Тог­
да при каждом п(1«Гл-СЛ0 система Р-*  (ш) £* Л) (*)]£-։  является ба­
зисом Рисса пространства И£'")(/:(л); Ад) (см. [10], теорему 5). Иначе 
говоря, каждая функция Еп£, ИУ՝0^'0; Д„) единственным образом раз­
лагается в ряд

Л,С) = 2 сЗД Р^СЧ Йя,(0). (30)

безусловно сходящийся к по метрике Н» ’[Дп], причем выполняют­
ся неравенства

а 2 1сГ,(^)|2<Г4я(.)г4.1 -.Д2 |С1'”(ЛЛ)|2,
*-1 2 1 л1 *-1

где а ^>0 и Л > 0 не зависят от Г„.
Отсюда на основании (22') и (7х) заключаем, что каждая функция 

/С Иг, ш (^.разлагается в безусловно сходящийся по метрике £г, «.(Г) ряд 
лг

/(С) = 2 2 (31)
<1=1 *=1

где
с1Л>(/) = <4п)(Гп) (Л = 1, 2, 1<п<Л0

и при этом ՝
л2 .V - Л' -

а-~2 21^ч/г<в<и<^^2 2 №>(/)!’- • 
™ л—1 *—1 л=1 *=1

Наконец, поскольку из (16) рледует (13), то система Е мини­
мальна в о, (Г). Значит разложение функции Иг, ш (Е) в ряд ви­
да (31) единственно.

Таким образом, при условиях (16) и (17) система р^Л) (ш) Е$ (ч)> 
4=1, 2,• • •; 1 <п /V) является базисом Рисса пространства И?, &(£).

Обратно, предположим, что система Е при некоторой расстанов­
ке членов является базисом пространства Иг, ш(£). Обозначим эту 
расстановку через о.

Из базисности системы Е вытекает, что она минимальна в 
£г,«. (Г) и, следовательно, выполняются условия (13). Ввиду этого 
каждая система (1 -С я СМ) минимальна в [Д’] (см. [10], тео 
рему 3).

Убедимся теперь, что при каждом по(1<По<ЛО система £՝(Л,) 
является базисом пространства И!2ш) (Е(Л,>; Д*  ) при расстановке а ее 
членов.
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Пусть £„„6 (£,(л,); Д’։). Поскольку А՜1՞1’ является подсистемой
системы Е и имеют место неравенства (6'), то Еп, принадлежит замы­
канию в метрике А։,« (Г) системы Е1֊п,}, и, в частности,/>,(: Иг, ,.,(£). 
Следовательно, разлагается в ряд

п -
Ал. (О =(’) £ £ с<"> (Ря.) Е™ С), (32)

Л֊1 *—1

.сходящийся к Еп, по метрике А?, щ (Г). Значок (я) означает, что чле­
ны ряда расставлены в порядке я.

Однако из минимальности системы Е следует, что коэффициен­
ты с[Л) (Еп,) ряда (32) определяются из формул

(Р».) = у Р.. (՝) “ (г>; ф) 14- 1<Л| (*>1;  < ^)- (33)

г
Но поскдльку Еп, принадлежит замыканию в метрике Аз,... (Г) системы 
£1Л’), то некоторая последовательность |Р/}Г линейных комбинаций 
элементов системы Е^ сходится к Еп, в метрике Аг, и (Г). Ввиду (15) 
будем иметь

У Л (0 2 (С; Ц^) |:г |<Л| = о (/ > 1, к > 1, п =# По) 

г
и устремив здесь у-»-}-°°> на основании (33) получим

с(«) (£*)  = 0 (к = 1, 2,- • •; п п0. 1 < Ю-

Следовательно, каждая функция Иշ0,, (£(л,); ДЯ։) разлагается в ряд

(О = (о) 2 с1Л։) (Гя.) Е^ (С), (32')
*-!

сходящийся к Еп. по метрике Аг. о, (Г). Ввиду неравенств (6') этот ряд 
сходится к Ел, и по метрике Лб”'։[Дя,] и поскольку система £(Л’> мини- 
мальна в //^’’[Дл,], то разложение Еп, в ряд вида (32') единственно. 
Иначе говоря, система £(Л։) при расстановке я является базисом про­
странства (£՝Л,); Дл,). Следовательно, при каждом п ( 1 < л •< /V) 
выполняются условия

Ы (е^^Л-Се^^

эир |р1я)| < +<»
*>1

(см. [10], теорему 5). Отсюда'вытекают условия (16) и (17). Теорема 
доказана.

Пользуясь случаем, приношу глубокую благодарность академику 
ДН Армянской ССР М. М. Джрбашяну за внимание к работе.
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Վ. Մ. ՄԱՕՏհՐՈՍՑԱՆ. ճաոագայթ&երի եամակարգի վրա 1քիտա։|-էեֆլերի տիպի սիստեմ­
ների փակույթի, մի&իմալուրյաէ ու քապիսության մասին (ամփոփում)

ներկա աշխատանքում ստացվել են ճառագայթների համակարգի վրա Միտա գ-Լեֆլե րի 
տիպի սիստեմների լրիվության, մին իմ ա լութ շան ու րագիսության հա յտանիշնե րր ։ Այդպիսի 
սիստեմի ոլ շիիվ լինեշու դեպքում տրվել է նրա փակույթի քիակատար ներքին նկարագրոլ- 
թյունր, իսկ մինիմ ալոլթյան դեպքում կառուցվել է նրա հետ րիորթոգոնալ սիստեմյո

V. M. MARTIROSIAN. On the cloture, minimality and basienets of eyeteme 
of Mittag-Leff 1er type on a tyetem of ray։ (summary)

In the paper criteria of fullness, minimality and basisness on the system of 
rays are established for function systems of Mittag-Leffler type. In case the system 
is not full, a description of its closure is given, and in case of minimality the bior- 
thogonal system is constructed.
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