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ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ТЕОРЕМЫ РИМАНА 
О БЕЗУСЛОВНОЙ СХОДИМОСТИ ЧИСЛОВЫХ 

РЯДОВ

Для ряда хп из линейного пространства X через Л/(^х„) бу­
дем обозначать множество тех х £ X, для каждого из которых суще-СЬ 
ствует перестановка '(7)=п/ натурального ряда такая, что 2 x^(/>=x. 

/-։
Через s обозначается линейное пространство числовых последо­

вательностей с топологией, эквивалентной покоординатной сходимости, 
а через Г—линейное пространство вещественных функций на [0,1] с 
топологией, эквивалентной сходимости всюду на [0,1].

Одна из эквивалентных в R1 формулировок теоремы Римана 
выглядит так: для безусловной сходимости ряда У ая необходимо и 
достаточно, чтобы Мап) состояло из одного элемента (кратко: 
card М = 1).

Известно, что эта формулировка сохраняет силу и для рядов из 
Rk (см. [1], [2], а также [4]).

Б. С. Кашин показал (см. [4]), что подобное утверждение для 
пространства Т неверно, более того он построил пример ряда

00

2 Л (х), (1)
1

состоящего из непрерывных функций, для которого cardAf (S/,) = 1 
(точнее М (2 /„) = (0}; сходимость в смысле 7) и при этом выпол­
няется условие

ОО

21Л(х)|=оо ух€[0,1]. (2)
1

В настоящей заметке, упрощая метод Б. С. Кашина, мы доказы­
ваем справедливость такого утверждения:

Теорема 1. Существует ряд Slfn (х), fn£C [0, 1], удовлет­
воряющий условиям:

а) S/л сходится к нулю равномерно на [0,1]. 
. ОО

б) если для какой-нибудь перестановки з ряд V /з (л) схо- 
л֊-1

дится всюду на [0,1], то обязательно к нулю для всех х, причем 
равномерно на [0,1],

В) S 1/л (х)| = оо ух С [0,1].*

'' В примере Б. С. Кашина /д (х) -» 0 неравномерно на [0,1].
я
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Далее мы показываем, что для пространства s, которое занимает 
в известном смысле промежуточное положение между R* и Т, ситуа­
ция такова же, как и в /?*.

Те орема 2. Для ряда Ух/, х' £ s, безусловная сходимость 
эквивалентна условию card М х/) = 1.

В связи с этой теоремой уместно отметить следующее утверж­
дение, принадлежащее Р. И. Овсепяну: если X—бесконечномерное 
банахово пространство (в нормированной или слабой топологии) или 

х = L» (х, 2, р), 0 < р <1, dim Lp (х, 2, р) = оэ
1)

о

(р — произвольная мера) или X — L° (X, 2, р) и р имеет неатомичную 
• асть, то в X существует ряд У х,, для которого card М =1, однако 
он не является безусловно сходящимся.

Доказательство теоремы 1. Обозначим через А множе­
ство числовых последовательнее те й o = (ai, о։, •••), где и, =1 или 0

Л

И пусть Па = 2 Щ .

Для 7 С (0,1) введем обозначение В=5-1={а^Д: уп].
п

Пусть С = (х = 0, а։, аг, • • • ; (а։, а։, • • •) 6 В].
Легко проверить, что С— замкнутое подмножество отрезка [0,1], 

поэтому £)==|Ы С, вир С]\Сявляется открытым множеством. Пусть 
(“/, Р/) / = 1, 2, • • • — составляющие интервалы множества /7.

Положим ^4—, где х = 0, а։, а։,- - (; С <fi.t (х) =

1=1, 2, --, 
?<(-<) х^С

Р/ — ai 
i

Покажем,

?/(’/) «/

4>/(inf С) 0-^x-Clnf С
<pi (sup С) supC<x<l 
отрезок прямой, соединяющий 
(?/. Ч>/ (?/))•

что для ряда ~fi выполняются

точки (?', ft (ij)) и

все утверждения тео-
ремы I. Сначала установим несколько простых утверждений.

1. Если для а£А выполняется неравенство Пт — ^>0, то 
П

N
Доказательство. V

Na

1

1
N

2. Для любых положительных чисел р и е существует N=^(£, г) 
такое, что для любого а £ А, удовлетворяющего условию

(3)
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и для V п > /V па/п<^$. В частности, если а/=0, то пи/п<^
< е ул.

Доказательство. Возьмем /V настолько большим, что 
₽/р /У<^е. Тогда для уа £ А, удовлетворяющего условию (3), имеем 

Па — п» Р1--- .Л— 77— \6 при л > /V.
п ]' п |/ л ’/л

Очевидно, что ряд У <р/ (х) сходится к нулю равномерно на С и 
что <р/ непрерывны на С, но тогда в силу определения функций // 
они сами непрерывны на [0,1], и ряд (1) сходится к нулю равномерно 

на [0,1]. Далее, поскольку У, |'р/(х)| = со ух £ С, то условие (2) вы­

полнено.
Пусть з—взаимнооднозначное отображение множества натураль­

ных чисел на себя и хо=О, 1 1 ! £С. Назовем член ф»(/), (х0),у< N
сокращающийся в выражении

Ф» (О (*о) Ч +՜ Ф« (Л) (*о)> (4)
если— «0(/) (х0) £ {<ра(о (х0), /=!,■••, 7V], в противном случае назовем 
его несокращающимся.

Обозначим через (a1, N, з), (a՜, N, з) сумму положительных, 
соответственно отрицательных, несокращающихся членов в выражении 
(4).

3. Если Пт (а+, Л/, о) = 11т (а՜, /V, а) = 0, тоУ «р» цу (х)

сходится к нулю равномерно на С.
Доказательство. Утверждение является следствием очевид՜ 

ного неравенства

(а֊, Л/, з) < 2 ф.(о(х) /V, з) у /V, у х £ С.
։

4. Если Hin (а+, N, a)=ßl^>0 (или 11m (а-, N, з) = 8։<^0), то 
/777

существует точка х £ С, в которой ряд 2ф»(ц(х) расходится.
СО

Доказательство. Если расходится ряд V <р3 щ (х0), то х =х0.
1

Предположим ®j(/)(x0)=p. Пусть 7 £(0,1). Для 
1

(2 — 7 \0, ] выберем п0 в соответствии с пунктом 2. На 

берем ^настолько большим, чтобы (а+, N'*, з)>Ро/2* и 
= !,•••, 2- п»_1 сокращается в выражении

Г в

Ф’О) (*о)Ч------ F ФВ(А^(хо)-

ß = 1 и sC 

к-ом шаге 

<Р/(«о)> ։ =

1% = min [1, ß։)
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Из {?»выбираем произвольным образом такое количество 
положительных несокращающихся членов, что их сумма 5* удовлетво­
ряет неравенству

?о/2 < < 1. (5)
Теперь выберем натуральные числа Мк и л* так, чтобы числа 

<Р։(,)(хо)> ,= !■•••> М/с сокращались в выражении

?,(!) (*оН------ Ь ?=(Л'*) (х0),

{<Ра(О(х0)}‘՝21 С {<р/ (х0)},="։* И П,>2 л*-1. (6)

Ясно, что выбранные согласно (5) положительные несокращающиеся 
члены на к-ом шаге принадлежат множеству

{?/(*о)КХ*_։. • (7)

Положим аА = (а{', а|, ■ • • ) £ А, где а*=1 тогда и только 
тогда, если (х0) присутствует в сумме ։*. Из (7) следует

а‘ = 0 у /-С л*-։ и V

Из (5) и определения ак имеем для любого

Но тогда в силу пункта 2 имеем

֊■ <* У", V*, 
откуда 

ло* 
---- для ул > пк, У к. л*---------------- ¥ •

Пусть а = (1, 1, !,-••) —У ак (здесь имеется в виду покоординатная 
1

сумма и разность).
Из (8) следует, что а С А. Покажем, что а $ В.

В самом деле, при л <л0 имеем—= 1. Если же лт֊1’\П<хлт, п
то в силу (6), (9), (10) получим

> 1 — (2֊(т֊2). _|_ 2 -(т ֊3) . ___ _|_ П«ш~1 । П»т
^2 Л/л—1 П

(ОО »
2е + 1 = 1 -3- е>ъ

1 /
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откуда следует, что а£5(=Вт).
Пусть 7=0, аш.-.. (где а=(ар а, - )). Из конструкции а 

следует 
л* л*
2 Я*»։/) (*)=^ ?»։/) (-«о) _ 5* V 

1 I
_ л*

У, фз(/) (*)=£ ?з(*)(хо) V к> 
1 1 

откуда вытекает 
Л’*

Лт 2 ? ’։П = Р'
__ "ь
1։™ 2<р,(<) (х) <.р-?0!2, к •*> 1

ж
а это влечет расходимость ряда^ фз(0(х) и 4-й пункт доказан. 

1
Из пунктов 3 и 4 следует, что для любой перестановки возмож­

ны 2 случая:
а) сходится к нулю равномерно на С, следовательно

РЯД 2/.<0(х) сходится к нулю равномерно на [0,1],
б) 5 (I) (х) расходится в некоторой точке множества С, но

тогда в этой же точке расходится и ряд 2£/а(/)(х).
Теорема 1 доказана.
Покажем еще, что рассматриваемые в теореме функции можно 

брать из класса Си.
Пусть £։*<«>, е*> 0. Пусть £ С" и Ц/^ —/։1Ь < «»• Далее 

выбираем так, чтобы [(Л\ 4՜ /„)— (/3 4֊ /։՝Р. <[ег. Отсюда сле­
дует, что ЛЛ — /г1|„ <г3 4- гг. Затем берем ?3 £ С" таким, чтобы. 
II 3 3 IIII 2 — Е Л < Еа- Но тогда ||Г3 — /3^ < г, 4 а3 и т. д. Ясно, что 
ос .
У —/лй- <[ ос. Нетрудно проверить, что ряд V Еп искомый. 

1
Для доказательства теоремы 2 нам понадобятся некоторые обо­

значения и вспомогательные утверждения.
Если у = (у1, у*, - • •) — элемент из $ или у = (у1,• • •, у”) — эле 

мент из R"1 и к <[ т, то обозначим (у)к — (у1, - • •, ук) £ R11.
Аналогично, если Е — подмножество 5 или R՞', то обозначим 

(£)* = {(у)‘: у СЕ}.
Для ряда ОО 

2 (П)

с элементами из з множество М = М (2 х/ ) определяется как и ра­
нее. Далее обозначим Мк = {х £ /?*}; существует перестановка т та­
кая, что ^т(хг)* = х. Положим еще
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(т, п) = {т, т + 1,- ■ •. л}, 
- (л։, л) (л։), ' (/л + 1),- • •, х (л)].

Лемма 1. (Е. Штейниц, см. [1], а также [3], [5]). Для любого 
натурального числа к существует число В* такое, что для любой ко­
нечной системы • •, хд. элементов из R*, удовлетворящей условию 
И
£х/=0, существует перестановка ~ множества (1, 2,•••, И} та- 
1

1/Л п
У. Х||<В*тах Цх/|], 1 < т < Л'.
—' [ 1</<Л

Мы будем пользоваться следующими двумя очевидными след 
ствиями этой леммы.

Следствие 1. Для любой конечной системы х1։• • •, хд, эле­
ментов из R11 существует перестановка ~ множества {!,••■, ТУ) 
такая, что

| у, XI | < В*-тах |х,|+ ВА| у х/| V »»€(1» ЛО.

Следствие 2. (см. [3], лемма 1). Пусть х/£ R* I = 1, 2,• • • и 
(х/Ц—♦ 0. Если подпоследовательность натуральных чисел (лт}“_1

пт
удовлетворяет условию у х/ -♦ х в то существует переста- 

г-Г т
новка т такая, что для любого

т, т; (пт—1 + 1» пт) -» ~ (лт_1 4֊ 1, лш) и У х/ = х.
1 ’ л

Лемма 2. Для произвольного ряда
У XI XI С 5 

верно:
1°. При фиксированном к, если М4+1=^=0, то М" = (Мк+1)к.
2՜՝. Если у £ Я и для любого к=1, 2, • ■ • (у)к £ ЛР, то у £ М.
3°. Если М 0, то М* = {М)к для всех к = 1, 2, • ■ •.
Доказательство леммы 2.
1". Пусть а и р — такие перестановки, что

= ак лу 2?(х,)* = (6\-.-, Ьк), (12)

где а1, - -, а*+’) €Л*+’։ (Ь1,---,
Обозначим А =(а1,• • •, а*), В=(61,• • •, 6').
Мы должны доказать, что существует такая перестановка т, что

(Х| )* = В (13)

и ряд У, х^+1 сходится, где х^+։ — к + 1-я координата вектора 
X/ я.
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Допустим противное, т. е. что при всех перестановках удов 
летворяющих условию (13), ряд Ут х*+։ расходится. Но поскольку в 
силу (12) Кг/)‘ '|| -» О, то по следствию 2 получим, что для всех пе­

рестановок т, удовлетворяющих (13), должны выполняться условия
т

2, х/ + ’ ■+■ То ИЛИ 5 х)՜1 1 -*   ОО,
। 1 т т

(14)

Более того, если перестановка т такая, что для некоторой подпосле­
довательности натуральных чисел выполняется условие
. • т

2 (15)
11՜ т»«=։

ТО

лт л,„
2 х*+։ ֊' + СО или 2 х‘+։ — — ОО. (16)
/-Г т /-Г т

Таким образом, в силу (12), перестановка ? также удовлетворяет 
условию (14). Не ограничивая общность можно считать, что

2з *?+։ = + °°- (17)

Покажем, что тогда для всякой ։ ерестановки удовлетворяющей 
условию (3), должно выполняться равенство

2 .^+1 = +«,. (18)
/~։°

Действительно, в противном случае из (14) получим, что

Далее положим т0 = 0 и по индукции определим на р-ом шаге
натуральные числа пр и тр так, чтобы выполнялись условия

а (1, 7Пр-1)с р (1, ПР)= а (1, тр), (19)

(20)
Р

"—В

(21)

Теперь определим перестановку т

т: (тр֊1 + 1, пр) •--- > ₽ (1, пр) \ а (1, тр-\) V Р>
т: (пр + 1, тР) •—* а (1, тр)\Р (1, пр) V Р- 

Из (20), (21) и определения т вытекает, что

1 X
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Но это противоречит (15) и (16). Итак, утверждение (18) справед 
ливо.

Очевидно, что подобным образом можно показать, что если хотя 
бы для одной перестановки т с условиями (15) и (16) имеем

(22)

то этот же знак будет реализовываться для всех перестановок с 
условиями (15), (16).

А теперь построим перестановку т с условием (15), но для ко­
торой не выполняется (22). Этим противоречием будет завершено до­
казательство пункта 1° леммы 2.

Так как по теореме П. Леви-Штейница Мк — плоское множество 
и А, В^Мк, то найдется такая перестановка я, что

%'(х,У=А+2-(В֊А}. (23)
1

Положим п0 = 0, /По =0, то = 0.
Определим по индукции на р-ом шаге натуральные числа пр, 

тр, тр так, что
* (1. т'р_{) с о (1, пр) с ? (1, тр) с а (1, т'р), (24)

' 1
3։(х,)*-(Л + 2(В֊Л)) <—, (25)
(=1 Р

(26)

(27)

<С помощью (24) можно определить перестановку т так, что для лю­
бого р — 1, 2, • • •

т: (пр-у 4- тр_х — тР-\ + 1, пр) - - з (пр֊1 + 1, лр)\[а(1, т^_։)\, 

Х₽(1, тр-1)],
т: (пр +1, пр 4- тр — тр) -֊- а (1, тпр)\ Р (1, тр).

Из (23), (25—27) и определения т вытекает, что
307-3
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пР +тр~тР лр тр тр
V (х/)л=тУ (х/)*—у (х/)*— 5.т РI «■! /■=! /“1

'р ■'-"'р- тР "р тр

и

р

Но это находится в противоречии с (15) 
Утверждение 1’ леммы 2 доказано,

(22).

2°. Пусть у и для любого к = 1, 2, ••• существует 
новка т* такая, что 2-:4 (х/)*+։ = (уУ*1.

Положим п0 = 0. Определим по индукции на к-ом шаге 
так, что

переста-

ЧИСЛО Пк

"*-։ (1, пк ։) с ■։* (1. п*), (28)

2т (.?/)*+' ֊(у)*+* 7^-՛ к*а*+ч< 

х- Чкл 1 (к + 1) Вк 1
V I > пк- (29)

Обозначим 2* = х*(1, п*)\т*_1 (1, п*_1). 
Из (28) и (29) следует

кВ, + (к - 1) Вк
(30)

Из следствия 1 и из (29), (30) вытекает существование 
становки т такой, что

пере-

»*

пк

= тах Кх/)*! • В„ + ) 2 (XI )* й • Вк< В„ (~-
>^к ''€*’* II \кВц

для любого т, Пк—1 т < пь.
При р > к из (29) и того, что если х£$, 

лучаем

_(Х1у В,=

1___
(к-1)Вк

ТО ||(х)*Ц -< Цх)/’ ’г, ПО

£.(^у+՝֊(р)р+1 |=

и

1

1

1 ։

3
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Отсюда вытекает сходимость ряда У (х/ )4 и £_ (х/ )к=(у)* (У &)• 
Т' 1

Следовательно 2- xi = y и у £ М. Утверждение 2° леммы 2 
доказано.

3. Включение (М/с: Мк у և очевидно.
Зафиксируем i и докажем, что М‘. Пусть (у1, • • •,

Поскольку М—непустое множество, то, очевидно, что таковы же все 
М“ и тогда в силу 1՜ существует такое ум, что (у1, •••. у1, у1՜1) Հլ 

^М1'. Аналогично рассуждая и дальше, мы получим бесконечный 
вектор у = (у1,- ■ ■, у1,- • •), удовлетворяющий условиям (у)к £ М* у к и, 
следовательно, по пункту 2՞ у £ М, а потому (у)' ^{М}‘.

Доказательство теоремы 2.
Пусть card М(Ух<) = 1. В силу пункта Зэ леммы 2 имеем для 

любого к, cardM* = l и тогда по теореме П. Леви--Е. Штейница 

ряд V (х< )к безусловно сходится в Rk, а значит и покоординатно.
I 1

Отсюда сразу следует безусловная сходимость ряда v xi в s. Обрат­
ная часть утверждения теоремы 2 очевидна.

За м е ч а н и е. Лемма 2 доставляет нам другое доказательство 
теоремы С. Л. Троянски (см. [5]), которая утверждает, что для услов­
но сходящегося ряда У х/ в s его множество сумм М является сме՜ 
щенным подпространством.

В самом деле, если х, у и z—произвольная точка, лежащая 
на прямой, проходящей через х и у, то ясно, что {х)к^Мк, (у)к£.Мк 
и так как Мк—смещенное подпространство (теорема П. Леви — Е. 
Штейница), то (z)k£Mk. Поскольку это справедливо для каждого на­
турального к, то в силу пункта 2° леммы 2 имеем z(-M.

В заключение автор выражаат свою благодарность Р. И. Овсе- 
пяну за постановку задач и руководство в процессе их решения.
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Ռ. Մ. lft)2PltR3U.b. Ռիմանի թվային շարքերի ւոեղաւիոիյելիության վերաբերյալ թեորեմի 
լւերյեա՜ րացման մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ապացուցվում է, որ անվերջ թվային հաջորդականությունների $

էությունում card
00

տ: 33> Ջ Xu(«> = x
Я=1

— լ պայմանից հետևում Ւ

շարքի տեղափոխե լիությունը, իսկ ֆունկցիոնալ շարքերի համար ուժեղացվում է Բ.

տարա­
ւք

2 х„
Л=1
Ս. Կա֊

շինի րացասական օրինակը։

R. M. MEHRABIAN. On a generalization of Rleman't theorem about 
unconditional convergence of number terles (summary)

It is shown in the space » of infinite sequences of numbers the condition card 

։x£»:3s, 2 xu(n) = x) 1 implies unconditional convergence of the series 2X„. 
n=J I
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It is shown also that this is not the case in the space C([0,l] (generalization of the 
theorem of B. S. Kashin).
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