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МНОГОГРАННИК НЬЮТОНА И РЯДЫ ЛОРАНА 
РАЦИОНАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ п. ПЕРЕМЕННЫХ

Как известно, функция, голоморфная в п-круговой области простран­
ства С", разлагается в этой области в кратный ряд Лорана. Коэффициен­
ты ряда Лорана выражаются интегралом (см. [1], стр. 41) и не всегда 
могут быть вычислены эффективно. В работах [2—5] ( см. также [6], 

20,21), посвященных применению кратного логарифмического вычета 
к неявным функциям и системам алгебраических уравнений, рассмотрены 
некоторые случаи, когда вычет рациональной функции (коэффициент при 
х,՜1...^1 соответствующего ряда Лорана) выражается рационально через 
коэффициенты числителя и знаменателя.

В настоящей заметке исследуется вопрос о существовании различных 
разложений Лорана рациональной функции п. переменных и вычислении 
их коэффициентов. Оказывается этот вопрос можно связать с понятием 
многогранника Ньютона многочлена. Показано (теоремы 1, 2), что каж­
дой вершине многогранника Ньютона многочлена С? соответствует П-кру- 
говая область с центром в начале координат, в которой рациональная

Рфункция — разлагается в ряд Лорана, причем коэффициенты ряда выра­

жаются рационально через коэффициенты многочленов Р, ($. Заметим, 
что случаи, встречающиеся в [2—5], охватываются теоремой 1. Как и в 
[2—5] выписываются явные формулы ((1.4), (1.5)). Полученные резуль­
таты позволяют оценить снизу размерность группы гомологий 
//„ (Ся\{?: ф (?)= 0} ) числом вершин многогранника Ньютона, не ле­
жащих на координатных плоскостях (теорема 3, следствие 1).

§ 1. Обозначения. Основные результаты

Обозначим М, 2, R, С, соответственно, множества натуральных (вклю­
чая 0), целых, вещественных, комплексных чисел. Если М — произволь­
ное множество, то Л/я= |х — (х1։՛ • •, хп): х/ £М]. Нп = {г,‘ = х*1- • ■ х*՞ : 
:х£Сл, а £ множество мономов от п переменных.

Определение 1. Линейное отношение порядка на множестве 
Ня назовем мультипликативным, если из условия г* х3 следует 
х*.՜1՜*1 ։- х?+|Х для любого Здесь « +- £ =(71 + Р1,- • •, а.п 4֊ ря).

Определение 2. Многогранником Ньютона многочлена

(?(х) = У. а. г* (1-1)
а

называется выпуклая оболочка в Кп множества {а £ аа^0}. Много­
гранник Ньютона многочлена обозначим Л/(О).
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Предложение 1. Пусть для члена ар z3 многочлена (1.1) на 
остове Г? = С": Ы = , 1*л !=?••<I выполняется неравенство

|арх»|>|я(«), (1-2)
где g (г) = Q (д) — a? z> . Тогда коэффициенты ряда Лорана 

f(z)=% cax' (1.3)
a£Z"

р (г) 
рациональной функции / (г) = ~ (Р произвольный многочлен)

в окрестности Гр выражаются абсолютно сходящимся рядом
00

с«=2 ( —1)* SR
*=о

Р(г)
ар ' * yap z? I (1.4)

՝ де ЗХ — линейный функционал, ставящий в соответствие многочлену Ло­
рана его свободный член.

Формулу (1.4) можно также записать в виде

*-°а*+' П la>+ M*+1)-1]I

(fi+ - и «/• + (*+1Х₽1+. •+ ₽") -Л

..^«л+^ + ЧЗл- г֊-0

Теорема 1. Пусть а? я9—старший член многочлена (1.1) 
при некотором мультипликативном отношении порядка г- в Н„. 
Тогда

а) существуют числа ря, р/>0 такие, что на остове 
Гр=(г: |г/|=Р/> /=1* •••» п| выпокнягтся неравенство (1.2);

б) в ряде (1.4) для каждого а лишь конечное число членов от­
лично от нуля, т. е. коэффициенты ряда Лорана' рациональной

4 Р Гфункции }= — в окрестности 1з выражаются рационально че­

рез коэффициенты многочленов Р и ().
Выбор радиусов р/ остова Гр описан в § 2 при доказательстве 

теоремы 1.
ОТ ч

Замечание 1.Если /=Р1\Л —старший член мно­

гочлена ]=!,•• ., щ для некоторого мультипликативного отноше-
Л

ния порядка в Ня, то, очевидно, а?г^ = Р| а^д9^՛^ является старшим 
/=։

• т
членом многочлена (?= |~| для этого 'отношения порядка. В этом 

/-։
случае коэффициенты с։ ряда Лорана функции / в окрестности Гр 
можно вычислять как по формуле (1.4), так и по формуле
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*1.
РП (-1Л

<։?(Л г'
(1.5)

где (г) = С; (г)—а,(/) гЗ<У). При этом в ряде (1.5) также для каж­
дого а содержится лишь конечное число членов отличных от нуля.

Замечание 2. В работах [2—5] для формул типа (1.5) в каждом 
случае даются конкретные оценки числа слагаемых, отличных от нуля. 
Эти оценки неявно опираются на некоторые частные случаи мультипли­
кативной упорядоченности.

Замечание 3. Из формулы (1.4) следует, что если в «старшем» 
члене аз г3 показатель Р/=0, то ряд Лорана (1.3) функции / в ок­
рестности Г? не содержит отрицательных степеней переменной г;.

Теорема 2. Член ар г3 многочлена является старшим при неко­
тором мультипликативном отношении порядка тогда и только тогда, когда 
точка Р является вершиной многогранника Ньютона.

Таким образом, каждой вершине многогранника Ньютона знамена­
теля рациональной функции соответствует свое лорановское разложение 
этой функции. При этом коэффициенты рядов Лорана выражаются рацио­
нально через коэффициенты числителя и знаменателя.

Остов 1՝з становится п-мерным циклом в Ся\{г: <2 (я) = 0), если 
на нем ввести некоторую ориентацию.

Обозначим М ((2 ) — множество вершин многогранника Ньютона, в? 
лежащих на координатных плоскостях.

Теорема 3. Циклы Г», р £ М (О гомологически независимы 
в СЛ |х: <2(я) = 0|. Цикл Г,э~0 в Ся\{г: <2(я)=0), если хотя бы 
для одного / £ {1, • ■ - , л} Р; = 0.

Отсюда следует, что циклы Гз, Р£Л/(<2) образуют базис неко­
торой подгруппы группы Нл (СЛ\|я: <2 (г)=0|).

Следствие 1. Размерность группы гомологий Нп (Ся^\{(2(2) =0} ) 
не меньше мощности множества М (С), т. е. числа вершин многогранника 
Ньютона многочлена 0 (г), не лежащих в координатных плоскостях.

§ 2. Доказательства. Вспомогательные утверждения

Доказательство предложения 1. Из неравенства (1.2) сле- 

дует, что функция 1 = ~д голоморфна в окрестности 1^и, следовательно, 

разлагается там в ряд Лорана (1.3) с коэффициентами (см. [1], стр. 41).

где 7 = (1..... 1).
В силу (1.2) ряд геометрической прогрессии

р(*) - У (—1)4 Р (*) (г (г) У
^+/<2(г) Йо аз
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равномерно и абсолютно сходится на 1 д. Подставляя его в (2.1), получим

или (1.4), поскольку I г* бг = (21Ч)п, если — • • • — гп = 1, и

՛ г" бг = 0, если “ 2я, <* =# (— 1»’ • ՛• —1)- 
'3

Доказательство теоремы 2. Пусть точка Р - (Р։,--рл) 
является вершиной многогранника Ньютона М (О') многочлена (1.1). 
Так как ТУ (О) — выпуклый, то существует опорная гиперплоскость 
Ь = {х £ R՞: ՝11х1 ------- 1- ՝1-п хп = </} такая, что /V ((?) п £ = |р|. Можно
предполагать, что точки х^^(О'), х=/=$ удовлетворяют неравенству 
;гхг + • • • + '/.„Хп «£ Тогда для членов иа'^а-^ многочлена (1.1)
имеет место неравенство

Ч51! + • • • + ^Я «я <С + • • • + 'яРя. (2.2)

Введем на Нп отношение порядка следующим образом. Бу­
дем полагать а3 >- я’, если существует индекс у £ !1,---, п) такой, 
что <։։-|- • • • + = + • • • -г ,1?1 для >=] + !»•••» л и >15(1 + ՛ • •
----------------------------- Очевидно это отношение порядка являет­
ся мультипликативным и для него в силу наравенства (2.2) а,;Р яв­
ляется старшим членом многочлена О (г).

Обратно, пусть а?а? является старшим членом многочлена (1.1) 
при некотором мультипликативном отношении- порядка >- в Ня. Пред­
положим, что Р не является вершиной R ((2). Так как многогранник 
ТУ (<2) выпуклый, а его вершины а01,՛ ■ •, а(*> имеют целочисленные 
координаты, то найдутся неотрицательные рациональные числа д1։ - • • 
• ■ д* такие, что ^4------ V = 1 и а«1’ -)----- 4֊ д» = р. Умно­
жая эти равенства на общий знаменатель з чисел д։, получим
равенства

Р1аП)4------- 1֊ р„ а(4> = $р, рх4----- -|֊р* = £| (2.3)

где /?!»•••. р* — неотрицательные целые числа. Так как а,зг? — стар­
ший член многочлена (? при данном отношении порядка, то г3 >- ,
/ = !» ••> Л- Отсюда и из (2.3), учитывая мультипликативность 
имеем

2зЗ = гР^-\ >_ гД.«(0(-чр»

Противоречие.
При доказательстве теоремы 1 нами будет использоваться теорема 2 

и следующая
Л е мм а. Если для любых двух элементов ։ = ат ),

? (?!>■■"> Рт) множества Е с Nmt т 2, су шествуют индексы
такие, что а/> р/, а. > р.,, гп.’> множество Е ко­

нечно.
Доказательство проведем индукцией по т. Пусть т = 2. Так 

как в любом подмножестве чисел из R есть наименьшее число, то найдутся
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» = (л1> — (’’и» ги) 6 Е такие, что /х < а1, ч։ < а, для любого
а = (։Х1 тя)^Е. Тогда согласно условию леммы \ 
для любого г £ Е, т. е. Е конечно.

Предположим теперь, что лемма верна для т—1, т>2 и дока­
жем ее для т. Фиксируем произвольный элемент >. ՝1.т)^Е,

>п М
Из условия леммы следует, что Е = и и Ец, где Е1} — {а.£Е: а/=у}.

Но по предположению индукции Е/ конечно. Значит Е также конечно.
Доказательство теоремы 1. а). По теореме 2 р является 

вершиной многограника Ньютона И' О) многочлена (1.1). Возьмем
р։ = /*',•••, р„=?я, где • • •, — коэффициенты уравнения опорной
гиперплоскости к Л՜ ((?) в точке Р, <>0. В силу неравенства (2.2) 
при ( достаточно большом (С'^о) на остове Гр = {г£Ся: |г/|=р/>/'=!,•• •

п} будет выполняться неравенство

|а,^|= |а4?1’1+”+’"’п< —|азгМ=—1азИХ։?1+’”+Хя?я> 
т т

где о /= р, т — число членов многочлена g {г), и, следовательно, не­
равенство (1.2).

б). Ввиду линейности функционала ЭХ достаточно рассмотреть 
т

случай, когда Р (г)=ги. Пусть ^(г)=2 а га(/). Тогда &-й член 
/-1

ряда (1.4) можно представить в виде

£ (— 1)* Д^р-'' Д,(% А:! у, , 2,(т) *„ ,
*|+-"+*т=» д? ) \ г՝1 / _

где т—число членов многочлена g (г).
Согласно определению функционала ЯХ значение

9Х [«>֊>- (г*(1’-?)4‘ • • • (?(я)-> )*т] 0

тогда и только тогда, когда

^֊3֊« (^<։)֊ ?)»,...(^֊З)4™ =2о.-=1. (2>4)

Множество Е наборов (к1г•••,кт), определяемых условием (2.4)’ 
удовлетворяет условиям леммы. Действительно, если (р1։•••, рп) £ Е, 

Рт)=^(к1,- • •, к„.) С Е, то из (2.4) следует, что

(г«и>-3)*<-/>.. ..(г«։/я)-3)*т-Рт==1. (2.5)

С другой стороны, так как аз Р — старший член многочлена 
(1.1), то -< 1, у = 1,..., т. Таким образом, (2.5) возможно лишь 
тогда, когда к:—р:^>0 и — р/<^0 для некоторых ։, } £ т).
По лемме Е конечно, следовательно множество \к = • • -[-кт: (кг, ■ • ■

■ ‘конечно.
Из теорем 1, 2 вытекает
Предложение 2. Если Р — вершина многогранника Ньютона 

многочлена (2, то
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(2.6)

При этом в последней сумме лишь конечное число слагаемых отлично от 
нуля.

Предложение 3. Для любых а, Р £ М (С/) интеграл

1 Г а,г'՜'^ I если « = р
^(2^3 ОС*) = I 0. если а =/= р. . (2։7>

Доказательство. Согласно определению М (О) из х М (Q) 
следует а/1. / = 1> • • •» я». Положим в (2 6) Р (г) = а, г9՜', тогда 
члены ряда (2.6) можно представить в вид

з ֊4гпгг?£-“ (֊֊у- •<«>

*1+". + *т”* Аг։Ь'֊ Кт- 0,1 \ Д’* ' \ д3 /

Так как р — вершина /V ((2), то по теореме 2 а> д9 является стар­
шим членом многочлена О для некоторого мультипликативного отноше­
ния порядка >- . Тогда д3 >■- д’ , / — ],• • •, т , 2՛ >■ г", если ։^= 
Следовательно

если а = ?, а кг = • • • = кт — к =0 и равно 0, если а =^= р, либо а — '1 
но кх+ • • • -г к„, — к > 0. Отсюда и из (2.8) и (2.6) вытекает (2.7),

Доказательство теоремы 3. Докажем, что циклы Гз 
Р£Л/(О), гомологически независимы. Допустим противное, что суще­
ствуют числа \з, Р£Л/((?) не все равные нулю, для которых цикл 
Г = 2'3 Г? ~0 в С"\(д: <2(д) = 0|. Пусть >.«=£0. Так как форма 

36.И (О
ш, = Оад’՜1 </д/<2(д) голоморфна и замкнута в С'1 \ [д : С(д) = 0], то по 
теореме Стокса (см. [1]) |и>«=0. С другой стороны, из предложе­

ния 3 следует, что

1 и» = V К (* ш = л =£0.
I а р 1 а а '

?? 3€М(<?) Л
г г?

Противоречие.
Пусть теперь р—вершина М(О) и Р; = 0. На остове Гр выпол­

няется неравенство (1.2). Так как ард3 не зависит от д/, то по прин­
ципу максимума при фиксированных {|д*| = р*)» £=^=у, неравенство 
(1.2) выполняется при всех Следовательно, В= |д:|д*|=
= Р*> к^=], |г/| Р;} с: С"\ {д:(2(д) = 0|. Но при соответствующей՝ 
ориентации Г₽ и В цикл Г₽ =дВ. Таким образом, Г3~0 в С'՛ \ |д: 
:<Э(*) = 0}........................
Институт физики СО АН СССР Поступила 27.IV.1981
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IZ. Ա. ՍՊք՚ՏԶՅՍ-Ն, Ա. Պ. ՅՈՒԺԱԱՈՎ. Նյուտոնի թացմանիոտբ և Ո փոփոխականի ռացիո­
նալ ֆունկցիայի Լորանի շարքն гр (ամփոփում )

Քննարկվում Լ Ո փոփոխականի ոացիոնայ ֆունկցիայի տարրեր Լորանի շարքերի գոյու­
թյան և նրանց գործակիցների հաշվման հարցերը։

Այս խնզրի մասնակի յուծումր կապված Լ Չ (յ) — ճ ՇՂ X* բազմանգամի ի/ {())Նյոլյսոնի 

բազմանիստի հասկացության հետ (|օ ԶՈ X Շ9 փ 0] ) բազմության ուոոլցիկ թաղանթը ք^Ո-ոլմխ 
ճոլյց Լ տրվում (թեորեմներ 1, 2), որ նյուտոնի բազմանիստի յ ոլրա բան չյոլբ գագա­

թին համապատասխանում Լ ո-շրշանային տիրույթ, որում ոացիոեայ ֆունկցիան վեր-
յոլծվոլմ Լ Լորանի յարբի, րնզ որում շարքի գործակիցները արտահայտվում են թ ե (^ 
բազմանգամների գործակիցներով սա ցիոնա յորևնւ

M. A. MKRTCHIAN, A. P. JUZAKOV. The Newton polytope and the Laurent 
series of rational functions of n variables (summary)

The questions of existence of Laurent series and of calculating the coefficients 
of these series are considered. ■ ՛

It Is shown (theorems 1. 2) that to each vertex of the Newton polytope of a 
polynomial a (x) corresponds an n-circular domain. Where the rational function P'Q 
can be expanded to Laurent series. The coefficients of this series are expressed 
rationally by coefficients of polynomials P and Q.
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