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Г. В. МИКАЕЛЯН

О СУЩЕСТВОВАНИИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ В КРУГЕ 
ФУНКЦИИ С ЗАДАННЫМИ а-КОЭФФИЦИЕНТАМИ

ФУРЬЕ

1, Пусть 2= |г*|Г и Р=(?*}Г—последовательности комплек­
сных чисел , причем г**/=0 и г* -* °° при к — оо.

Следуя работе [1] Л. А. Рубеля и Б. А. Тейлора величины

c0(r;2:?)= S 
Ид!«'

1о? ֊֊ > 
1*л|

с* (г; 2 :?)=֊֊ r‘ + 1 V ---
2k 1*Ո1 с г

с_* (г; г-. Р) = с* (г; 2: ?) (4 = 1,2,..),
где г^>0, назовем коэффициентами Фурье, ассоциированными с после­
довательностью 2.

В той же работе [1] было доказано, что если для любого г£ 
6(0,+«)

2 |сл (г; 2: Р)|2< + оо,

то существует единственная целая функция / (г) со следующими свой­
ствами:

1°. /(0) = 1, последовательность нулей /(г) совпадает с 2.
2°. Последовательность коэффициентов Фурье функции log |/ (re'°)| 

(г > 0) совпадает с (с* (г; 2: р)|, 4 = 0, ±1, ±2,---.
З9. В окрестности точки z = 0 справедливо разложение

Jog / (z) = const + 2 Р* z*.
к— 1

2. Пусть D՜* (—1 < а -|- <х>) — интегро-дифференциальный one 
ратор в смысле Римана-Лиувилля, т. е.

О-/ (х) = ֊^— Г (х— «)'֊’ / «) dt (0< а < + оо), 
1 Vх) J о

D»/(x)s/(x),

= Y {£>֊П+’>/(х)} (֊ 1< а<0), их
где Г (а)—гамма-функция Эйлера.
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В работе [3] была доказана следующая
Лемма. Пусть функция /(г)(/(0) 0) с последователь­

ностью нулей Z = {гя}Г аналитична в круге |а| R +°о).
Если в окрестности точки г — 0 

а
1о£/(г)=У}

*-о
то для любого г£(0, R) и ։£ (—1, 4- со) справедливо представле՜ 
ние

г֊'£>-1ог|/(ге'в)/ = 2 с<’Цг, /) е'*1’,

где с^> (г,/ ) определяются по формулам
1

4” (>֊./>= г֊.,1 г-. 2 1' + хт֊—; Ьг |/ (0)1,
Г(1 + а)|ап^г , 3 х Г(Ц-а)

>*■»1 
т

с? (г, — —(1 + к)- Р* Г*+----- ------- х
* 7 2 Г (1 -|֊Л+а) 2Г (1 + а)

1 _ 1
X 2 I (~՜՜) Г (1—х)’х*՜1 е/х-|- (— 1 Г(1—х)’х_*“*с?х1

кд! кл»

с(_Ч (г. /) = с<;՛ (г, /) (к =1, 2, • • •).
Отметим, что когда а=0 и /(0) = 1, то 

К 
с?’(г;/)=с*(г; 2: ?)(& = 0, ±1, ±2,---).

3. Теперь допустим, что 2= {?*)“ и (3 = 1^*1“ — последователь­
ности комплексных чисел, причем 0 < |х>1 и при фиксиро
ванном а^(—1, + со) выполняется условие

30

2 (1- |гл|)«+« < + со. (1)
*=1

Определение. Для любого г£(0, 1] и а £ (—1, оо) вели 
чины

с'«) (г; 2-. ?) = -1- -Г <1+*) гк +
-֊ ■ 2 Г(1 + Л + а)



T4 D Кл»։мчл • a tl

(2)

с% (г; 2= СЮ (г; 2: р) (Л=1, 2, • • •), 

назовем ^-коэффициентами Фурье, ассоциированными с последова­
тельностью Z.

Заметим, что при г=1 а-коэффициенты Фурье определяются как 
суммы рядов, которые сходятся ввиду условия (1).

Если для последовательности 2= |г*| условие (1) выполнено, то 
бесконечное произведение Бляшке—Джрбашяна (см. [2|, гл. IX), где

W, (z; Е) = £։Г(Ц-«)Г(1 + *)

м Г
х / Е՜* ( '1—*)’ X*՜1 г/х — Е* I (1— хУ х՜ * - 1 а'х I г* (3)

и 1=1

сходится в круге |г|<1 и представляет там аналитическую функцию, 
обращающуюся в нуль только на последовательности 2. В, (г) совпа 
дает с функцией Бляшке при а = 0.

Теорема. Пусть {с'։։) (г)} = {с^ (г; 2՝. Р)}, Л = 0, +1, ±2, ••• 
•• — последовательность а,-коэффициентов Фурье, ассоциирован­
ная с последовательностью 7, и пусть для некоторого а £ (— 1, 
+ °°)

2 1«£’(1)1*< + =°- (4)

Тогда существует единственная аналитическая в круге |z| 1
функция f (z) со следующими свойствами՝.

1°. / (0) = 1, последовательность нулей / (z) совпадает с Z.
2°. Последовательности коэффициентов Фурье функций 

log |/(ге'*)1 « г~л D— log I/ (rezft)| (0 г I) совпадают соответст­
венно с {с(й0) = [с* (г))+х и (с*1 (г))<

3е. В окрестности точки z = 0 справедливо разложение

Ья/(г) = сопб1+2 Р* =*. (5)
♦-1

Доказательство. Ввиду условия (4) ряд

2 <-)(1)е^
■■ —

по теореме Рисса-Фишера является рядом Фурье некоторой функции



О существовании функций 95

<Ме'?КМ- *,«]•
Для ։£(—1, + со) введем в рассмотрение следующие функции:

( 2 16« (w; z) = Г (1+ a) 1֊-----VTТ7Г-1 ■ (6)
А1՜ )

Q, (z) = expl -Д— 1 5« (w; z) Ф, (w) , (7)
12՜։ J w J

|wl=l

f(z) = B.(z) Q.(z). (8)
Функция / (z) аналитична в круге |z|^l и последовательность ее 

нулей совпадает с Z.
Поскольку 

п ( Г (Ц-а) f . . . dw 1(0) = exp —-------- Ф« (w)---- =
I 2՜* J w J | w|—1

oo i
= exp [Г (1+ a) c<0«> (1)J = П exp [ f (1—dx

I J x 
|‘Л|

и по (2) и (3)

В. (°) = П ехР 
я—1

то
/(0) = 5a(0)Qa(0) = l.

Докажем теперь, что последовательность чисел

с» (г, /) = log |/ (ге/9)| е~1кй df), k
1

°0, ±1, ±2,.-.

и (с*(г))13 совпадают.
Для этого, по лемме пункта 2, достаточно показать, что в ок­

рестности нуля справедливо представление (5).
Из (2) и (3) будем иметь

ОО
log В. (z) = 2 log fl---- —1Г. (г; z„) j =

n=1L k z„/ J
Г(1+а + *)

Г(1 + а)Г(1+ k)

z„* J (1—x)’ xk~'dx — J(l—x)* x“*-J dx | j z*

° 1»я1
(l«l <!*։!)•
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Поэтому
= 2 г*՜1, при |г|<|г1|, 19)

где

иу=- х*֊1 с/х X
Л֊=1

X (1
1*л |

Далее из (6) и (7) получим

(Ю)

|шр=1

Г,(2+а)

— о« (»; г) -----=
Ог V)

Ф1 (ш) с/то

«> '
(И)

Вычислим последний интеграл в (11):

г (2+а) Г Г (2 Ха) “ Г(«+2+/п)
£оГ(а+1)Г(т+1)

рх՛֊ I I ]
\ IV /

х | 2я = 2 г*֊1 (И <1, А:>0). (12)

1«| -1

Поскольку

то из (11) и (12) следует, что

3 и,4«^՛ (М <1), (13)

где
^=2 С(«> (1) НИ-= к ₽* + 

Г (к)

(14)
Замечая, что £/£•>+ = к ?*, из (9), (10), (13), (14) получим,

что в окрестности точки х = 0 имеет место разложение
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f(*) _ в: (г) &(г) 
f(z) B.(z) Q,(z)

CD

= 2 к 8* ?֊• ■
>—1

Тот факт, что последовательность коэффициентов Фурье функ- 
пии r~'D ’ log I/ (relb) I совпадает c {cf) (r)}t^ (0 < г < 1) следует из 
леммы.

Докажем единственность построенной нами функции. Допустим 
противное, то есть что существуют функции Д (z), /2 (z), Д (0) = 
— /2 f0) = l, с нулями и с коэффициентами Фурье

С* (г, Д) =■ Ск (г, fi) = Ск (г) (0< r< 1).

Тогда для аналитической в круге |z| 1 функции

ск{г, ?)=0 (к = 0, ±1, ±2,---)> 
/։ (г)

и поэтому )<р (z)|^l (|z|<^l). Так как <р(0) = 1, то

? (г)= 1. т.е.Д(г) ^Д(г).

Теорема полностью доказана. 
Теперь приведем пример, который демонстрирует целесообраз­

ность введения я-коэффициентов Фурье.
Пусть для г„£(0,1) и я=1 условие (1) выполнено и 

1 I
-(£ + 1) -֊* С(1-х)х‘֊։Лт + 2 [(1-*)х-*-'Ле1 + 2

я՜' 1*я/ 1*л1

(к=1,2,

Тогда _ к

са)(1;Д:Р)=_А_ (к=1, 2,-). 
к 4-1

Если условие (1) при я = 0 также выполнено, то вычисление по­
казывает, что

с(0)(1; £{}) = □_£ (гя_2*)4-1 (* = 2, 3,...), 
к -1 п-1

а если (1) не выполнено, то просто с(йП) (1; Д:₽) = оо.
Таким образом, условие (4) при я =1 выполняется, а при я=0 

не выполняется.
В заключение приношу свою благодарность М. М. Джрбашяну 

за постановку задачи и руководство.
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Դ. Վ. ՄհՔԱՅևԼՅԱՆ. Տսւրյհի տրված րք^րծակիցնԼրով շրդանում անալիտիկ ֆունկցիայի 
գոյության մասին (ամփոփում)

Հողվածում լուծվում է խնղիր Ֆոլրյեի տրված ^-գործակիցների (֊ 1 <Ա< \-ՕՕ) հաք Ար­
ևակայությունն ունեցող միավոր շրյանոլմ անւպիտիկ ֆունկցիայի կաոուցման մասին։ ц=0 
ղեպցոլմ ստացվում են Ֆոլրյեի սովորական գործակիցները։ Լուծ ումր Լաւղես հենվում է Ռու- 
րել-Բ-եյլորի մի թեորեմի և Բլյայկե-Տ րրաշյանի արտաղրյափ վրա,

G. V. MIKAELIAN. Exigence of a function analytic tn the duk 
having preecrlbed a-Fourter coefficient (summary)

In the paper an analytic in the disk function with given sequence of ։-Fou- 
rier coefficients (— 1 < a<. + <») is constructed. When ։ 0 we obtain the ordinary
Fourier coefficients. The solution is based on the theorem of Rubel Taylor and 
Blaschke—Djrbashian products.
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