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Введена е

Пусть Zy—конечная односвязная область в комплексной плоско­
сти, ограниченная С’-гладким контуром Г, a Z՜ — область, допол­
няющая Z* U Г до полной плоскости. Положительным направлением 
на Г будем считать направление, оставляющее слева. Рассмотрим 
на Г систему сингулярных интегральных уравнений

Z«(4)sM (f0)u+ f ֊— + ~9՜-' Си(Ох
2 ni j t — tn 2 кг J 

г г
X in (1 - t0/t) dt + f n (0 In (1 - t/t0) dt (t9), (1)
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г

где u= (ux (t), ■ • ■, пя (/)) — искомая вектор-функция; f= (Д (t), • • •, fn(t)) — 
заданная вектор-функция; A, B, a, b — n X n матрицы-функции на Г; 
под in (1—t/t0) (соответственно под 1п(1— to/t)) при заданном /0£Г 
подразумевается ветвь логарифма, непрерывная по tÇZ՝՝ (соответ­
ственно по t^Z~) и обращающаяся в нуль при t = 0 (соответственно 
при t = со). Предполагается, что OÇZ1՜. Введем обозначения

A-\-B=P(t), A — B=Q(f), iats — p(t);ibts = q(t), (2)

где ti есть производная от точки контура t по длине s дуги. Урав­
нение (1) называется уравнением нормального типа, если det Р, 
det Q=/=0 всюду на Г. Уравнения нормального типа изучены доста­
точно хорошо [1, 2, 3, 4 и др.). Мы рассмотрим случай, когда P, Q, 
р, q имеют разрывы первого рода в точках /1։ • • •, In, а на интерва­
лах /1։ • • •, In между точками разрыва бесконечно дифференцируемы 
(гладкие). Причем матрицы Р и Q могут вырождаться, но на каждом 
интервале 1т сохраняют постоянные ранги г^п) и соответственно. 
В случае гладких коэффициентов такие уравнения впервые были рас­
смотрены H. Е. Товмасяном в [10]. Мы будем предполагать, что

!) det (?Р-Ьр)=я‘0)(пГ'+О(?>-1); det (BQ 4֊ q) = qm (t՝) +
4֊O(çr<? ) при |B|-» oo, где rp и на каждом интервале lm совпа­
дают с г*,1"’ и соответственно, а скалярные функции р^ и q^ на 
Г не обращаются в нуль.

2) Для каждого «։ = !,••■, N существует окрестность Дт точки 
tm на контуре Г, совпадающая с отрезком прямой линии.
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3) Коэффициенты Р, р, <2, <? кусочно постоянны на Дщ, т=1,- • Л/.

4) Матрицы ЦР (1т + 0), <2 (6п + 0} и (#л — 0), (2 {(т — 0)] имеют 
ранг л.

Об суждение. Условие 1) является необходимым для введен­
ной ниже нетеровости уравнения (1). Условие 2) не является ограни­
чением, так как на такой контур всегда можно перейти путем заме­
ны независимой переменной. Ограничением является условие 3). От 
него мы избавимся в* нашей последующей публикации, что нетривиаль­
но, так как к условиям нетеровости добавится условие на производ­
ные от Р и <2 слева и справа в точках разрыва, а член, зависящий 
от этих производных, добавится к формуле индекса.

Уравнение (1) будет рассмотрено в Соболевском пространстве 

//„ (Г) [5], — <С а <С На действительной оси На определяется 

как класс функций, для которых преобразования Фурье и (5) таковы, 

что (1 + |?|։)։/2и (06Л։ (—°°> °°)- Обычным образом (например, 5, стр. 
196) это определение переносится на контур Г, являющийся одномер­
ным многообразием. Отметим, что Но (Г) =£։ (Г). При----^- < а < 0 в

//«(Г) входят и обобщенные функции, но мы все равно будем назы­
вать их функциями. При этом интегралы в (1) будут пониматься как 
непрерывные продолжения соответствующих интегральных операторов 
с С°° (Г) на На (Г) (непрерывные по норме в На). От правой части 
/ потребуем, чтобы на каждом интервале 1п, М производ­
ная /' (Г) £ На, а в точках 41։ • • функция / (/) имела разрывы пер­
вого рода. Пространство таких функций / обозначим через Г и вве­
дем на нем норму:

/V ,
№.-£91/(01+2 • (3)

* т-4
Уравнение (1) назовем нетеровым в пространстве На, если од­

нородное уравнение Аи=»0 имеет линейно независимых ре­
шений в На, а неоднородное Ьи—/^Г имеет решение и^Н, (Г) тог­
да и только тогда, когда

Ф1 (У) =• Фз (/)=• ••=?*, (/) = 0. (4)
где <?!, -••, ф*. — некоторые ограниченные линейно независимые функ­
ционалы в Г. Индексом уравнения (1) назовем: шс!£. = £11—Л։.

Классы На выбраны нами потому, что получение условий нете­
ровости уравнения (1) в них наиболее просто. Основываясь на резуль­
татах в этих классах в наших дальнейших публикациях будет изуче­
на нетеровость уравнения (1) в весовых пространствах Гельдера. На­
стоящая статья является развернутым изложением результатов, ка­
сающихся условий нетеровости, анонсированных в [б[. В [6] имеется 
также формула индекса, которую мы здесь не выводим из-за ограни­
ченности объема. 
44-3
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Сформулируем наши результаты о нетеровости. Зафиксируем 
точку разрыва tm и введем матрицы: Р±~ Р (tm ± 0). Аналогично 
введем Q±> Pi и Ч±՛ В нормальном случае в теории нетеровости важ­
ную роль играет жорданова форма матрицы: Q+' Р+ Р_) Q_ [2]- В на­
шем случае вместо этой матрицы рассматриваются матрицы-функции:

Rm (?) = (EQ+ 4 </+)֊’ (ЕР+ 4 р+) (ЕР- + Р-)-։ (EQ-+g֊), (5)
Sm (Е) = (ЕР- + р-)֊1 (EQ- + <z-)(EQ+4 Ч+)֊1 (ЕР+ 4- Р+). (6)

Вместо приведения их к жордановой форме приводим их к виду:
И֊1 (Е) Rm (Е) Vm (Е) = diag \(Mmj + О(Е֊։)) Е’->})_0 4 О(Е֊3), (7)

W՜1 (Е) (Е) Wm (E) = diag ({pm/4֊O (Е՜1)) E2֊OJ_o 4 О (Е֊3) (8)

при |Е| -*■ °°, где Ки (Е) = «л, + О(Е՜* ) и Wm (Е) = wm+O (Е՜1 )—пХп 
матрицы-функции с невырожденными постоянными матрицами vm и 
wm, а diag { —} означает квадратную блочно-диагональную матрицу» 
на главной диагонали которой стоят блоки, указанные в фигурных 
скобках: Мт/ и — невырожденные квадратные блоки размером nm/- 
и vmj соответственно, приведенные к жордановой форме.

Возможность приведения к виду (7) и (8) и алгоритм такого при­
ведения обсуждаются в § 1. Там же выясняется, что размеры, соб­
ственные числа и кратность собственных чисел матриц Mmj и 
совпадают. § 3 посвящен доказательству следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1)—4) и имеют место 
представления (7) и (8). Пусть каждое собственное число I. мат­
рицы Мт], т=1, •••, N-, 4 удовлетворяет неравенствам

arg X =/=2ка 4 (g -f- 1) к,
где g = 0, ±1, ±2,- • • при /=1, 3 и g=0, ±2, ±4,- • •, при j = 0, 2,

4. Тогда уравнение (1) нетерово в На,---- — <<։< — •
2 2

При доказательстве этой теоремы используются результаты для 
уравнений на оси, получаемые в § 2.

§ 1. О представлениях (7) и (8)

Будем считать, что все матрицы-функции, встречающиеся в этом 
параграфе, определены при достаточно больших |Е| и при |Е|-* оо имеют 
асимптотическое разложение

р
Р (Е) = 2 г, Е;, где Г] — постоянные матрицы. (9)

]----
Лемма 1. Пусть в (9) Р(Е)— квадратная матрица, а мат­

рица rf вырождена. Тогда существуют квадратные матрицы-функ­
ции (7*(Е) = и*+ О(Е-1), Л=1, 2 порядка п (как и R) с невырож­
денными матрицами и2 и цг, такие, что

i/i(E)/?(E)i/։(E) = diag{(By4 0(E-J))Ep-y}U (10)
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где Bj есть nj X. nj-блок, j — р, причем det В, = 0 при
j = 0, •••, р — 1. Не исключается, что nj=0 для какого-нибудь j, в 
этом случае соответствующий блок отсутствует.

Доказательство. Положим n0=rang rf. Существуют невы­
рожденные матрицы ։ и ₽, такие, что в матрице агр0 отличны от ну­
ля лишь элементы, стоящие на пересечении первых п0 строк и первых 
л0 столбцов (т. е. элементы главного минора порядка п0). Матрицу 
этих элементов обозначим через Во. Тогда примет вид

/ '?В0 + еп (?) е1г , 
\ e։iG) eS2($)/ (П)

где е//=О(;р '). Ясно, что при достаточно больших |с| матрица 
В0«р + ехх (;) обратима и

(5о?Р + ви (?)ГЧз(5)=О(Г՛); е2։ (?) (Во5* + е1х)“։ = О(5"։).
Положим
х _ /А» (Д> ;Р ~г «и) 1 е1» \ ___________ 0 \

ко /п-я, / \ -еа(В0ЕрЧ-еи)-1
где /л — единичная матрица размером п X п. Тогда

еа/?₽х = а1ад{(50-|֊О(г-1))£р, /?х(5)|. (13)
Те же рассуждения можно применить и к Лх(?) и найти квадратные 
матрицы-функции 7 (5) = 70-|- 0(5՜’) и о (?) = 80-(- О(;՜’) порядка п— л0 
с невырожденными *[0 и оо, такие, что

7??13 = 8։ая [2?х + 0(5՜’)) 5Р՜’, /?2(£)), 
где /?2=О (5Р՜2). Легко видеть, что умножая правую часть равенства. 
(13) слева на Н)а£ {/Л։, 7}, а справа на diag {?„„ 8), получим

diag {(В0 + О(5֊’)) 5Р, (Д4-0(5֊’)) 5р՜’, Я։).

Повторяя эти рассуждения р—1 раз, приходим к (10).
Из доказательства леммы 1 легко усмотреть, что справедлива 
Лемма 2. В условии леммы 1 числа п0,--՛, п? определяются 

однозначно.
Замечание. Очевидно, всегда можно добиться того, чтобы в 

(10) блоки В) + О (В-1) равнялись /Л/ при у=0,• ■ р — 1. Если Ве так­
же невырождена, то и последний блок можно считать равным 1П}-

Следующая лемма 3 дает ответ на вопрос о возможности пред­
ставления (7). При ее доказательстве мы используем следующий ал­
горитм:

Предложение 1. Пусть п X п-матрица /? (5) имеет вид 
(11), где Во — невырожденная п0 X п0-матрица (п0<^п) и ехх, е22 = 
= 0 (5Р'։).Пусть ех2=О (5р_°), а е2х=О(5р՜4), где целые а, 6^-1. Мат­
рицы- функции х (5) и & (?) определим по формулам (12). Тогда 
*՜’ R * также будет иметь вид (11), причем равенства: еп, е22 = 
= О(5Р՜’) и е2х=О(5р՜4) сохранятся, а степень по ; блока ех2 умень­
шится на единицу. Аналогично, б/?9~’ примет вид (11) с уменъ- 
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гиением на единицу степени е81 и сохранением степени блоков еи, 
«л» еп-

Это предложение проверяется непосредственным вычислением.
Лемма 3. Пусть R (Е) та же, что и в лемме 1, и пусть я>0. 

Для того чтобы существовала пХ п-матрица-функция И=и+ОХ 
X (Е-։) с невырожденной, матрицей V, такая, что

V'-։ /?И= с11аг {(Л/у + 0(Е֊։) Ер֊О;_0 + 0(Е՜’ ); 0, (14)
; = 0,...,р— 1

необходимо и достаточно, чтобы главные части их и иг матриц 
Д/Х(Е) и И, (Е) из (10) удовлетворяли условию:

М). Главные миноры матрицы (ихи։)-։ порядков п0, п0+л։,---, 
. Р-12 п/ не обращаются в нуль.

/-о
Доказательство. Первый пункт посвятим доказательству 

инвариантности условия ‘Л/) 'относительно выбора матриц пх и ц։, 
если только выполнено равенство (10).

1°. Пусть имеются матрицы (Е) — и^ + О (Е՜1), / = 1» 2, с не 
вырожденными их и и'2, такие, что

Щ (Е) R (Е) и\ (Е) = <Паг {(Л; 4֊ О (Е֊>)) (15)

где В;.— невырожденная и'/ X п/-матрица при у = 0, •••,₽ — 1. На­
помним, что числа П) определяются однозначно. Пусть (в^ и^)՜1 удов­
летворяет условию М). Покажем, что тогда (вх в։)-1 из (10) также 
удовлетворяет условию М). Имеем

(цг и։)-‘ =(а2՜1 ц‘)(а[ вх)_| (а\ пр։).

С другой стороны, согласно (10) и (15)

<Иаг {(В/ + о (Е->)) Ер-%0 (и? и2 + о (Е-։)) = 

= («X (и?-1 + О (Е-1)) атг {(5) + О (Е֊>)) Ер֊<%.

Приравнивая коэффициенты при старших степенях Е, находим, что 

и2Х и2 = Ч1(“1')-1 = 1пЛ?.>0,

где В:) и п) есть щ X пу-блоки, причем лу = 0 при г<^у, а П)=0 при 
/>/. Так как а21 и'2 и иг (вх)-1 невырождены, то и блоки 5ц и г։1 
невырождены. Мало того, ир։ — [вх (и^)՜1]՜1 — тоже верхняя блочно­
треугольная матрица. Теперь нетрудно заключить, что для любого 

8
6 = 0,- р—1 главный минор порядка 2 пу матрицы (их и։)՜’- яв-

7-о
ляется произведением главных миноров того же порядка матриц 
“Г1 их» (“1 И։)՜1» и^՜1 и потому невырожден.

2°. Построение матрицы V (Е). Из (10) имеем
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Щ = (Т+ О (5֊։)) сНая {(В, + О (5֊‘)) В₽-'))$_о. (16)
где Т=(и1 и»)՜1. Можно считать, что R (5) совпадает с правой частью 
(16). Тогда у матрицы гг (см. формулу (9)) отличны от нуля лишь 
первые п0 столбцов, а главный минор порядка п0 не равен нулю (не 
вырожден). Поэтому существует невырожденная матрица а такая, что 
в матрице а՜1 гра отличны от нуля лишь элементы главного минора 
порядка л0, то есть

а֊’/?։--= /Уо^+ецД)ец(1|)\ 0(-Р_։)
\ ей(Е) еи(5)/ ”

Несколько раз понижая степени блоков еи и еи по алгоритму пред­
ложения 1, приводим эту матрицу к виду

<Наг((Л/0 + О(;-’))5₽, /гх(0) + 0(5՜"). (17)
Условие М) не зависит от выбора матриц пг и п2. Поэтому, при­
водя первое слагаемое (17) к виду (10) с помощью матриц вида 
0,(5) =ЛаЯ {/«..(/УШ /= 1, 2, находим, что опять удовлет­
воряет условию леммы 3. Следовательно, указанную выше процедуру 
можно повторить (см. окончание доказательства леммы 1). Повторяя 
так р— 1 раз, приходим к представлению (14). Необходимость [усло­
вия М) следует из п. 1°. Лемма 3 доказана.

Замечание. Умножая обе части представлений (7) и (8) на 5։» 
получим представления вида (141, так что лемма 3 полностью решает 
вопрос о возможности представлений (7) и (8). Из этой леммы еле" 
дует также, что если возможны представления (7) н (8), то возможны 
представления того же вида, с заменой О (с՜3) на О (5՜’) для любого 
а[>3. При этом, вообще говоря, Ут (5) изменятся, однако, как вид­
но из алгоритма, приведенного в доказательстве леммы 3, матрицы 
Мщ] останутся без изменения.

Лемма 4 указывает на связь между представлениями (7) и (8).
Лемма 4. Пусть заданы пХ.п-матрицы-функции и1(Ь)=0(Ь), 

/ = 1, 2, такие, что £/Г* (5) = 0(5), ։ = 1, 2. Предположим, что 

ихи2=^ {(М) + О (5՜1)) 5’՜^ + 0(5՜®), 

и.иг = Лад {(РУ + О (5՜ ՛)) 5:-');_о 4֊ 0(5՜®),
где М) и Ру— невырожденные матрицы размером п]՝%.п1 и *у X *у 
соответственно, _/'■=(),■ ■•, 4. Тогда для каждого / = (),•••, 4 разме­
ры п) и равны, причем совпадают собственные числа и их крат­
ности матриц М. и Ру. Мало того, имеют место равенства

£Л = Лад{£Лу- (5)};_о+ О(5՜3), г 1, 2, (18)
где И есть п} X Лу-блок, г = 1, 2; у = 0, ■ • •, 4. При этом

Пй1 = О (5Ш,П ч); Пу = О (5ш|п <3-/- »), ; = о, • ■ •, 4. (18')
Доказательство. Вначале докажем равенство (18). Предста­

вим иг — {и,где п։> у есть X Лу-блок. Учитывая .очевидное ра­
венство: ((40^ с/1=01(£/։О1), имеем
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е»֊' (Р, + О(Е֊։)) «у, ) = И/, у (^ +О(5֊։))?֊' +֊ О(:֊').

При /=/=/' Для равенства порядков роста по ; левой и правой частей 
необходимо, чтобы у =0(5 ). Так как = 0(;), то блоки у 
должны быть квадратными (т. е. Уу = Лу). Для 11г представление (18) 

• получается аналогично.
Остается связать собственные числа. Имеем 

^1./^2.У=г2-У(^у+О(Г։)).

Проведем доказательство, например, для /=2. Применяя лемму 1 и 
учитывая замечание после леммы 2, представим 6/։. 2 в виде:

е£/։.2=Аш /д։(Е); /=а.аг {/«*е*]2_о,
где А/ = а1 + 0(5_|) (Ие!«։, =/=0), /=1, 2. Тогда, из равенства 
4/1(£/»£/1)в(£/1£4)£4 получим

/А (р։ + О(Г’)) А21 = АГ1 (М, + О (Г1)) Ль/. (19) 
Матрицы о»Р։а7։ и а։՜’ Мяа} представим в блочном виде

а։^2а2 > = (Ьу)?.у-о» а1 1^а։ ~ (^/,1?у_о

с а/ X ву-блоками |\у и М։/. Приравнивая коэффициенты при старших 
степенях в (19), находим: = О при ։>/; = 0 при ։<^у. Отсюда
следует совпадение характеристических уравнений матриц а^а^՜1 и 

Равенства (18՜) очевидны. Лемма 4 доказана.
Замечание. Лемма 4 следующим образом применяется к пред­

ставлениям (7) и (8). Нужно в них О(5՜3) заменить на О(5՜5) (см. за* 
мечание к лемме 3), а затем положить

их = Ут (В<2+ + Я+Г1^Р+ + Р+) Гж; 6/, = У? (5Р-+ 
4-р_)֊։(^- + д_) Ит,-

§ 2. Система уравнений на оси

На ориентированном контуре Г (Г может быть и осью) введем 
операторы

п±"<‘։)=^(’;7йГ±Т“('։)- <20>
г

Эти операторы непрерывны в Нл (Г) и обладают свойствами
(П+)2 = П+; (П~)2= —П՜; П+П- = П"П+ = 0. (21)

Пусть на оси (—со, со) задана ограниченная измеримая функция 
<? (5). Через <р(О) обозначим оператор <р(£)) и (/) = Г՜1 («в (?) и ($)), Где 

и (0 есть образ Фурье функции и («), а через 7=՜’ обозначено обрат­
ное преобразование Фурье. На прямой — со <; $ со рассмотрим опе­
ратор:
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*-Ю-{х °п ’^о°I л_ и (s), s <_ О,

где К± = D(Pjf- Q± И՜) 4֊ Р± П+ - ч± Л՜ + т± (Z>); D = - i d/ds, 
u(s) = (hi(s), • ■ •, ыя (s)); все коэффициенты — постоянные п X л-матри- 
цы, <р+(Е) и ®_(С)—некоторые измеримые ограниченные лХл-матрицы- 
функции. Областью определения оператора К будем считать множество 
функций и^Н,, для которых существует f£H„, такая, что К+и и / 
совпадают при s>0 как обобщенные функции, а К- и и f совпадают 

при s <. 0. Очевидно,/С Н» однозначно определяется по и при---- — <ZAt

< а< -у- • При этих условиях определен оператор Ku = f. Будем счи­

тать, что выполнены условия:

а)
det (ЕР± + р±) =/><«> Г± + О(ЕГ±՜1); det (ЕQ± + g±) = q% Е'± + О (Е₽±֊'). 

где г± и P-j. — ранги Р. и Q± соответственно, а числа р[^ и q<^—не­
нулевые.

б) Обозначим
(0 = GQ+ + g+)~l «Р+ + р+) GP. + р_)-։ GQ_ + <z_),

R- (Е) = (ЕР- ■+- р-)-։ (EQ_ + <7-)(EQ+ + <7+)՜1 (1Р+ + Р+).

Имеют место представления

(Е) Р+ (Е) И± (Е) = diag {(М± 4֊ О (Е֊1)) Е’֊>}*_0 4- О (Е-), (22)

где (Е) = + О (Е՜1) и det v± ^0; M±j— невырожденные пуХпу-
матрицы, у = (),•••, 4. Согласно замечанию к лемме 3, если а^-3, то 
а можно взять сколь угодно большим. Это обстоятельство позволяет 
нам не интересоваться изменением порядка этого члена в следующих 
ниже преобразованиях и опять записывать его в виде: О (Е_°).

в) Ранг обеих и X 2л-матриц {Р±, Q±} равен л.
Теорема 2. Существуют такие финитные ограниченные 

измеримые матрицы-функции <р+ (Е) к ф— (Е), что ядро оператора 
К в На. конечномерно и существует ограниченный в На (— <х>, со) 
правый обратный К' оператора К при условии, что каждое соб­
ственное число X матрицы М+ j удовлетворяет условиям, указан՝ 
ным в теореме 1.

Доказательство. Будем решать уравнение: Ku = f обычным 
способом, каким решаются парные уравнёния [7]. Обозначим

. . . J/(s), ±s>0 J ЕР± + р± 4- <р± (Е), Е<0
/±(s) 10, ±s<0 ;Л±(?) 1 EQ± + g± + T±(E), Е>0.

Всегда можно подобрать матрицы-функции ?± (Е), так, что det Л±(Е)=?М> 
^и всех Е. Применяя преобразование Фурье получим
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л+(Е)«(Е)=7+(Е)+«г-(Е); л_ G) =/!(?)+,f+(5). (23)

где W+ (Е) — аналитическая функция в верхней полуплоскости (комп­
лексной), а V- (Е) — в нижней, причем для некоторого действительного 
8 [5, стр. 47]:

J (Чг (Е + л)(1 + |С| + М)' I1 <7Е < с = const (23')
— ео

равномерно по ' £(—оо, «>) (в данном случае 0=-|-а —1), где 
Ф (г) =W + (z) при Im z^> 0 и V (z) = ։Г՜ (z) при Imz<^0. Пусть 
g9 (z) — кусочно аналитическая (с разрывом по действительной оси) 
невырожденная матрица-функция, такая, что при |z ’ + оо верхней по­
луплоскости

gq (z) = zQ- +q-+O (z՜’) и gq (z) = zQ+ + <;+ + О (z՜’) (24)

при |z|—*oo в нижней полуплоскости. Аналогично определяем gP(z) 
(с заменой Q+, q+, на Р+, р+ соответственно). Положим V = gp Ф։ =

= gq Ф։ и исключим из (23) и. Получим два эквивалентных уравне­
ния (ниже они оба нам понадобятся):

с (Е)7- (Е)+ ф14 (0=5. (Е)(<7+ (Б) А(0+4֊ФГ (Е))> (25)

Е+ (Е) Л (Е) + ФГ (Е) = В+ |Е| (А_ (Е) /- («)+Ф։*՜ (Е)), (26)

где матрицы В±, С и Г~ имеют вид:

5± (Е) = R* (Е) + О (Е֊’)։ при Е - ± со и В. (Е) = /4֊ О(Е֊’), 
при Е -• + оо;

£±(0 = (^±+р±)-։ + О(Е֊’), а /;±(Е) = (Е.С>±+<7±)-' + 0(Е-’), 
при |Е| -* оо.

Образ Фурье решения а выражается через Ф]^ и через Ф։:

« = (Е) 7- (Е) + Л (Е) Ф1 (Е) = Л1։ (Е) /+ (€) + Га (Е) ФГ (Е), (27)

где матрицы Та и Та имеют вид:

Г ГП = I + <7+) + О (?-’)» Е - =о
1 I /+ О(Е՜’) . , Е- - ос,

7 /п = I ^+6 (Е՜') , Е — оо
1(Е$- + <7_)֊1(ЕР-+р-) + 0(Е-') , Е--оо.

1°. Факторизация матрицы-функции В- (Е). Нужно по­
лучить представление В- = Ф* (Е)(Ф^՜ (Е))՜1, где матрица-функция Ф0(г) 
невырождена и кусочно аналитична с разрывом по действительной 
оси, не более, чем полиномиального роста по г. Отметим, что ра­
венства (22) не нарушатся при изменении членов разложения И± (Е) 
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порядка не выше — а —2. Поэтому, можно считать, что И_ (?) есть 
рациональная матрица-функция с полюсами в верхней полуплоскости, 
невырожденная в нижней. Мало того, равенство (22) для В- (?) можно 
переписать в виде:

УГ* (?) /?_ (?) (?) =Шаг {(М-} + О (?֊«)) ?«-/)4_0 + о (?-’),

где Ц — рациональная матрица-функция с полюсами в нижней полу­
плоскости, невырожденная в верхней, такая, что И՜1 У_ = I О (?~’՜2) 
на действительной оси.. Остается факторизовать У~‘ В- И_. С этой 
целью решим скалярную задачу факторизации:

I “у V/ - “у V
Ее решение представим в виде

б/ (?) = Ну± (?) ехр (2—/)

(28)

1п8 (? ± /) — >
4к/

где мнимая часть 1п (? + г) берется в пределах от — я до я, а

Нг (?) = ехр 2-л 
4тч

1 \1п(?3 +1) 
?о/?о-(?±/О) ’0

Здесь значение агс1г?0* берется в интервале от------до —, а 

1п (?2 4֊1)>О. Оценивая йоследний интеграл, находим, что
Нп
— (1- Ну (я)) = О О1—1 1п"+* 1д|), п = 0,1, - ■ •
Лгп ■ < (29)

при [ж| -»֊ со. Теперь введем матрицы-функции 5* (?) = Шаг {7Пу ^};=0 • 
Нетрудно видеть, что

(5+)՜’ У՜1 В- У֊ 5“=
1+ О (?֊’), ?4оо

Шаг [(Л/у + С (?-’).))у-0 ?-*—<»• (30)

Факторизация таких матриц хорошо известна [2, 5]. Проведем нуж­
ную нам факторизацию. Для у = 0,•••, 4 определим матрицу 1п Л7/ по 
ее собственным числам фур = 1п |).р| -|-гаггХ/>, гдеХ1։-.., \П/—собствен­
ные числа матрицы М] (с учетом кратности). Положим.

2яа — к < 1т фур < 2яя -{-к, у = 0,4; 2«а — 2п <Чт фур < 2ка, 

у = 1, 3; '2па — Зя < 1т фур 2яа — и, у = 2. (31 )

Обозначим 1у =(? ± ։֊)|п •и;/21',։ где ветви матриц-функций ту*՜ (?) выби­
раются так, чтобы Т/՜ (?)(т7 (О)՜1 при ?-* сю.

Пусть т: — Шаг (?)}*_0. Через (/ (?) обозначим матрицу (30) 
и рассмотрим матрицу Т (?) = (т+)~։ и <[-. Отметим, что в (30) матри­
цу Су = Л/, 4- О (?-’) можно считать аналитической деформацией мат­
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рицы Mj в окрестности бесконечности параметра с [8]. Представим 
3f/ = diag {91։ 0։, •••}, где каждый блок 81։ 0։, составлен из всех 
жордановых клеток матрицы Mj (можно считать Mj, j = 0,՛ • •, 4 при­
веденными к жорданновой форме) с одним и тем же собственным чи­
слом. Из теоремы о нереальной деформации [8, стр. 217] следует, 
что С; (Е) можно считать блочно-диагональной матрицей с блоками, со­
ответствующими 0։, б»,■••• Но тогда; из вида скалярных функций ~[у 
от жордановой матрицы Mj [9] нетрудно заключить, что Т (Е) = I 4՜ 
4- О (E՜1 In* |Е|) при |Е| -* оо для некоторого £ > 0. Подберем теперь 
матрицы ?+ (Е) и <р_ (?) (см. формулировку теоремы) так, чтобы част­
ные индексы матрицы Т (?) оказались нулями. Тогда существует 
факторизация Т = Т+ (7’՜)՜’ , причем для е > 0 сколь угодно малого 
7’±(z) = /-|- O(|z|-։) при |г| —► °о в соответствующей полуплоскости. 
Искомая факторивация примет вид

Ф+ = S- 1+ Г+, Фо֊ = И- 5֊ 7֊ Т-.

2°. Построение оператора К'. Однородное уравнение (25) 
(т. е. когда f ■— 0) переписывается в виде

(Фо+ (0)-’ Ф։+(2) = (Фо- G))-' Фг (О-

Применяя теорему Палея—Виннера [5, стр. 47], найдем, что прообраз 
Фурье функции (Ф^՜)՜1 Ф։+ сосредоточен в нуле, т. е. является суммой 
производных от 3-функции. Таким образом, Ф/՜ (Е) = Ф* (?) Р(Е), где 
Р (?) есть л-мерный вектор с полиномиальными компонентами, В си­
лу оценок (29) и (30) лишь для конечного числа линейно независимых 
вектор-функций такого вида функция и ($), определяемая из первого 
равенства (27), принадлежит Н*. Следовательно, ядро оператора К 
конечномерно. Одним из решений уравнения (25) будет:

1
2к/ (32)

Это выражение вместе с первым равенством (27) определяет правый 
обратный К\ оператора К. Однако, А] «не является ограниченным в 
На. Приходится использовать уравнение (26). Решая его точно так 
же, как уравнение (25), строим правый обратный К, оператора К, 

Отметим, что (<Р± 4* Р±)”։Р±=О (Е՜1), т. е.

(7± Р± = О(Е՜’) и аналогично Г± <2±=0(£-։) при $ — со (33) 

Из условия в), сформулированного в начале § 2, следует, что суще­
ствуют л X я-мвтрицы Х± и К±, такие, что Р± X* 4- <2± У± = /. По­
ложим

А 7 = л։ л+ /+ + л_ /_) -Ь Х2 (ц+ у+ /+ + (}_ У-/-). (3 4)

Очевидно, это правый обратный оператора К и нужно только прове­
рить его ограниченность в Нл. Мы это сделаем для первого слагав- 
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мого, для второго слагаемого проверка аналогична. Из построения 
Фо («) видно, что

Фо* (?о) (Фо; (О)՜1 •= К=’ (50) а.ая (£,)<_ И (5) + О ({0-)(Ф= Ю)֊։+
+ Фо+ (50) О (В-),

где Ej (?q ?) есть nj X п>-блок, элементы 
бинации функций вида 

которого есть линейные ком-

/Ю, 5)=Г (?о) Р(0

|2-/|
П -Н1 2 с;(Ео),

где г, р — ограниченные функции; к > 0 — целое число, а функция 
с; (;0) ограничена на отрицательной полуоси и С) (?0) = О (Ц՜^2) при 
;0 —*оо. Теперь достаточно учесть (31) и (33), а также, положив в 
лемме 4

и. = И_ (5Р_ + р-)֊1 (5Q_ + <?_) И;’;
(/։=И+(5<2++7+)-’(6Р+-Ьр+) И֊’,

учесть указанный там порядок по с матриц О^1, чтобы свести зада­
чу об ограниченности в На первого слагаемого в (34) к ограниченно­
сти в сингулярного интеграла вида

к±2' in J !o±2i л /_ ± < 8 < П
г-н* + / h-«o \ 2 2/

доказанной в [5]. Теорема 2 доказана.
I

§ 3. Нетеровость уравнения (1)

В этом параграфе нам удобно будет пользоваться терминологией 
и методами псевдодифференциальных операторов (п.д.о.) на контуре 
Г или его открытом подмножестве [5]. Символы п.д.о. мы будем счи­
тать записанными в локальной системе координат — длина дуги. По­

ложим D= — i—, где ds — дифференциал дуги. Для п.д.о. Р (О) бу- 
ds

дем писать P(D)=O(D'n), если символ Р (t, 5) удовлетворяет оценке 
Р (t, 5)| •< const |i|m равномерно по <£Г. Если Р (О) = О(рт) для лю­
бого т, то будем писать: Р (D) = О (О՜“). Будем считать, что все 
символы имеют асимптотическое разложение [типа (9). Если 
Р (D) Q 4֊ О где I—тождественный оператор, то бу­
дем писать: Q (D) = Р՜1 (О). Такой оператор определен неоднозначно 
(с точностью до 0(0՜“)). В дополнение к свойствам (21) п.д.о. П±, 
укажем также

П± Р (D) = Р (О) П± + О (О—); Р (О) -п.д.о. на Г. (35)
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Мы будем писать Р ■ Вг-* Bt если оператор Р действует из прост­
ранства Вх в пространство Bt. Оператор L из (1) можно переписать 
в виде

£ = (Р 4- pD֊1) П+ — (Q + qD֊') П- 4- О (D- -). (36)

Очевидно, нетеровость уравнения (1), определенная во введении, эк­
вивалентна тому, что неограниченный оператор L-. Н,֊+ F (простран­
ство F определено нормой (3)) является Ф-оператором [9].

Пусть вначале число точек разрыва N = 0.
Теорема 3. Пусть все коэффициенты уравнения (1) явля­

ются гладкими на Г. Тогда, при выполнении условия 1) введения, 
дравнение (1) нетерово в Нли ind£=-^- [arg qw — arg р(0)]г.

Доказательство. В условии теоремы Р = ZZ«+j. Изучим опе­
ратор (Р 4- pD՜1): Н„ -* Так как гр = rang Р постоянен на Г, то 
существуют гладкие невырожденные на Г матрицы Хр (/) и Yp (/), 
такие, что матрица Хр PYp диагональна и первые гр элементов глав­
ной диагонали—единицы, остальные—нули. Тогда
Xp(P + pD֊') rp-(/+O(D->))diag[4p, ID֊i|(/4-0(D->)) + 0(£>-), 
где 7 (/) — квадратный блок размером п — rP. С другой стороны

Хр(& + р) rp = {/+O(S-‘))diag[/rJ, 7] (Z 4֊ О (?-«)).
Поэтому

det (Р с + р) = Г' det (Хр Ур)~> det 7 +0 (?’>”*).

По условию, коэффициент при Yp есть р(0) (Z)^=0. Значит 7 (/) не вы. 
рождена. Можно считать, что 7 =/я_Лр. Тогда существует п.д.о. (Р֊Ь 
+ pD՜1)-1 = О (D). Аналогично, для Q-i-qD՜1 находим матрицы-функ­
ции Xq и Yq, такие, что

XQ(Q + qD-')YQ=(J+ O.(D-'))dhg {IrQ, In-rQD-']X

X(/+ О (£>-*)) + О (£>֊“), 
причем g(0)=det (Xq Yq)~\ Следовательно, существует (Q+gO՜1)՜1 — 
= 0(D). Тогда

Z.֊1 « (P + pD֊1)-։ П+— (Q+ g£>֊>)֊։jl-

Очевидно, L 1 : Z£+j —* H, ограничен, что и доказывает нетеровость.
Подсчитаем индекс. Представим L в виде: L = LxLtLy 4- О(£)—°), 

где Lx = (Хр 4՜ О (D •)) 41+ (Xq 4՜ O(D~։))—1П~ и аналогично за­
дается Ly\

Ly, - diag {!Гр, 1я_Гр £)֊>}П+ — diag (Z,Q, I„.rQ £>֊Ч П֊,

причем считается, что Lx, Ьу-.НЯ֊*НЛ, а 1^:Н^Нл+1. Тогда ind L= 
ind Lx 4՜ ind L^ 4՜ ind Ly. По формулам Мусхелишвили

ind Ly= — [arg det Yp — arg det Kq](-.
Ju

Аналогичная формула получается и для Lx. Оператор 1^ распадается 
на скалярные операторы вида: D~ П+ — П~; П+—£)-> Д-; /. pjH_ 
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дексы последних двух из них, очевидно, равны нулю. Так как 
ind D~0, то

ind (D֊1 П+ - П֊:Я։ - Я։+1) = ind (П+ - /Ж՜://« - Я«).

Вспоминая, что D — — id)ds, где ds— элемент дуги, находим

Ц+ —£>П-=( П++ i ^.П-)(и+- ^-П՜) + О(£>՜՜)

ИЛИ
ind(n+—£Ш՜)—ind Л1+ + / — п- + ind (U+—֊пЛ, 

\ ds / \ dt /

где t — точка дуги. По формуле Мусхелишвили первое слагаемое в 
правой части равно 1. Операторы d/dt и П± коммутируют. Следова­
тельно, равенство (П+ — d/dtR-)u = v эквивалентно системе

П+ и = П+ V, — П- u = П֊ v. 
dt

Для ее разрешимости необходимо, чтобы

JП+ v dt у

и тогда система разрешима однозначно. Значит

indfn+—— пЛ= — 1, а ind (D֊1 П+— П֊) = 0. 
\ dt / ‘

Аналогично ind (П+—£)“1ХП_)=0, т.е. ind£1 = O. Теорема доказана.
Замечание. Результат, эквивалентный теореме 3, был ранее 

получен Н. Е. Товмасяном в [10]. Этот результат был сформулиро­
ван в терминах некоторых матричных преобразований матриц . Р, р, 
Q, q (а не в терминах функций р(0> и <?(о։)>

Доказательство теоремы 1. Мы построим ограниченные 
правый L': F —* На и левый L": F -*НЛ регуляризаторы оператора L 
(т. е. такие операторы, что L"L—1 вполне непрерывен в Нл, а LL'—I 
вполне непрерывен в F, где пространство F определяется нормой (3)). 
Отсюда будет следовать также существование ограниченного двусто­
роннего регуляризатора [9]. Зададим на Г функции ат (/), ат (t) £ 
£С"(Г), т = 0, !,•••, N, так, чтобы «0 + ai+‘—h = 1 (т. е. это 

разбиение единицы); ant = 1 в окрестности носителя supp am; supp а0 
не содержит точек #։,•••, tN, а при т = !,•••, N носитель supp 
евнутри Ьт, где Дя— прямолинейная окрестность точки tm <.см. усло­
вие 2) введения). Пусть —прямая, содержащая Дт и также ориен­
тированная. На этой прямой введем координату s — отклонение от 
tm, благодаря чему Гт можно считать действительной осью. Опреде­
лим оператор Кт‘.Нл (Гт) ->Я« (Гт), совпадающий с оператором К из 
формулировки теоремы 2, при условии, что P±—P(tm+S)) и анало­
гично определяются р±, Qj- и Матрицы-функции <р+ и ф-выберем
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так, чтобы, согласно теореме 2, существовал правый обратный К'т 
оператора Кт. Кроме того, определим ограниченный оператор Ор-. Р 
-> На (Г), состоящий в дифференцировании функций из Л на каждом 
интервале •••, 1Х (так, чтобы не возникали о-функции в точках раз-

1 . 1 „ рыва Этот оператор непрерывен при---- — <L«<^ — • Но-

ложим
. N

L' = a-0 [(Р+ PD-՝ )֊։ п+ — (Q + (/D-1)-1 П-] а0 + 2 än Кт Df *т- (37) 
/п—1

Первое слагаемое имеет смысл, так как в окрестности supp а0 коэф­
фициенты Р, р, Q, q—гладкие. Проверим, что это действительно 
правый регуляризатор.

Для удобства введем пространство Ср кусочно гладких функций 
на Г, все производные которых терпят разрывы первого рода в точ­
ках #!»•••, tN. Будем говорить, что оператор 5:В-» Ср непрерывен, 
если ограничены все операторы £>* S:F -* L- (Г), к ~ О, I,---. Не­
трудно видеть, что

“m DF Ч» = %, + •?»
где оператор 5: Нл — Ср непрерывен. Поэтому рассмотрим опера­
тор DpLL' = 2 em Df LI '. Так как у первого слагаемого в (37) коэф­
фициенты гладкие, то применяя к нему Dp L, получим Dp ae4֊S1։ где 
оператор Sx‘.F-*Cp непрерывен. Нам нужно изучить оператор- 
Prn — «о^ ат ^'т Df ’«՛ Для этого получим представление Кт в ок 
рестности носителя -supp а0 (т > 1).

Пусть р, V, C“ (Г„) отличны от нуля лишь при s>0 и рав­
ны единице в окрестности той компоненты supp о0 ат> которая лежит 
на положительной полуоси, причем pv = р; ч0 = 6. Име ем

"iKtn ^Кт = ^Кт Кт — (1 — 0) Кт . (38)

Первое слагаемое есть ■»/, а второе переводит Нл в Ср (Гт). Приме­
няя к обеим частям (38) оператор

= р [(Р+ D + р+)֊> П+— (Q+ D + g+)֊> К֊]

находим, что рК'п = ртот + Ss, где S, переводит На в Со (Гш). После 
проведения тех же рассуждений на отрицательной полуоси, без труда 
найдем, что рт = e0 Df ат -р где 5,: F֊> Ср непрерывен. Далее

“m Dp 0-т = Лт Km Кт Dp Лт 4՜ Кт (1 — а^) KnDpa.^
Первое слагаемое есть ат Dp а.т, а второе: f —* Ср непрерывно. Учи­
тывая, что при разных т^-1 носители ат не пересекаются, получаем: 
Df LL — Dp : F -> Ср непрерывен. Итак LL' — 1՝. F — Ср непрерывен.
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Меняя местами в (37) ат с гт, получим Լ". Проверка, что вто 
левый обратный, аналогична. Теорема 1 доказана.
Ереванский государственный 
политехнический институт
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IJ. Դ. ՌՈ ՒՐԱՆՈՎԻՑ. Որոշ սին<յու|յար ինւոերզրալ հավասարումների սիստեմների մա­
սին ( ամփոփումJ

Ողորր փակ Г կոնտուրի վրա դիտարկվում է ցածր կարգի անդամներով սինգոլլյար 
ինտեգրալ հավասարումների սիստեմը! Ամբողջ Г կոնտուրի կամ նրա մասերի վրա թույլ է 
տրվում գ/խավոր անդամի նորմալության պայմանների խախտումը և գործակիցների խզումը! 
!1թե գործակիցները բավարարում են որոշ պայմանների, ապացուցված է սիստեմի նյոթե- 
րությունը սորոլևյան Нд տարածություններում!

Տ. G. RUBANOVICH. On tome eystems of singular integral equations (summary)

On a smooth simple contour Г a system of singular integral equations with low 
order terms is considered. The normality of the main term may fail on Г, the coef­
ficients may be discontinuous. Conditions for the system to be of Neother type are 
found.
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