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Введение

В 1910 г. М. Планшерель впервые показал, что теория интегра­
лов Фурье имеет более законченный вид, если рассмотреть оператор 
Фурье в пространстве функций (— °о, со). Классическая теорема 
Планшереля утверждает следующее (см., напр., [1] или [2]).

Теорема А. Пусть / (х)— произвольная Функция из класса 
А, ( — со, 4- со). Тогда

1. Формула

1 д' Ге-‘и1—1 Г(и)=-±=-—\-------- -/(0Л (1)
' ' УЪ dx 3 —а

почти всюду на всей оси (— со, оо) определяет функцию / (а) £ 
£ А, (— <х, 4֊со). Двойственная формула

1 d С е‘хи_ 1/(х)==-֊= — е-------- - Г (и) </а (2)
У2к Хх и ш

I 

также справедлива почти всюду.
2. Преобразование Фурье Г (и) и его обращение /(х), задавае­

мые соответственно формулами (I) и (2), могут быть определены 
также предельными соотношениями

а

Г(и) = 1Л.т Г е֊^/(0 Л, (3)
•*+- У2* л

— 3
а

/(х) = 1.ьт —!=- (* е‘*аГ(и^и. (4)
I а-* + -]/2к J

—а

3. Для пары функций / (х) и У7 (и) имеет место равенство Пар 
севаля

|Г(И)|’Л= у |/(х)|’</х. (5)
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Теорем. Планшереля «ожег выть перенесен, о показ.тел» 2 ..
О6ЩИ8 показатель р. Именно, Титнм.ршем доказан, следую«.» теоре-

Теорема Б. Пусть / (х) принадлежит //(֊«», œ)> где 1<

F (ж, a) = (6)

при а -֊* + оо сходится в среднем с показателем Я ~ Предел в

среднем Т7 (х), называемый трансформацией Фурье функции / (х)> 
удовлетворяет неравенству

1
1 (7)

-• (2«)»’
Имеют место двойственные соотношения в том смысле, что почти 
для всех х

1 d е‘х‘ —1
֊-fW dt. 

it

1 d Г е~<<х—1 
)/ 2it dx J — it

(8)

(9)F (f)dt.

В своей работе [3] М. М. Джрбашян заложил основы большого 
цикла исследований по теории гармонического анализа в собственно 
комплексной области, построив стройный аппарат интегральных пре­
образований, ассоциированных с функциями ег- и £₽(«; р) в классе Л8, где

(Ю)
Р / 

н)= 3 ֊7—
*“° Г ( н +

—целая функция Миттаг—Леффлера порядка р и типа 1. Результаты 
этих исследований до 1965 г. были подытожены в его известной мо­
нографии [2]. Одним из его основных результатов указанного цикла 
работ является следующая теорема ([3], теорема 1, см. также (2], 
теорема 4.2)

Теорема В. Пусть — и — <Н<С~ Н——.
2 2 2 р

функции g (д) из класса g (у) (0, оо) формула

Для любой

^'±) 7г\ ~7 - 1 S (д) д^՜1 dy (11)
у dxj ± гдо

определяет почти всюду функции /(+) (х) и (х), принадлежащие 
классу 2.я (0, + œ).
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Двойственная формула

1 ( г р 1Ть

8 (у) У*՜'= ~^= е — ЕР (х1>г у'* е ; Н-1) X
V 2«Р I ^13О 

1 а г 
*У .

Хх*1՜1 /(_)(х) Лс |+ е 2 у* у ЕР (х,/₽ у'* е 2Р; н+1) X 
о

(12)

также имеет место почти всюду на (0, -[֊ ос): при этом имеет место 
формула Парсеваля

I? (у)!։ у2*-2 </у = р 1/(+> (*)1* 4* 4- р||/(_) (х)1։ </х- 

О 0 0

Рассматривая поведение преобразований типа (12) в комплексной плос­
кости, М. М. Джрбашян построил интегральный аппарат, являющий­
ся естественным обобщением интеграла Фурье для представления 
функций, принадлежащих классу £а на произвольной конечной системе 
лучей, исходящих из начала координат.

Эти исследования по гармоническому анализу позволили ему ус­
тановить результаты завершенного характера о представлении целых 
функций, интегрируемых с квадратом модуля по лучам, исходящим 
из одной точки комплексной плоскости. Таким образом, был полечен 
ряд теорем о параметрическом представлении широких классов це­

лых функций конечного порядка р > — и нормального типа. Эти тео­

ремы М. М. Джрбашяна явились существенно новыми и глубокими 
аналогами известной теоремы Винера-Пэли о параметрическом пред­
ставлении целых функций экспоненциального типа, принадлежащих 
классу 2* (—°о, -|-со). Приведем одну из этих теорем, которая, в 
частности, содержит вышеуказанную теорему Винера-Пэли ([3], тео­
рема 12, [2], теорема 6.13).

Обозначим через 1Р’’“ класс целых функций порядка р и типа з 
удовлетворяющих условию

ОО
У 1/(ге2в‘)|։ г“ Уг < 4- со, 

о
где

01.2= ± “А-------63,4 = ± +

2 \ р / 2 \ р /
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Через /Л "(а, Ь) обозначим класс функций <р («), для которых 
ь

У 1<р (®) I2 + «։. 

а

Теорема Г. Пусть 1-Ср<^2> 0 а < + оо. и — 1 <С <« <С 1 • Тог­
да класс совпадает с множеством целых функций / (ж)» допус- 
кающих представление вида

/(х)= У Ер (йи; р) <р (о) <1и, (1$)

-в>/р 
где

(X =. 1+У ±р, т (о) е - (- <М)-
2р

В дальнейшем в совместной работе М. М. Джрбашяна и автора ([4], 
см. также [2], глава VII) был установлен ряд теорем об интегральном 
представлении различных классов аналитических функций в угловых

Л ( — — > — ) • \ 2а 2а/ 1
Это—совокупность функций Е (г), голоморфных в угловой области

. / тс тс \ I тс тс _ . । ]Д(——= — —— <аг£г<—, 0< |։<+°° ?
\ 2а 2а / [ 2։ 2а |

и удовлетворяющих условию

|Е(ге/*)|* г“ Аг (14)

Следующие две теоремы из указанной работы затем другим методом 
были установлены М. М. Джрбашяном в монографии [2]. Мы приве­
дем вти теоремы именно в формулировке, предложенной в [2].

Теорема Д. Если Е(г) £Д ■к к \ 
2?’ 27/ то для любого

а 
----------> 2а-1’ Г справедливо интегральное представление

Ер (хС; р) Ср, , (С; Г) Л, (15)

где Г — граница области Д (-------------- ,----- 1----- ), пробегаемая в от-
\ 2а 2р 2а 2р / .

рицательном направлении относительно этой области, а
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Теорема Е. Если и (С) £ (Г), т. е.

то

(16}
и

Таким образом, (16) — это параметрическое представление класса
Н“ Д (---- . Отсюда при а =р = р. =1, <о = О следует другая

’ [ \ 2а 2а / ]
известная теорема Пэли-Винера о том, что класс Л, функций, анали-՛
тических в полуплоскости Ее г > 0, для которых

аир о<л< +

совпадает с множеством функций, допускающих представление

я^> О,
о

где
• ф(0€£։(0,+оо).

При этом выявляется возможность нового эквивалентного Опре- 

деления класса Н։ НЯ А (------ , —) ) •

Более общий класс Н“ 

тиросян [5]. При

—< а՛ 
2

к . к
2^’2^

определяется как множество функций /■’(я), голоморфных в угловой
к к

области Д
2а’2а,

и удовлетворяющих условию

зир < I 
|т<|& о

оо.

Им были исследованы вопросы полноты некоторых биортогональных 
систем функций, описания замыкания этих систем, базисности, а также 

решена задача кратной интерполяции в классе Н“
к к

“ 2?’ 2аА
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Этот класс является обобщением класса Н™ 2а’ 2а
и известно­Д

го класса Нр в полуплоскости (см. [6]), и поэтому обладает многими 
свойствами, которыми обладают указанные классы. В частности, спра­
ведливо утверждение ([2], [5]):

[/ к к \ 
Л ( — 2^՜’ 2^/

(1 < р < + со, — 1 <7° <7 Р — 1) справедливы утверждения:
1. Почти всюду на «?Д (--- —, — ) (то есть на границе области

\ 2а 2а / \

(к к \\ „ , .— —, — Н Функция У7 (г) имеет угловые граничные значения

Г (С) €
« к \\

—, — ) ), т. е. 2а 2а))

причем

Вт I |/г(ге/’’) — Е (ге )1Р г՞1 с!г =0. 
,”,'± йо

2. Имеет место интегральная формула

1 
2кг

Для любого ф0

к . к X 
27’ 27/ угловая область

. 1+-

шах |Г(ге/?)| = о (г Р ) при г—> оо и г -» 0.

Настоящая работа посвящена обобщению и распространению вы­
шеприведенных теорем на классы и; или на классы

2.“ для значений 1 < р 2. При этом ряд основных трудностей у да՜
лось преодолеть другими, ранее не примененными методами.

Работа состоит из четырех параграфов.
В § 1 исследуются свойства преобразования типа Бореля—Лапласа

функций класса //“ и устанавливается интегральное

представление для этого класса функций.
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В § 2 аналогичный результат доказывается для функций, задан­
ных на конечном числе угловых областей с общей вершиной и при­
надлежащих там соответствующим классам Н“.

В § 3, на основании предыдущих результатов, другим способом 
вновь устанавливаются теоремы типа Винера—Пэли об интегральном 
представлении некоторых классов целых функций, доказанные ранее 
М. М. Джрбашяном и И. О. Хачатряном”.

В § 4 строится теория интегральных преобразований с ядрами 
е~։Р и Е? (г; (*) в классах Ер. Доказанная здесь основная теорема 4.2 
является распространением теоремы В М. М. Джрбашяна На классы 

Она в частном случае содержит утверждение теоремы Б Титч- 
марша. При доказательстве этой теоремы применен новый подход, 
заключающийся в том, что интегральное преобразование функции из 
класса £“ рассматривается как некоторого рода „предельная форма“ 

интегрального представления функции из класса ]Е£ Д

§ 1. Интегральное представление функции класса

к к \ 1 
2^’2^/]

1°. Поедварительно докажем несколько простых предложений. 
Пусть при 1 <^р -С 2, /(х) £ Lp (0, + оо), т. е.

00

J I/(*)!р </х = Af< + ОО. 

о

Рассмотрим преобразование Бореля-Лапласа функции f (t)
00

g (z) = ^e~xt f (t) dt. (1.1)

При Rez^>0 интеграл абсолютно сходится и представляет "аналити­
ческую функцию. Полагая z— re‘v = х + ig, имеем

00

g (х + гд) = J е-'У' e~xt f (t) dt.

Ясно, что при х>0, е~х‘ / (t) Lp (0, со) и по теореме Б будем 
иметь

л °° 1
J 1я (х +.iy)\1’ dy < —----Q е~Рх‘ 1У (f)lp dt

(2п)~‘ 0

Эти результаты пока не опубликованы.
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Таким образом, функция g(z) принадлежит классу Я» при
Кех>0, т. е. аналитична в правой полуплоскости и удовлетворяет
условию

зир
0<Х< +

{ у|£(х+401’ф}<+ОО-

Но из одного результата С. А. Акопяна [7] следует, что тогда
. . _ | . / к тс \։| _ _д Г / •* \ I?(г) с я, д(~т։ д(_т։ т) *

Таким образом, доказана
Теорема 1.1. Если/(х)^£д(0, + <х>), то определенная фор­

мулой (1.1) функция у (г) принадлежит классу Ня Д( —)

2°. Предположим теперь, что Г(х) ££“(0, со), т. е.
00

У |Л (х)|р х“ </х < СО, 

о
где — —1.

ГТ \ 1 рр—Р +1 4֊ ®При р _> —- и р = ----------------- рассмотрим функцию
2 Р?

00

8г. и (*) = Р^՜1 У ^(0 е-/Р ։₽ ^р֊1 Л. (1.2)

о
При этом рассматриваются те ветви функций х^-р՜1 и гР, которые на 
луче аг£х = 0 принимают положительные значения. Функция gr, р. (г)

голоморфна в области Яе х’ > 0, т. е. при х£± I---- —, — ). После за-
\ 2р 2р/

маны переменной получим 

“ 1 
gf.v.(z)=>г^-г у Р (^>/р) е-/։Р ^-։ 

о
Обозначим »=хР. Тогда будем иметь
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gf։ |x(w։/O = e-,w F(t4t)

По предположению F (x)^£“(0, + co). Имея в виду также выбор-
числа р, получаем Fit1՛') Г~1 £ Lp (0, + Но тогда из теоремы 1.1Г 

следует, что gf, и (wl,f) £//, [ 4/_2L,2L)l
L \ 2 2/1 т. e.

ce

SUP I f Itfp. p- [(re«)՛'^’)1^ e/rl <^ + co. 
1”<Г о J

Это равносильно утверждению

sup I f l#p. p (^’’)l<z t ” ’ dt I < 4֊ .«֊•

Полученный результат сформулируем в виде теоремы.
Теорема 1.2. Если /7(х)^£“(0, со), где —1<^ш<^р— 1, то

к к
Д (--------, — )

\ 2р 2р /.
—> a gr,r(z) 
Р— 1

определяется формулой (1.2). 
3°. Пусть теперь

(л к1 
-------> ----2а 2а,

а>—, — 1<<п<р — 1 
2

Рассмотрим функцию

’ V’ Ле-и (1.3>
о

где
а ։ = рр+т—р+1 .

2 а—1 рр

Для каждого голоморфна в области

А ( 0------ > 0-|----- -и принадлежит там классу Нч /-1 Д (0---------- >
\ 2р 2р/ I \ 2р

0 + — ) (см. теорему 1.2). Обычным способом поворота пути интег- 
2 Р/1

рирования функция £(р’։и (г) аналитически продолжается на всю область

д(-’— - — ’ — + — £/д6- —»6+—Y
\ 2а 2р 2а 2р/ W1<£ \ 2р 2р/

Полученную функцию обозначим через Gf ,p-(z; /•). Очевидно,
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ш

“ Г / к к It It \ I

2 a 2 р/ I

Таким образом, доказана
Теорема 1.3. Если

i<p<2, —100 — 1), 
то

Gr.^-, /)ен;₽~Гд/—֊֊—, —+—М, 
L \ 2а 2р 2а 2р/]

։ле
> а t РР + <“ — р + 1 ։

2а —1 рр
a GftV.(z; F) в каждой области

0+ЛЛ Лек—")
\ 2р 2р/ V 2 а/

определяется формулой (1.3).
4’. Перейдем теперь к доказательству основной теоремы этого 

параграфа. Она является перенесением теоремы Д, приведенной во 
введении, с показателя р — 2 на общий показатель р, 1 <^р^2.

Теорема 1.4. Если F(z) д/---- — , — \ I, a'S —
L \ 2a 2а/| 2

р>—— ,1<р<2, РР + ш-р-4-1
2 а — 1 рр

1<Сш<Ср 1» /по для всех |®| •< — справедливо интегральное 

представление

F {r^ e'f) гН-։ = -L Л. р> J £р (Сг։/₽ e/f. и + 1} Gp (1 4)

При этом, если |<р| — — (1.4) имеет место для почти всех (0, то), 

а при |<р| < — формула (1.4) принимает более простой вид:

р (2) =2^У Ег &’> Н) С₽.и ^) бг„ (1.5)

Г 
аде

4»
Ср.ДСг/НЯ^ГдЛ-^- 2L, 21 ■ ±

I \ 2а 2р 2а 2р
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(в (1.4) и (1.5) участвуют граничные значения этой функции), а

(К 1Г я чс \— — — ——» —— 4- —— > пробегаемая в от- 
2а 2р 2а 2р/

рицательном направлении.

Доказательство. По теореме Ж Г (г) в области А(— ——, \ 2 а
—) представима своими граничными значениями интегралом Коши

г., . 1 С Е^е՜1^)
^(Х)=—I ----- т----------------- > —

2«։ 1 -I-
0 /е 2’-х 

О

(1.6)

- Л С^֊} *«в'*и а <*) - л (*)• 

2кг I г!
«/ ?е 2а-х (>

Преобразуем (х). Заметим, что согласно формуле М. М. Джрбашяна 
(см. [2], стр. 149) при

С6 а 6-—, 9+— У гед*6- —, 9 + --Л
\ 2р 2р/ к 2р 2р/

справедливо следующее важное представление ядра Коши:
оо

-1- = е'МСм-1 Г е֊(е-'9:)Р< £р (е֊1’ р) ^"։ Л.
С — г 3

о /
После замены переменной его можно записать в форме

ОС՛

-А_ = р^Р-:у е-:₽ £? (гГе֊,в; р)(ге֊'еХ₽-1 с1ге~а. (1.7)

О

Формула (1.7) верна при а = х^>0, С=^е , 6= —-------- е (е^>0—
2а 2р

достаточно малое число). Подставляя значение ядра Коши -------------

1е —X
из (1.7) в выражение для /г (х) и затем меняя порядок интегрирова­
ния (что’допустимо), получаем

.т'ЗГ’-
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* ’ 2а ~ 2р ' аОбозначим С — ге , тогда выражение в фигурных скобках
(й)

равно (см. (1.3)) £Р, р (С)--бр, р (С, /■).
Таким образом

л («)=Л С а-8)2«г Л
г8>

где Н+)~ луч С=ге Р , 0<г< + ».
Аналогично получается

’р.ДС, ?)Л, (1.9)

[-)

г *где Г}2) —луч С=ге 
Из (1.6), (1.8), (1.9) имеем

1 Г
2кг J 

г<«>
Ef (хС; и) Gf. р (С; F) Л, (1.10)

где Г(,) — контур, составленный из лучей arg С = ± к к
--------- е
2р

пробегаемый в отрицательном направлении относительно угловой об-
к К класти Д --- -- ------ р G, --- -г- --

2а 2р 2а 2р как функция от

— целая, а

G„ р (С; F) £ Hq к к к к
2а 2р ’ 2а 2р

д

и поэтому ночти всюду на Г имеет угловые граничные значения. При 
. к , к к л .. ... / т.

2а
в частности, при х=х^>0) в силу выбора числа р

Ff (zC; р)С ££»(0, + «о),
(1.11)
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С„ДС;/)С +°о).
Поэтому в (1.10) можно перейти к пределу при в -► 0. Получим

Г(х) = -Ц С Ef (К; р) GP, ДС; F) Л. (1.12)
2J

L

(тс TC \
— 2՜ ’ 2~/ " ДРУ՜

(тс к \ — — ■ — ] интеграл

-Ц[^(хС; p)Gp>,(C; Г) Л, 
2 тс/ J

в силу (1.11) абсолютно сходится и значит также представляет ана* 
/ тс' тс \ _литическую функцию в Д1— — • . Но принципу аналитического

продолжения при всех х^Д ( — — > — )
\ 2 а 2 а/

^(г) = ֊1тС£р(Х; р)Ср,ДС; /) Л,
2к/ 1

т. е доказано утверждение теоремы (1.5).
U е. л ( * ЯНа границе области Д — —» — 

\ 2а 2а

сходится. При I'pl'C— имеем 2а

интеграл справа может и не

Е (?/ре'т) Г՜1 = —(՝£■₽ (С?/Ре'?; р) ^“։ Ср. ДС; /) Л. < 
2 ТЧ л

Интегрируя по I в пределах от 0 до г и имея в виду формулу (см. [2], 
стр. 413) ՛ .

т
^£Р (С?/ре'р; рИ՜1 Л = е*; р 4֊ 1),

о
получим

г
СГ(#։/р е'т) Л= — г (Ч (Сг։/Р е'т; р + 1) СР (С; Г) Л.

5) л

Полученный справа интеграл, в силу асимптотических свойств функ­
ции Ер (г; р) и выбора параметра р, абсолютно Сходится для всех

|ф|-"С — • Таким образом, для таких <р справедливо почти для всех 
2 а

г^>0 представление
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Г(Лв'‘)г=‘-’ = —— г*1 н + 1)СР,ДС; £)</С.
2Ч4г ) ■

Теорема 1.4 полностью доказана.
Замечание. Граничные значения функции (С; £), участвую­

щие в представлении (1.4), (1.5), определяются следующим образом

и после интегрирования по г от 0 до г получим

/ 2а (гг1г Нг — е °?р. н {г е )г аг = ------------------
Р

Здесь можно перейти к пределу под знаком интеграла при <р —• — 

4՜ 0» затем дифференцируя по г, получим наше утверждение для 

/ ։ -I ֊ \
Ср, р. г р е ; Е) г11г и’. Аналогично доказывается утверждение для
Ср, р (г1" е”) г11'՜* ■

5 . Как следствие доказанной теоремы 1.4 получается следую­
щая теорема об аппроксимации функций из класса | Д (---- —1 I

I \ 2л 21/] 
целыми функциями.
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Для любых г^>0 и > а обозначим

д (г, «։)= ( г; |аг£ г|< ֊^, г < |г| < 4֊ ос1.
I 2«1 )

Ясно, что А (г, а.)£Д[----\ 2а 2а)
Обозначим далее через Р, (г) (а > 0) функцию

Л (г) = ֊1֊ [* Ер (Ся; Р) Ср, „ (С; Г) Л, 
2~1 J

где Га — часть контура Г, лежащая в круге |С| о1/?. Легко видеть,
что Гя (г) — целая функция порядка р и типа

Справедлива следующая

Теорема 1.5. Пусть тогда суще-

ствует постоянная М = М (Г, г, ах) (ах > а, г 0) такая, чпиГпри 
аЪ>0

М

ре

равномерно в области б (г, а1) (для малых а (0<:а<^1) »та раз­
ность просто ограничена).

Доказательство. Действительно

,(+) т(-)

где — части контура Г, лежащие вне круга |С| о։/р»

1 (±): С; агг С = ± (— + — 
I \2а 2р .

. |С|>*1/₽ •

Имеем
00

в։/р

(<. 1 & * У։ г) X
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так что

Применяя неравенство Гёльдера и учитывая, что 

л)|/ 76М0]+оо)

(см. теорему 1.3), получим 
- Ня

|/+)(2)|< Xни I
а'1г

Аналогично оценивается /( ’ (г). Эти оценки и доказывают теоре­
му 1.5.

§ 2. Интегральное представление функции, заданных на конечной 
системе угловых областей с общей вершиной 

и принадлежащих там классам Н"р

1°. Как уже было отмечено в представлении (1.4) теоремы 1.4 

интеграл в правой части абсолютно сходится для |<р| -С — • Но если 
2а

֊ 2а / япредположить, что р / это равносильно неравенству -—[-

ТС \
— <С1Г )» то> как и в случае р = 2 (см. [2], теорема 7.8, см. также 
Р /

[8], лемма 4), этот интеграл имеет смысл (абсолютно сходится) и в 
некоторой другой угловой области. Именно, если как всегда

означает . / к кдополнительную к Д (----- 1----- >
\2а р

угловую область, то справедливо

Теорема 2.1. Если Д

рр + <о —Р 4- 1 ,■R----------------------- - — 1 << р — 1, то

утверждение.

к.\1 1 1
— I I • а > —2 а/] 2 1<Р<2,

РР

к
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1. При р > —------- » |ф| > ——1------ » 0 г <2 4՜ 00 справедливо2а — 1 2а р

и + 1) С,. ДС; 7) <Л==0. (2.1) •*< О. Г

2. При р = 2а -
2а—1

О <^г <^ + оо

£*(—г։/р; Г) = 0. (2.2)
п П , V. 2 А * / * I * ** \3. При р 2>---------- и г = ге г Д *----- 1----- >------- --------)

2 а—1 \2а р 2 а р /

£ (г; /) = -- С £Р (Сг; н) С₽. и (С; £) Л = 0. (2.3)
2«։4

Доказательство. Как при доказательстве теоремы 1.4, рас­
смотрим сначала интеграл (в^>0— достаточно малое)

^£Р (Сг1,р е'т; н + 1) СР, ДС; г) Л. (2.4)

V - 2а I , К I « / 2« I , \Если р> ------- -- и |<р > — 4----- (при р = -- -------  , рр =« ), то
2а — 1 2а р\ 2а — 1 /

_ / к тс тсдля любого ։>0 во всей замкнутой области Д ----- 1- - -----в, — ------

— - --- И в ) функция £Р (Сг1/р е/т; н4-1) удовлетворяет неравенству
2р /

]£Р (Сг։/Ре'’; ц4-1)|<-.С1 
к . 1 | |С|РР֊

(при рр^> 1 произведение рц следует заменить единицей). В той же 
области для С7Р, ДС; £) имеем (см. теорему Ж)

^(о<։<1). (2.5)

К1 '
Так что при |С| -» 4՜ 00

|£Р(Сг1/ре'’; и + 1)СР.ДС;Г)1<^. (2.6)

При |С| -> 0 это же выражение удовлетворяет неравенству типа (2.5). 
Отсюда по интегральной теореме Коши

^£Р(Сг1/ре'’; К+ 1) <?₽, ДС; 7-) Л = 0. (2.7)

Учитывая теперь, что при 2՜ + ^----е֊^1Ф|՝С + ~~ (агг С=ф) рав­

номерно
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£,((Л'’։ н+1)с\£р(0, со) 

и

СР.ДС; Г) С (0, со), 
можно перейти к пределу в (2.7) при в -»О. Получим 

(ЧкЛе'’; р+ПСр.ДС; Г)Л~0. 

г
Отсюда следуют утверждения (2.1) и (2.2). Что касается (2.3), то оно 
является простым следствием (2.1). Теорема доказана.

2°. Пусть имеем систему угловых областей 
д(ф*-2֊’ ^ + 2֊)’ * = 2’ - ’ 

тде

0 < Ф1 < Ф։ < • • • < Фл < 2 "> < а* < + со,

при этом предполагаем, что эти угловые области не перекрываются. 
Это эквивалентно следущей цепочке неравенств:
Ф*+։_ Ф*2>-^- (■— + —----) > 1, 2, --, п (фл+1 = Ф1+2«, ая+1==а1).

2 \“* “*+1/
Пусть

ДМ Ф‘ + 2^)]’ п.

Предположим, что функция Г(г) определена на множестве

Л (а; Ф)=и ,(ф*֊ от֊’ 
*-1\ 2«л 2 а*/

■следующим образом:

/ (г) «Д (г), если ,£д/ф*— * , ф*+ * \ (& = 1, 2,• •п). 
\ 2Л 2Л/

При этих условиях мы скажем, что

Р(г) е Н?[Л (а; ф)].
Отметим, что дополнение множества А (х, ՛!>) также состоит из конеч­
ного числа угловых областей. Величину наименьшего из дополнитель-

_ 1Г
ных углов обозначим через---- Выберем числа ? и р- из условий

р>ъ рр + щ֊р + 1
РР

Следующая теорема представляет собой распространение теоре­
мы (точнее говоря, частного случая теоремы) М. М. Джрбашяна ([2], 
теорема 7.10) на случай !</><2.
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Теорема 2.2. Если Г {г) ^Н^[А (а, ■]>)], то для всех <р, |®—?*|<С

<''5—- имеет место интегральное представление2лк

Г(г^е^г-1= » [еДС»-’''«1’; И + 1) Ср, ДС;/*)Л, (2.8)
*-։2^ £

при этом, если |® — <р4| = , (2.8) имеет место для почти всех

/■€ (0, + со), а при I?-?*1 <2~ (* = 1> 2>'' ’> 

ни мает более простой вид:

п) формула (2.8) при-

П*) = 2 Е* и)А) (2.9)

где

Гл/ I К * I I К I • П \ 1 д(-|,‘-2Ч-27'-+‘ + 2^ + ^]-

— преобразование типа Бореля-Лапласа для функции /к (г); а

(. П Я . , К I 15 \— Ф* — от-----— ’ — Ф* + о - + — ■ про-
2ак 2р 2ак 2р/

бегаемая в отрицательном направлении.
Доказательство. По теореме 1.4. для функции /* (г) при

ф — ®*| -С---- имеем представление2а* '

/к (г* е'*) г*֊’ = ֊1֊ С Е, (!>>'₽ е/т. и 1) о (С. Д) (2Д0)
2кг бг О 

г* л

Если же |® — ф*| — и г - ге'’, то (2.10) можно записать в виде
2а* < •

Л (г) = С Ер (Сг; И) СР. и (С; /*) Л. (2.11)
2кг J

Г*
Согласно теореме 2.1 правая часть (2.10) равна нулю, если |?— фт| <
< -—, т к. Суммируя по fc равенства (2.10), получим утверждение 

2а/Л
(2.8) теоремы. Исходя из (2.11), аналогично получим и утверждение
(2.9). Теорема доказана.

§ 3. Интегральное представление некоторых 
классов целых функции

В этом разделе на основании результатов § 1 и § 2 мы получим 
интегральные представления целых функций определенных классов. 
Как уже отмечено, результаты такого типа другим способом ранее 

были получены М. М. Джрбашяном и И. О. Хачатряном.



1$

22 А. Е. Аветисян

1°. Обозначим через 5^;" класс целых функций / (г) порядка

р>— типа для которых
2

00

У I/ (/е/8)|₽ г Л < 4֊ со 

О
_, ТС

при _ 4՜ 9 .< 2 л--------. Здесь, как и раньше, предполагается, что
2р ' 2р

1<р<2, —1<ш<р —1.
Справедлива
Теорема 3.1. Если Е (г) 6 то * (*) предстпаввяется в

виде

Г(х) = У Е? (ги; 8 (и) с/и, (3.1)

О

где
и- рр+-֊р±1. а «(„)е4А(0,?»). 

рр
Доказательство. Рассмотрим функцию Е (г) в угловой об­

ласти А ( —, 2"---- — ) • По условию теоремы Р (г) £ Л (—, 2тс —
\2р 2р / \2р

---- —) I, и, следовательно, по теореме 1.4 имеет представление 
2р/1

Е (г) = — С Е» (Иг; И) Ср,. „ (С; Е) Л, (3.2)
2^12

_ - .. .. Р1Р + “ Р1+ 1 п /Г. Ь\ С. и Р-1 Гл/՜ 11 п _где ?!>?, Р — --------------------------- - Ьр,рД-., г) пч Л ( —— -— > 2 .֊ —
Р1Р [ \2р 2рх

---- — 4—— ) I—преобразование типа Бореля-Лапласа функции Е(г),.
2р 2Р1/1

а Г —контур, состоящий из лучей аг$С =----------- > аг2С=2к--------- 1-
2р 2р1 2р

4֊ —» взятый в отрицательном направлении по отношению к области 
2Р1

71» ТС
-----------> 2т:--------- 1----- ) • Если положить р, = р, то в представле- 
2р 2р1 2р 2р1/

нии (3.2) контур Г превратится в дважды пробегаемую в разных 
направлениях действительную полуось. Обозначая граничные значения 
функции Ср, р (С; Е) сверху и снизу от полуоси (0, 4՜ °°) соответствен­
но через 0^ (и; Р) и С^(и; Е), из (3.2) получим

Г(х) =^-. Г£, (га; р) («; Е) - (и; £)) Л. (3.3>
2 «I Л
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Очевидно

(и; Г)е^₽-1(0, +«>).
Но Г (г) — целая функция и, значит, ее преобразование типа Бо­

реля-Лапласа голоморфно в области |С| яЧг (см., напр., [2], 
стр. 330). Поэтому при и^.Ди; Л)—С^ (а; Г) = 0. Обозначая 

я (и) = («։ /")- («; /')}, из (3.3) получим представление
2«։

(3.1) для г£Д (—, 2гс--- — ]• Но в обеих частях (3.1) стоят целые
\2р 2р /

функции. Поэтому (3.1) верно для всех значений я. Теорема доказана.
2е. Прир^>1, 1<^р-С2, —1<®<р— 1 обозначим через “ 

класс целых функций / (г) порядка р и типа -С а, для которых
ОО

У |/(ге'0)р’ги</г<-|- со 

о

для |6|< —֊— и |0-гс|<-1-֊^.
1 2 2р 1 1 2 2р

Справедлива
Теорема 3.2. Если Г (г) С т° Г представляется в 

виде 
аЧ(

Р{г)= I Ер (йа, р) £ (и) Ж/, (3.4)

где г_рр+-гые4г 
рр

Доказательство. Рассмотрим функцию Е(г) н угловых об­
ластях

и Д։ = Д ( я ГС , ГС ГС ГС \—---- > к 4----------- •2 2р 2 2р )

Значения функции Л (г) в этих областях мы обозначим соответствен­
но через Ех(г) и /«(г). По условию теоремы /ч (л) £/7р[Д*], 1е=1, 2.

Применяя теорему 2.2 (фг = 0, ф։ = я, п = 2), получим (см. 2.9))
2 ! р

Р <г) = 2 ЛТ И? (* н) Ср. „ (С; Л*) «к, 
к=1 2*^* 1 Г*

(3.5)

где С(. „ (С; Л) £ Г Д (- ֊, -1)1, в,. „ (С; Р,) € Н“Р Д 1 - 

преобразования типа Бореля—Лапласа функций Ех (г) и Е։ (х). Оче­
видно контуры Гх и Г։ совпадают с мнимой осью, пробегаемой в раз­
ных направлениях. Из (3.5) при г £ Дх II имеем
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— ( £Р (йи, [Gp.ii (ги, /։)— Ср. ри (/и; Т5։)] с/и. 
2п 3

(3.6)

Но (г) и 7։ (г) представляют в областях \ и Д։. значения одной 
и той же целой функции Г (г), преобразование типа Бореля—Лапласа 
которой голоморфно в области |С|> я'/р. Поэтому граничные значения 
слева и справа от мнимой оси функций Ср. ,л (С: /\) и С,, и (С; Ра) сов­
падают при |С|> а1/(>, т. е. при |и| > я’/р

Ср, |1 (ш; /4) — Ср, ,1 (ги; /։) =0. (3.7)
Обозначая

г(и) = ^֊[Ср,|1(1и; Л) — Ср.ц(ги; /,)]

и имея в виду (3.7), из (3.6) получим утверждение теоремы (3.4) для 
г£Д։иД։. Но по принципу аналитического продолжения, как и в пунк­
те 1, равенство (3.4) распространяется на всю плоскость г. ‘Теорема 
доказана.

§ 4. Интегральные преобразования в классах Ар

В этом параграфе доказываются аналоги теорем М. М. Джрба- 
шяна об интегральных преобразованиях в классе £“ (см. [2], теоремы 
4.2, 4.3, 4.4).

Приводимые ниже теоремы, как уже говорилось во введении, до­
казываются другим методом. Основным .результатом здесь является 
теорема 4.2. При частных значениях параметров р, р, ш (э=р=1, а.՝=0) 
она переходит в утверждение теоремы Б Титчмарша.

1°. Предварительно докажем следующую теорему.
Теорема 4.1. В предположениях теоремы 1.4 при любом ?

|к я I
— —-» — имеет место представле֊ 2а 2а]

миг
^(г’/О е»т) ^֊1= А_ ± Г(:г1/р е/9>. и + и (Г. Е) (4Л у

2к1 аг J

где АР(<р) — контур, составленный из лучей аг$С = — .----- - >
2р

аг8^ = —Т+ ՛ ’ пробегается в отрицательном направлении отно-

сительно области Д( —7———» —7-}-—- )• При этом значения 
\ р 2 р/

функции Ср.ДС;/7) на контуре А.р(ф) выражаются формулами
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֊ i~.r 4
е _ ■ f e/f) ^-։ dx. (4.2)

о

Заметим, что при |«р| = — в (4.2) слева будут фигурировать гра- 
2а

ничные значения функции бр>и (С; Г), которые существуют почти всю" 
ду (см. теорему Ж).

Доказательство. Пусть сначала |<р|— • Тогда, как и при 
2а

доказательстве теоремы 1.4, имеем
Е (г* е‘г) г»֊1 = — — г* . (* ЕР (Сг։'р е'’; р + 1) <7Р. НС; ?) Л, (4.3) 

2к/ 4г J 
д(‘>

где — контур, составленный из лучей „։С_±(Х +--Л.

Считаем, что 0<^е<^------ 1^|. Из асимптотических свойств функции
2а

Ер (г; р) следует, что при фиксированных <р в угловых областях

к к
2а 2р 2р

к
2р

к я
2а 2р

имеет место равномерная оценка

(4.4)

В тех же областях для функции Ср, р. (С; /) по теореме Ж 
оценку

имеем

(С;/)!<-£

ICI’՜
(4.5)

Поэтому в указанных областях при |С|-» œ

՝Е₽ (Cr'/₽ е'7, р + 1) Gt. и (С; Е)| < ֊֊^-----

T~T+tv-Kl

С,
! + •£

Q

(4.6)

При |С| —► 0 левая часть (4.6) удовлетворяет неравенству типа 
Отсюда из теоремы Коши следует, что контур в (4.3) можно 
нить контуром Д.р (ч>).

(4.5) 
заме

В случае, когда |?! =—» те же рассуждения проходят, только 
2 а

в представлении (1.4) замену контура следует совершить с одной 
только стороны (половина контура, т. е. один луч, остается без из 
менения. Утверждение (4.1) доказано.

Для доказательства (4.2) заметим, что внутри угловой 'области
к

— <Р — — < argz

р q

к
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Ср.Дх; Г)=^(я) =

= У ГЦе1’) (кТ' сНе\ 

О /
Положим г = ге19. После замены переменных получим

в,,и (г’/Р е«; Г) г’/Р֊н = — е‘ (,+” (м-1) Се՜’"" е'*) -Л՜* *
Р ло

ИЛИ
г

у Ср, р. (г։'Р е'О; /) г>/Р- н</г = _1 е"^ ֊» +.4*

О
л -тгг*Р (?+•)_ 1

х - ---------------3 _те<Р<*+։> 
и

1С к
Устремляя 0 к — т + — и — Т — —» затем дифференцируя по г, 

получим формулы (4.2).
2°. Перейдем к доказательству основного результата этого па­

раграфа. Напомним, что через Ьр(0, 4֊ °о)(1<^р < 4՜ °°> ——1) 
обозначается класс функций /(г), измеримых на (0, 4՜ со) и удовлет” 
воряющих условию

У|/(г)|рг“«/г< + оо.

о
Теорема 4.2. Для любой функции Р(г)££%(0, 4՜ °°)(1<7>-С2, 

——1) формулы.

■* _ Г I р I л,г*е р > — > р = -------- ----------- > определяют почти всюду функции

( ±,57^ __2_ , х
ф \ге /6 Р՜1 (0, 4- со) ( <7= —Р— ) .

\ р—1/
Двойственная формула (£р = £р (0) см. теорему (4.1)

^(^'Р) р*՜1 = ~ у- >* С 5р (СР'р; р 4֊ 1) Ф (С) Л (4.8)
Л'кгйг J

£р
также имеет место почти для всех (0, + со).
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Имеет место неравенство

Доказательство. Известно ([5], лемма 1), что если 
у £ Ер (0, + со), то почти для всех г С (0» 4" 30)

(4.10) 

тде /-> (г) и /4 ’ (г) — граничные значения на действительной оси 
(снизу и сверху) некоторой функции /(а) £ [ Д (0,2 к)] (/(х) голо'
морфна в разрезанной по положительной полуоси плоскости и почти 
всюду /(-)(г)= Пт /(ге<г), /(+> (г), = Пт /(ге/г)>

Рассмотрим функцию /(г) в области Д (0, 8)(3}>0г 3 Ц—— •Ся). 
\ 2р /

Ясно, что /(г) £ Ир [Д (0, 8)]. Применяя теорему 4.1 при ® = 0, полу՜ 
»1чим почти всюду I

/'* ’ (г1*) г = — — г (О’/₽; р -с 1) ОД (С; /) Л, (4.11) 
2 пг Л- и

£р 
।(где (

( ±*Г- \ ~ V։ ։р/
(ОД \ г’/Р е ₽; // г" - 1Х= - ---------------  X

Р

х Л Г £—=1 /(+) (т1/р) г՜’ л. (4.12)

0
Аналогично рассмотрим функцию / (х) в области Д (— 8, 0). Ясно 

что /(х)£/7^[Д(—8, 0)]. Применяя теорему 4.1 снова при ?=0, по­
лучим

/(-) (Г1/Р) гР-1 = _2_Х ги С Ег (Сг«/Р; Р4-1) (7(-) (С; /) Л, (4.13) 
2к/ Лг 3

£р
где

±ь(Ь-1)

од /) г’/^= - ----------------- т ^-։
’• * р ֊ с/г Д Ч- IX

' (4.14)

Так как 6р7|1 (С; /)^//, Р то
ОД(ге£' *;/)€

^ЕЯР * (0, <»). Аналогично и Ср, (ге Р; р)£ЕяР (0, со). Вычитая 

±<Тр
(4.12) из (4.14) и обозначая при С = ге
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б# (С; /) - К; /) = ф (о- <4Л5>

±1' !֊ 
получим формулу (4.7), при этом из (4.15) следует, что Ф (ге ) 6 

в>
£ £, /-1(0, 4֊оо). Это утверждение прямо следует также из теоремы Б, 
если учитывать, что условия

Г(г)€£;(0, +«»), Ф(ге )€£/ (0,4-05) (4.16)

в силу выбора значения параметра р, эквивалентны соответственно 
условиям
Г (г1*) г-*е £, (0, 4- со), Ф (Ле*' 2₽) (0, 4- со). (4.17)

Вычитая (4.11) из (4.13), в силу (4.10) и (4.15) получим двой­
ственную формулу (4.8). Что касается неравенства (4.9), то оно сле­
дует из теоремы Б, если учесть наше предыдущее замечание относи­
тельно эквивалентности условий (4.16) и (4.17). Теорема доказана.

3°. При р}> 1, теорему 4.2 можно дополнить следующим утверж­
дением.

Т е орема 4.3. В предположениях теоремы 4.2, при р > 1, 

|0| — справедливо равенство
Р

Ат՜1* И4֊1)Ф(С)<К“О. (4.18)
2яг дг 3

Ч
Доказательство. В силу (4.15) достаточно доказать, что 

типри |0{ ~^г — справедливы равенства
Р

[’ Ер (Сг’/р е/’; Р 4- 1) <7(х) (С; /) л = 0. (4.19)

Из асимптотических свойств функции типа Миттаг-Лефлера и из вы­

функция от С принадлежит классу Н'р Д (---- -- , ֊
\ 2р 2р.

роны, очевидно, (С; /) £ К к
2р ’2р

бора параметра р следует, что £р (Сг1^ е/։; (*4-1) при |0| > — как 
Р

. С другой сто-

. Отсюда по ин­

тегральной теореме Коши следуют равенства (4.19) (см. [5], лемма 2, 
см. также доказательство теоремы 2.1).

Эта теорема позволяет обобщить теорему 4.2 и, как в случае 
Р ~ 2 (см. [2]> теорему 4.4), построить аппарат интегрального преоб­
разования и обращения для функций, принадлежащих классу на 
конечной системе лучей.
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Введем следующие обозначения: совокупность лучей
/*; argz = f* (Л=1, 2> - > п), 

0<фг< ?։< ••<?«<2՜ 
обозначим через Г. Система лучей Г разбивает плоскость на п угловых 
областей с общей вершиной в начале координат. Полагая j= 2
обозначим далее

{л ) 
---------------- } ’ 
?4+J ~ J

Ясно, что — представляет собой величину наименьшего из этих углов 
(0

Пусть Ьр(Г) означает класс функций F(z), измеримых на Г и 
удовлетворяющих условию

Г jF(s)HxJ-rf|x| = S f |F(re'9*)fr“</r < + оо.

Справедлива следующая
Теорема 4.4. Если F (г) ££р(Г), 1<^р-С2, —1 <о < р — 1, 

рп + ш — р + 1р > а», <i = —----------------  > то формулы
РР

Р

х А Г е ■~1 e'n) г՜1 d. 
dr J + 

о
(k = l, 2, --, n)/

определяют почти всюду функции

( ~ 'П±' / р \
ф*\" J^L4 Р"1(0, +°с) (?=֊)•

Двойственная формула (r1!f e‘v £ Г)

^(г>/Ре/Т)г1х-1 = 2_у Аг(‘£р(Сг>/ре'т; 1)Ф*(С)Л 
2 к։ “j dr J

(- f *)

(4.20)

(4.21)

(4.22 >

также имеет место почти всюду. 
Справедливо неравенство

п

S
to •»

г р~ dr I < Со 2 |F(re'T*)|₽ гш dr I1"-. (4.23)
J *=i IJ J

Доказательство. Утверждения (4.21) и (4.23) непосредствен՛ 
но следуют из теоремы 4.2. Для доказательства (4.22) обозначим
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Ա (r’/f «'’) I*֊* = — — rH f Ef (Cr։'> e'’; H֊l) Ф* (С) ԺԼ. (4.24) 
2«/ dr J

Из теоремы 4.2 имеем
£* (г1/₽ е'’*) ^֊։=Г(г1/₽

а из теоремы 4.3 следует, что

Ճ* (г1/₽ е‘,т) г1*՜՛ =0, при րո=ք=և,
Поэтому при г’^е'^Г справедливо равенство

2 £* .(г1* е/р) ги-1 = г (ր’՚₽ е^) /*-։ (4.25)
*=/

Суммируя по индексу к равенства (4.24) и имея в виду (4.25), полу­
чим (4.22).

В заключение отметим, что дословным повторением рассуждений 
из [2] можно комбинировать теоремы 2.2 и 4.4 (теорема 4.4— это своего 
рода „предельная форма“ теоремы 2.2) и получить для 1</><^2 аналог 
общей теоремы М. М. Джрбашяна (см. [2], теорема 7.10) о представ­
лении функций, заданных на множестве, состоящем из конечного чис­
ла лучей и угловых областей с общей вершиной.

Ереванский институт
народного хозяйства Поступила 2.Х1.1981

Ա. Ь. ԱՎԵՏԻՍ ՅԱՆ. Ֆունկցիաների դասեր կոմպլեքս տիրույթում և նրանց ինտեգրալ ներ­
կայացումները (ամփոփում)

Աշխատանքը նվիրված է Մ. Մ. Զրբաշյանի, ինչպես նաև Մ. Մ. Ջրրաշյանի և հե-

ղինակի որոշ արդյունքների ընդհանրացմանը

դասերի վրա 1 <Հ բ <՜ 2 արժեքների համար։

և տարածմանը- /Z' Д (—  • ---- I 4 £■
I \ 2 ® 2 ® / ]

Ստացված արդյունքների հիման վրա նորից
ապացուցվում են (ուրիշ մեթոդով) Վիներ-Պելիի տիպի թեորեմներ ամբոդշ ֆունկցիաների 
որոշ դասերի ինտեգրալ ներկայացումների մասին, որոնք նախկինում ապացուցված էին 

Մ. Մ. Ջրրաշյանի և Ի. Հ. Խաչատրյանի կողմից։ Լր դասի ֆունկցիայի ինտեգրալ ձևափո­
խության հետազոտման նկատմամբ նոր մոտեցումը կայանում է նրանում, որ այդպիսի ձևա-

փոխությունը դիտվում է 

յացման «սահմանային տեսք»/

որպես J-J™
2a

դասի ֆունկցիայի ինտեգրալ ներկա -

A. E. AVETISSIAN Classes of function in the complex domain and their 
integral representations (summary)

The work is devoted to generalization of some results of M. M. Djrbashian, 

as well as M. M. Djrbashian’s and authors and their extention to № Д
' [ \ 2a 2a/J 

and Lp classes for 1 ■’C p < 2. The results are applied to prove. Theorems of Viner 
Paley type concerning some classes of integral representation of intire functions. There 
theorems earlier proved by a different method by M. M. Djrbashian and I. H. Khac- 
hatrian.
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