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ОБ U (в)-МНОЖЕСТВАХ ПОЛНОЙ МЕРЫ ДЛЯ 
СИСТЕМЫ УОЛША

Для ортонормированной на [а, 6] системы (։рл)7=о подмножество 
£<z[a, 6] называется 67-множеством, если из условия

У| ся Ья (х) = 0 для любого х £ Ес (1)
/т«^0

<£' = [а, 6] \£) следует, что ся = 0 при всех п.
Хорошо известий (см. [1J, [2]), что для тригонометрической сис

темы и системы Уолша любое счетное подмножество отрезка ортого
нальности является 67-множеством и не всякое подмножество нулевой 
меры является таковым, а в силу принципа локализации ни одно под
множество положительной меры не является 67-множеством для этих 
систем.

Определение. Для ея | О подмножество £с[а, 6] называет
ся U (&)-множеством для ортонормированной на [а, 6] системы 
(<Рл}7 о՝ если ИЭ условий

с„ = О (8л) (2)
и (1) следует, что сл=0 при всех п*.

* Если же в атом определении условие (2) заменить на {сЛ) £ 1Р (при фик
сированном р >1), то получим определенно (/^-множеств (в »то* связи см. рабо
ты [3]—[6]).

А. Зигмундом было показано (см. [7], стр. 549—551), что для 
любой последовательности s„ j 0 существует подмножество Е с [0,2*]  
(р£^>0), являющееся 6/ (в)-множеством для тригонометрической систе
мы и был поставлен вопрос о существовании U (в)-множеств меры 2я.

Положительный ответ на этот вопрос дается в работах Ж. —П. 
Кахана и И. Кацнельсона (см. [8]). Аналог теоремы А. Зигмунда для 
системы Уолша-Пэли был установлен В. Шапиро (см. [9]).

В данной работе устанавливается аналог теоремы Ж.—П. Кахана 
и И. Кацнельсона для системы Уолша (при любом порядке внутри 
„пачек“).

Рассмотрим ряд по системе Уолша—Пэли (w/(x))zL0:

2 сЛ w„ (х). (3)
ч л—о

Частичные суммы этого ряда обозначим через Sm (х):
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ж—1 
5Я (х)=2 Сл»л (х).

Мы докажем следующее утверждение.
Теорема 1. Для любой последовательности (в/ }“_0 (е( > О, 

Ит в, = 0) существует множество А меры нуль такое, что если 
коэффициенты ряда (3) удовлетворяют условию (2) и для како
го-либо счетного множества X

Нт 5։*(х)  = 0 на А\Х, (4>

Заметам, что существуют равномерно ограниченные полные ортонормиро- 
ванные системы непрерывных функций с //-множествами, имеющими счетное допол
нение (см. [5]).

то сп = 0 для всех п.
При доказательстве теоремы 1 наряду с другими соображениями 

мы будем пользоваться некоторыми элементами техники, восходящей 
к работам А. Райхмана и Н. К. Бари (см. [7], стр. 547—551), кото
рые применялись ранее в подобных ситуациях в работах [8], [9] (см. 
также [Ю]).

С другой стороны справедлива
Теорема 2. Для любой монотонной последовательности

[вя}Г0 (ел =0» У 6л = + 00 ) ' Л*Л=и  \ Л ' {.А л ' /
л«=0 '

и для любого счетного множества՛ Г с [0,1] существует ненулевая 
последовательность {с,}“^, удовлетворяющая условию (2) и та
кая, что для любого х^/-

2 Сл шя (х) = 0*.  
л=0

В связи с этой теоремой отметим, что если брать по одной 
функции из каждой „пачки“, то для полученной подсистемы суще
ствует (/-множество со счетным дополнением, а вообще любая орто- 
нормированная на [а, 6] система [<рЛ}։ удовлетворяющая условию 

ь .
йга у 1ч>л (х)| бх0, содержит подсистему, имеющую (/-множество с 

а
дополнением нулевой меры (см. [11]).

При доказательстве теоремы 1 мы можем предположить, что для 
любого к

е2» = в2*+։  = ' ‘ •=Е։*+1_ ։ = а*.  (5)

В противном случае мы могли бы последовательность (в/.) заменить 
на (в'), где = тах в. при 2*<։<2* +։.
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Далее мы будем считать фиксированным последовательность {•«}, 
удовлетворяющую условию (5).

Обозначим
В, = [<6(0,1): г, (0=11 (5 = 0,1,..-), 

где (гЛ (<))—система Радемахера.
Пусть, далее, числа такие, что

(*“%••-5 /п=1, 2,...), (6)

причем потребуем, чтобы последовательность 1*1^1."  ? при каждом фик
сированном т была строго возрастающей. Заметим также, что

Пт п£я) = оо при любом I. (7)
т-*««

Рассмотрим множества
ж+р - -

ит, р^= Л В Др = II ит, р г Д = Л Др,
к-е * т-1 р-0

£/«= П Вл(Я1), В= и ит (т = 1, 2,. . .; р = 0, !,.••). Л—0 к т=1

В силу (6) и определения множеств В։ имеем

т. р=------ - ------  , Мр —-—> Н Д = 0.Р 2«»+р + 1 ’ г Р 2Р + 1 ’ г

Очевидно также, что Вс Д. Зафиксируем некоторое счетное 
множество Хс [0,1]. 1

Мы докажем,՝ что множество А удовлетворяет требованиям тео
ремы 1. Но прежде чем перейти к доказательству теоремы 1, уста
новим следующие вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Если коэффициенты ряда (3) удовлетворяют ус
ловию (2) и

а) Пт 5։  (х) = 0 на В\Х,*

б) |5։  (г)| < С на В'\Х при любом к, 

то сп=0 для всех п.

*

Лемма 2. Если коэффициенты ряда (3) удовлетворяют ус
ловию (2) и для некоторого р > 0

Вт 5^ (х) = 0 на ДР\Х

то сп = 0 для всех п.

До'казательство леммы 1. Зафиксируем произвольное 
6^>0. Пусть для некоторого М
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|с.|<Ж (п = 0, 1, (8)
. 2М Зафиксируем также т^> ——

Каждую двоично-иррациональную точку отрезка [0,1] можно един
ственным образом представить в виде суммы ряда

х‘ = 0 или Ь (9)
/-Ю х

Определим отображение Т множества У двоично-иррациональных

точек [0,1] в ит следующим образом: Тх—^ где 
1=0

0, при I = п[т> 

‘ Х1-к, при пЗД < I < п<т),

Л = 0, («։[?]*=  — 1). Легко проверить, что Тх^ит и отображе
ние Т взаимно-однозначно.

Пусть
’/(х) = |№/(Гх), при хбУ

10, при х£[0, 1]\у,
/=0,1,

Нетрудно показать, что для любого ( ш/(х) почти всюду совпа
дает с некоторой функцией системы Уолша. Действительно, пусть 
/=2'«4-2'՛-|-----1-2''. Тогдаприх£/

ш / (х) — а/ ( Тх) = пк (Тх).

Но если х имеет вид (9), то

(Т . = [ 1. при 2=п<*>
Х Ц— 1)Ж'-*=П-*  (х), при п^։<£<л^»>,

А = 0, !»•••, Отсюда также получаем, что «п (х) = ш0 (х) п.в. толь
ко тогда, когда либо / — 0, либо г имеет вид 

л<т) 4я”
2 ’ + 2 к' + ... + 2 . (10)

Рассмотрим последовательность

։*-։  ~
(х) = 52* (Тх) — сп ш„ (х),

л-0
к = 0, I,- -. Из условий леммы 1 имеем, что п.в. на [0,1]
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Иш ер*  (х)=0 и |ф*  (х)| < С для любого к.

Отсюда следует, что

О = lim С ?*  (х) dx = lim V с„ Г wn (х) dx = c0 4֊ V (V с,)։ (Ц) 
*” 0J **“ 0J *=о  Л

где внутренняя сумма берется по всем л, для которых [log։n]=n^"> 
и которые имеют вид (10). Но количество таких л равно 2*.  Следо
вательно, в силу (6), (8) и (11), имеем

lcl<f ü’M«...,« —2 i = 
™ *-о  2 m

В силу произвольности 3, отсюда заключаем, что со==О.
Пусть теперь Лд >1. Рассмотрим последовательность

S2k(x)=w„, (х) S2k (х) (Л = 0,1,-- •). (12)

Очевидно при Ä:^>[Iog։n0] S2» (х)—есть полином по системе Уолша 
вида

~ ։*֊։-
S։*(*)  = 2 сЛ шя (х),

где

Ся = Сл+л,. (13)

(Напомним, что операция 4֊ определяется следующим образом:
л+ т = 1, если шЛ (х) wm (х) = wi (х)).

Пусть [log, л]>[log, л0]. Тогда [log։ (л+ л0)] = [Iog։ л] и

|с<: ։ = 2*.  2‘+1,-’-, 2* +։-1) = {а: ։=2*,  2*4-1,- 2*+ ։—1) (14)
при к > [log, л].

Из (12), (5) и (14) следует, что ряд 2 сп wn (х) также удовлет- 
л=0

воряет условиям леммы 1 и, следовательно, в силу доказанного выше

со=О. Но из (13) следует, что сп,— с0. Итак сп = 0 для любого л. 
Лемма 1 доказана.

Доказательство леммы 2. Зафиксируем произвольное 
тп^>1. Докажем, что 52* (х)=0 на Um,p для любого к.

Нетрудно заметить, что характеристическая функция множества 
Uт, р всюду, за исключением некоторых двоично-рациональных точек, 
совпадает с функцией
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где 5 = 2 ֊1 и
ЗЫ=1. . С15)

г-0

Отсюда получаем, что для к^>п^р 

з ։*  -։
к (х) 52к (х)=2 7/ сп тп+, (х)= 

1-Л п-0
3 2*-։ 3*֊1

= 2 !< 2 Сп +1 шя (х) = 2 ая шя (х), 
/—О л-0 л—0

5
где аЛ = 2 7/ся-и. Но в силу (15) имеем 

/—о
шах |ая|< шах |с„| при Л>п ‘̂+). 

։*<«<։»+։ 2*<«<2*+։ '

и, так как 
։* —1

Вт 2 ая шя (х)==0 на [0,1]"х X, 
к՜* “ я—0

то получаем (см. [10], а также [12]), что ая=0 для любого и. От
сюда имеем, что для любых к и х £ [0,1]

Х(х)5։* (х) = 0.

Но при х^ит,р X (х) $2*  (х) = 3^ (х).
Итак, $2*(х)=0  на Ар при всех к^֊0. А это значит, что ряд 

(3) удовлетворяет условиям леммы 1. Лемма 2 доказана.
Доказательство теоремы 1. Обозначим

Л(=(«6[0,1],-Пй |5.*(0|>1|.

Множество М можно представить в виде ^ = ^0U Р, где — множе
ство типа С։, а Р—некоторое, не более чем счетное множество дво
ично-рациональных точек. Далее, допустим, что

Л1 = Ло\АГ«/=0. (16)
(Заметим, что также есть множество типа Со). Так как ^сА‘ = 

«•
= и о Аер, то (см. [7], стр. 548) существуют р>0 и двоичный интер

вал Дс[0,1] /т. е. интервал вида такие, что
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А ПЛГ։ с ДПЛ‘. (17)
Из (7) имеем, что Ар — всюду плотное открытое множество. 

Следовательно, для любой точки х£ДП-<4р существует двоичный ин՜ 
тервал Дг такой, что

х^АхСЛпЛ,. (18)

Очевидно, существует полином (разложение характеристической функ՜ 
ции интервала Д.г по системе Уолша)

= при 
1 | 0, при

где 21?/1=1.
Рассуждениями, аналогичными приводимым при доказательстве 

леммы 2, получаем, чго для достаточно больших к
\ ։* —։

<р (() 52* (А)= 2 ап и>п (/),
л=0

где коэффициенты ап также удовлетворяют условию (2). С другой 
стороны, так как, в силу (17) и (18), пересечение множеств 
supp <р (() = Дх и 7V не более чем счетно, то имеем

всюду, за исключением некоторого счетного множества. Отсюда, по тео
реме В. А. Скворцова (см [13], теорему 4), получаем, что У, an Wn,(t) 
есть ряд Фурье некоторой ограниченной функции. Следовательно, 
последовательность [ф (0 $"2* (01 равномерно ограничена и в силу лем 
мы 1 ф (() S,*  (t)=0 для любого к. Но при Дх <р (f) S2* (()=S2* (f). 
Итак, мы получили, что при всех к S„*  (х) = 0 на ДГ|Л,.

Аналогично, рассматривая последовательность {՛!> (х) S2* (х)}, где 
1» (*) —полином по системе Уолша, равный единице на Д и нулю на 
Дг, и используя лемму 2, получим, что при всех к

S2* (х) =0 на А.

Но это противоречит условию (16). Следовательно N с X\J Р.
Итак, мы получили, что 11m |S2* (х)|<С 1 всюду, за исключением 

счетного множества. Из той же теоремы В. А. Скворцова вытекает, 
что (3) есть ряд Фурье ограниченной функции. Отсюда по лемме 1 
получаем, что ся=0 при любом п. Теорема 1 полностью доказана.

3 а м еч а н и е. Из доказательства видно, что утверждение 
теоремы остается в силе при любом порядке системы Уолша 
внутри „пачек".
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Выше мы заметили, что каждая двоично-иррациональная 
отрезка [0,1] единственным образом представляется в виде • ели 
же х—двоично-рациональна т. е. имеет вид x==q7^ ’ ТО ЭТ° пРед 

ставление не однозначно. Точнее, в этом случае

x=V Х1 = у > <19>
Zj Qi+i Zj oi+i
1—о z i—o л

где начиная с некоторого номера х/=0, а х/ = 1- Далее, из опреде-
к

ления системы Уолша—Пэли имеем, что при п = 2 п/ 2 (щ = 0 или 
1-0

1) для двоично-иррациональных точек х

шя(х) = (-1Г° 
а для двоично-рациональных х

S "1 х\ S я‘ xi

w„ (х + 0)= (-1)'“° , wn (х-0)= (-1)' ’°
и

(х) = ~ [<»« (х + 0) 4- шя (х — 0)]

(wn (0) = wn (О 4֊ 0), Wn (l) = w„ (1—0)), 

где последовательности [xi], [х’(] и [x'J определяются из равенств 
(9) и (19).

Следуя работе [10], мы вместо точек отрезка [0,1] будем рас
сматривать соответствующие им двоичные последовательности.

Для двоичных последовательностей х = (х0, х1։•••) и у = (у0, 
у1г - •) определим сложение +: x-f- #=(х04-у0, хх4֊ ylt-• •).

Тем самым, множество X двоичных последовательностей можно 
рассматривать как векторное пространство над конечным полем 
Z2 — (0,1) классов вычетов по mod 2.

Из сказанного выше видно, что для доказательства теоремы 2 
достаточно установить следующее утверждение.

Теорема 2'. Пусть (e;|z“_0 — произвольная монотонно стре- 
ев

мящаяся к нулю последовательность, причем V 6^ = 4֊ оо. Тогда 
1-0

для любой счетной последовательности векторов {x(m)} “ _0 (х(т։ £ X, 
m = существует ненулевая последовательность [сп)п%,
удовлетворяющая условию (2) и такая, что для любого т
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S Ся (-!)<"• ^=0, 
л«=0

։де

<л, х<«’> = л0 хо') +л։ хН'Ч------ hn*„  xl?, кп = [log, л],

2 Л/ 2'= л.
/—О
При доказательстве теоремы 2' мы можем предположить, что 

последовательность (x(m)Jm-o удовлетворяет следующим соотношениям:
х(<п) х(п) ПрИ т Л. г(0) _ о (=(0,0, ■ • •))

при тл=2'*  + 2Z,+ ՛ • • + 2Z* (4 <4< ‘ ՛' "С *՛*)>
х<т'= х(1'.) _j_ х^ч 4-... 4- х<г'« . (20)

В противном сАучае мы могли бы втого достичь добавлением но
вых векторов и, быть может, их перенумерованием.

Нам понадобятся следующие леммы.
Лемма 3. Пусть последовательность (В'Ь1*0  удовлетворяет 

условиям теоремы 2', а 1у(т)}т—о— произвольный, набор линейно не
зависимых векторов из X. Тогда для любых 8т (8т =0 или 1, 
т = 0,1,---, I)

2 е( = + со,

где 2 = {։: <J, ^(т)> = 8«, т = 0,1,- • ■, I}.

Лемма 4. Пусть (е.]“_0 удовлетворяет условиям теоремы 2', 
а {х(т)}т=о — соотношениям (20). Тогда для любых к, п, р (2*  р< 

2к+։) и для любых р>0 и а существуют п и коэффициенты 
ы(^=п, л+1,-՛-, Л) такие, что

|с/|<в/ (21)
(г=л, л -ь 1,- • -, Л);

2
0, при 0<s<^2։+։, s^p
а, при з = р (22)

и

max 
n<m<N I

(23)

Доказательство леммы 3. Пусть г0 такое, что у^= 1. Су
ществование /0 вытекает из линейной независимости Мы мо
жем предположить, что = 0 для любого т 1. Действительно, в 
противном случае мы могли бы вместо векторов (ш = 0,1,՛ • •, I)
взять
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ут=ут, у<->=
д(т), если = 0 
^{0)+ У1я1)> если Я/.л։=1

(т = 1,2, •••, Л» » вместо 8т (т = 0,1,՛ • •) числа
~ * Г 18т ПрИ = °
°0 б0» ----- I » I > (М) _ 1

I ։0+ 5т при у}. = 1
(т = 1, 2, • • •> /)•

Аналогичным образом можем предположить, что существуют чи
сла 4, /'»,•••, п такие, что для любого к >-1

= 1 и у^ =0 при т>к + 1.

Пусть р = шах ։*.  Докажем, что для любого п существует д £ 2 та- 
»<*</

кое, что 
л2>’+1<д<(л-|-1) 2* +։. (24)

Действительно. Выберем д/££։ так, чтобы число /=л2р+։ д/ 2(/ удов
летворяло равенству < ։, •

Далее, если числа д/(։ = /, I— !,•••, &+1) уже выбраны, то вы
берем д*С^  так> чтобы число

/= л 2"+1 + д/ 2"+ д/-։ 2‘‘֊’ + • • • + д*2'*

удовлетворяло равенству < I, у^ > = 8*.
Легко проверить, что в силу выбора чисел ։*  (£=0,1, •••, I) и р число

д = п2р+Ч֊£ д*2'*  
А-0

принадлежит 2 и удовлетворяет (24). А отсюда, используя монотон
ность последовательности (в/ | и расходимость ряда 2 в/ легко полу
чить утверждение леммы 3. Лемма 3 доказана.

Доказательство леммы 4. Очевидно, не нарушая общно
сти, можно предположить, что а 0. Обозначим

f т=0,1, - -, к — 1 
I xf֊^, т = к.

Из соотношений (20) следует, что вектора у(т> (тп = 0,1, • • •, к) 
линейно независимы.

Пусть у(0-С j <^2* +1) имеет вид:

/ = 2 8^2". (25)
т—0

Положим 2у = [։՛: <i, y<n> >=8(7), m = 0,l,...։ £).,
Далее, для конечных подмножеств натуральных чисел 2 и 2' 

будем писать 2^2 , если шах 2}«^ min 2՜}. Зафиксируем 
целое г^>'а/р.



О множествах для системы 441

Применяя лемму 3, мы можем последовательно строить конечные 
подмножества

и найти коэффициенты 
/ г ։*+*—! \

с/ (|с/|-< •/, I £ и I) О1 ) X у-о 7 /
со следующими свойствами:

Й'с2у (/ = 1, 2,-., г; / = 2*+։ — 1); (26)

с.^>0, при II 2', и а<^0, при и (27)
։ о</<2*  ։*</<։*+*

(/ = 1,2,..., г):

для любых I и у

Положим Ы = шах 1 ։ ) и с< = 0 при

__  г ։*+*-!
п <։ < ТУ, ։ £ и II 2',./-1 у-о 1

Покажем, что коэффициенты с/ (։ = я, л + !,.••, ДО) удовлетворяют 
требованиям леммы 4. Действительно, условие (21) очевидно. Дока
жем (22). При 5 = 0 имеем

2 с,(֊1)<^(п;>=2с< = 2 
1—п 1—п

Но в силу (27) и (28) имеем при любом
2*+։_։

2 2^ = 0.
7-0 Убву

Пусть 1 и х^։ имеет вид

хи) = ----- |2 д(т<։ ’ (тх< ОТ, < • • • Ж/, < 4).
Тогда

ТУ г ։*+1
Зс։(-1)<‘.^’> = 2 2 2 + •••+ < л

2*+*-։
2 2- «'• 

1ея‘

I

Но в силу (26)
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ГД8 *т\  2>' ' ֊ /,) определяются из равенства (25). Отсюда, учи

1л = М-Ц, р = 2/->-|-1, р=—, а=-V С/(-1)</.^)> 
/ /-0

(1 = 0,1,..., 2'֊’ —1).

После этого очевидно будем иметь, что для любого 5<^27

4+1
2С/(-1)<։.гМ> = 0. (31)

тывая (28) и (27), получаем для любого I

։*֊։  «{Р+•••+
2 2 с, — 3 (- 1) 1 ՛՛ • (29)

1&1} Г

Но легко проверить, что последняя сумма равна 2*  при тп։ = к (т. е. 
при 5=р) и нулю при т1 к. Аналогично можно получить, что для 
любого I

а*+1-1  0, при з^р
3 Е «(֊։)« *>>-  А прв։ = р (30)

/-։*  /е«; Г

Этим доказывается соотношение (22). Из (29) и (30) получаем 
также, что

шах
" । 2к -։ _Х с/(_!)</,ж(,» = £С/ = _1<р.

• /֊° /6а) Г

Итак, лемма 4 полностью доказана.
Из зтой леммы легко получить утверждение теоремы 2'. Дей

ствительно, возьмем с0 = в0. Предположим, что коэффициенты ся, 
л = 0,1,--՛, л/ (/>1» л։ = 0) уже выбраны так, что для любого /<л/ 
имеет место (21) и

•>
2 с/(-1)<' ^)>=0, при 0<5<2>֊’.
1—0

Найдем числа (М лу = Ао <АХ<-■ •<^_։ = Лу+1 и коэф
фициенты {с/, последовательно применяя лемму 4 при к=/—1,
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Продолжая таким образом построение, получим последователь 
ность которая в силу (23) и (31) будет удовлетворять требо
ваниям теоремы. Теорема 2' доказана.

Автор выражает искреннюю благодарность Р. И. Овсепяну, под 
руководством которого выполнена данная работа.
Ереванский государственный 

университет Поступила 25,V.1981

Ա. Վ. հԱԽՇնՑՅԱՆ. Ուոլշի սիստեմի համար յրիվ չափի Ս(е)- բազմությունների մասին 
(ամփոփում)

Հոդվածում ապացուցված է, пр Ուոլշի սիստեմի համար գոյություն ունեն լրիվ չափի 
Ս{է)—բազմություններ (թեորեմ!) և որ այդպիսի րազմություննե րր չեն կարող ունենալ հաչ- 
4*/ А լրացում (թեորեմ 2)ւ

А. V. BAKHSHE'/ZIAN. On th, (/(s)-lets of full measure for Walsh system 
(summary)

The existence of U(s)-sets of full measure for Walsh system is proved (theo
rem 1). It is shown that such sets cannot have countable complements (theorem 2).
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