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О՞. Пусть В — банахова алгебра и А — замкнутая подалгебра 
алгебры В. Говорят, что А является максимальной подалгеброй алгеб
ры В, если каждая замкнутая подалгебра алгебры В, содержащая ал
гебру А, • совпадает либо с А, либо с В. В случае, когда А — равно
мерная алгебра на некотором компакте X и В = С (X), алгебру А на
зывают максимальной.

Примером максимальной алгебры может служить алгебра, полу
ченная с помощью реализации диск-алгебры на окружность (теорема 
Вермера).

Этот результат дал толчок появлению работ о максимальных 
подалгебрах банаховых алгебр. Диапазон исследований, посвященных 
этой тематике, можно проследить, например, по работам К. Гофмана и 
И. Зингера [3], Ф. Р. Бонсола [4], Е. А. Горина [5], Е. А. Горина и 
В. М. Золотаревского [6], Е. М. Чирки [7], Р. Блюменталя [8], 
П. Паепа [9] и др.

В данной заметке также рассматриваются вопросы максималь
ности, в частности, обобщается следующий результат: если R (К) — 
равномерная алгебра на К, порожденная рациональными функциями и 
Р (К) — равномерная алгебра на К, порожденная полиномами, то в 
случае, когда К—круговое кольцо, Р(К) является максимальной под
алгеброй в R (К).

1°. Пусть С— компактная абелева группа, группой характеров 
которой является некоторая подгруппа Г аддитивной группы веще
ственных чисел R. Рассмотрим компакт Х= СУ[1/2, 1]—прямое про
изведение группы С на отрезок [1/2, 1]. Каждому а£Г поставим в 
соответствие непрерывную на X функцию <ра : X г) = а (#)■> *,
gXr£X. Полученное семейство функций обозначим через Ф. Очевид
но, на Ф можно задать групповую структуру так, что отображение 
“®а есть изоморфизм группы Г на группу Ф.

Пусть А и В — равномерные алгебры на X, порожденные функ
циями из Фо= {?а £ Ф, а^-0) и Ф соответственно.

Данная работа посвящена изучению этих алгебр. В частности» 
доказывается, что А является максимальной подалгеброй алгебры В, 
т. е. любая замкнутая подалгебра алгебры В, содержащая А, совпа
дает либо с А, либо с В.

Интерес, возникший к этим алгебрам, объясняется тем, что в 
случае, когда С—единичная окружность, а Г = 2, алгебра А со։ па-
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дает с Р (К) — равномерной алгеброй на компакте К={*£С; 
1/2 |г| С 1 }, порожденной полиномами, а В совпадает с R (К)— 
равномерной алгеброй нг. л, порожденной рациональными функциями 
с полюсами вне К.

В дальнейшем для любого замкнутого множества РсХ через 
Ар будем обозначать равномерное замыкание сужения алгебры А на 
множество Р, а через (7-, будем обозначать слой (7 X {«), 1/2-<а<:1.

Лемма 1. Для равномерной, алгебры А выполняются следую
щие условия:

а) пространство максимальных идеалов Мд алгебры А полу
чается из прямого произведения (7Х[0, 1] путем отождествления 
в точку слоя [0) ;

б) граница Шилова ЭА алгебры А—есть компакт (7։;
в) алгебра Аоа является максимальной алгеброй Дирихле, 

1/2 < а < 1.
Доказательство. Для доказательства леммы укажем другой 

метод построения алгебры А, отличный от вышеуказанного.
Пусть £> — равномерная алгебра на С, порожденная характерами 

из Гп = {« £ Г, а > 0}. Пространство максимальных идеалов Мо алгеб
ры О с точностью до гомеоморфизма совпадает с Мд, и гельфандов- 
ское представление алгебры А на Мл есть в точности гельфандовское 
представление алгебры О на это же пространство. Поэтому равно
мерная алгебра А получается из сужения гельфандовского представ

ления О алгебры Р на множество X с Мд, т. е. Ох = А. Для Од 
условия а), б) и в) верны (см. [1], стр. 219—226), следовательно, эти 
условия верны и для алгебры А. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть х0 £ X. Тогда найдется такая замкнутая 
окрестность И с: X точки х0, что:

а) А у = Ву\
б) Мду = V.

_ Доказательство, а). Пусть <р £ Фо, и — замкнутая поли
номиально выпуклая окрестность точки <р (х0) и И={х£Х, ?(х)£ №}. 
Заметим, что поскольку <?(хо)=/=О, можно предположить, что О^՜^. 
Тогда, применив теорему Мергеляна и теорему 5.1 из [1], стр. 23, 
получим £ Ау1 . Полугруппа Го = |«£Г, а^>0) задает полный ар
химедов порядок на Г. Поэтому Фо архимедово упорядочивает Ф, а 
так как А~р, получим Ау для любого ’®Г£Ф. Следователь
но, А у ~ Ву.

Условие 6) немедленно следует из построения множества И н 
леммы 1, а). Лемма доказана.

Лемма 3. Для алгебры В справедливы следующие утверж
дения:

а) пространство максимальных идеалов Мв алгебры В сов» 
падает с X;
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б) граница Шилова дВ алгебры В есть обьединение множеств 
С։ и 01/։;

в) Вол = С (0„) для любого а £ [1/2, 1];
г) равномерное замыкание Яе° В сужения Ие В на дВ является 

гиперплоскостью в Ся (дВ)—пространстве всех непрерывных ве
щественнозначных функций на дВ.

Доказательство. Справедливость условий а), б) и в) немед֊ 
ленно следует из построения алгебры В и леммы 1. Докажем усло
вие г).

Рассмотрим на дВ функцию

10; х с О]/։.
Пусть К — круговое кольцо в С1 с центром в начале координат. 

Тогда линейная оболочка Ые R (К) и функции 1о£|2| плотна в (^В), 
где <?/?—граница Шилова алгебры R (А) (см. [1], стр. 159). Восполь
зовавшись втим фактом, покажем, что линейная оболочка R0 В и ф 
плотна в Ся (дВ). Действительно, из только что указанного утвер
ждения следует, что для любого <р£Ф функции вида

фО _ (Ке т; *€ сг а=10;
( 0; С1/2 (Ке<р; х^Сур

принадлежат замыканию линейной оболочки Ие0 В и функции ф. А по
скольку Ао1 — алгебра Дирихле, / = 1, 1/2 (лемма 1), то линейная 
оболочка функций <р° и «р0, <р£Ф, плотна в Ся (дВ). Покажем, что ф 
не принадлежит Ие0 В. В противном случае нашлась бы функция 

для которой |Ие / — ф|<^ 1/4. Поскольку ф|о, = 1, ф|о, = 0, в 
комплексной плоскости найдутся два полиномиально выпуклых непе. 
ресекающихся множества 7^ и таких, что /(б1)с:/‘1 а / (Сур) с 
Теперь, применив теорему Ока-Вейля, получим, что функцию, равную 
О на и 1 на можно приблизить полиномамй на множестве II /-։. 
А это означает, что существует функция ё^Вдв, равная Она б։и 1 
на 01/2. Но по условию в) данной леммы это означает, что Вдв=С(дВ). 
Пришли к противоре чию с условием а). Следовательно, Ие° В — ги
перплоскость в Ся(дВ). Лемма доказана.

Следствие 1. Пусть такая, что /1о, = 0. Тогда /=0.
Доказательство. Мера р0, заданная на Ох и Сур, и0 с, ֊°, Р0|с ։ = 

== °> гДе 0 нормированная мера Хаара группы О, ор тогональна к 
алгебре В, так как для любого £ Ф, ^'ф//|*в==0. Предположим, что 

существует такая, что /|о, = 0, /(о)/2 0. Тогда из условия г)
леммы 3 следует

где
/■В= (?еС(С1и Ся); ^ = 0),.

/ = [хСС^иб։; /(л) = 0).
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Поскольку f]oll2 ?= 0, то • найдется открытое множество U в 
Gi/2 и положительная функция V^f-B, равная 1 на U. Тогда

J £^>0-
X и

Пришли к противоречию.
Ле мм а >4. Пусть / £В. Прелположим, что для некоторого а, 

1/2 ^а^.1, /1ол принадлежит Аол. Тогда f^A.
Доказательство. Пусть р— такая регулярная борелевская 

мера на 'X, что supp н = Gt U G«, ц0։ = з, j*|o = — з, где з — нормиро
ванная мера Хаара группы G. Мера р ортогональна к В, следова
тельно и к Л. А поскольку мера 7= —р|о является представляющей 
мерой некоторого мультипликативного функционала алгебры А (так 

как для всех ?£Ф0\{1)) и/|Оа^Ло.» то для любого g£A
х

Рассмотрим теперь меру у0 = р|о, которая является также пред
ставляющей мерой алгебры А. Так как 70— 1 ортогональна к В, то 
для всех &£А имеем

Ао։ —максимальная алгебра и Сг—граница Шилова алгебры Л.следова’ 
тельно,/|о։£Ло,- Теперь, применив следствие леммы 3, получим /£Л. 
Лемма доказана.

Воспользовавшись леммами 1—4 докажем следующую теорему.
- Теорема 1. Алгебра А является максимальной подалгеброй 

алгебры В.
Доказательство. Пусть О—равномерная алгебра на X, по

рожденная функциями из Л и некоторой функцией g£.B. Покажем, 
что О совпадает либо с Л, либо с В. Рассмотрим непрерывное ото. 
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бражение я; Мо -* Мл՝, я (т) (#) = т (/), g£A и покажем, что 
к-1 (X) = X. Пусть т^Мо такое, что п(т)Сбг Поскольку каждая 
точка множества есть обобщенная точка пика для А (лемма 1), а, 
следовательно, и для /?, то носитель представляющей меры функ
ционала т совпадает с я (т). Поэтому т = я (т). Таким образом.

Пусть <р£Ф0 и ят—отображение из Мо в С; ят (т) = т (<р) ■ При 
таком отображении образом X будет круговое кольцо вида К = |г£С;) 
р<|я|-<1]. Пусть теперь т^Мо такое, что я (лц) £Х\дВ. Не теряя 
общности можно предположить, что Р<^ (л։0Х 1. Тогда множество

jz^Ä՜; |arg z| “С будет замкнутой окрестностью точки ят (т։). 

Рассмотрим два замкнутых в Мв множества:

Ух={т£Мо-, к,(т)6 И 
к

У,= [т£Х; ят(т)6И).

Из леммы 2 следует, что алгебра Л,={/։я; } есть замкну
тая подалгебра алгебры А 1=?Оу, и, кроме того, для любого 8^^А1 
найдется такое ^։£Л։, что —£։)|и=0. Граница Шоке алгебры Аг, 
в силу теоремы Росси о локальном принципе максимума модуля, со
держится в к֊1 (дУ), где дУ—топологическая граница У.

Пусть р—представляющая мера Йенсена для т0 алгебры Аг, 
сосредоточенная на дАг. Тогда мера V

у(Е)= [ х,-։ <6*>
3 г

где Х։-1 — характеристическая функция множества я՜1 (£), сосредото-

чена на д У и является представляющей мерой для точки я? (;п0) £ ։п 1 У 
равномерной алгебры Р(дУ), порожденной полиномами на дУ. Ал
гебра Р(д У)—максимальная подалгебра в С(дУ) и поэтому * (/•) }>»0, 
где /; = |г£ У; |г|=1). Если теперь т0 =/= я (тп0), то из вышесказанно
го следует, что найдется 8^.АХ такое, что = 0, (#)=/= О,
«(т0) ($) = 0. Тогда, поскольку ц —мера Йенсена

ГIog|m0(g)|< J bg |g| </р- + j log |g| dy-. 

։,-1W

Первый интеграл равен — со, так как я֊» (Г)С У,. Отсюда тпо(2) = О. 
Пришли к противоречию. Таким образом, если т^Мо такое, что 
я (гп^Х^Оцг, то т = п (т). Наконец, если Мо = Х и все функции 
из Ф обратимы в Д то Д совпадает с В. Если же то грани
ца Шилова сужения гельфандовского представления, алгебры О на мно
жество Р =«Мо\ X совпадает с Но алгебра /4о։/2 максимальна в 
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С (С|/г) (лемма 1), поэтому ^а112 = •<4о12- Теперь, применив лемму 4, 
получим, что О совпадает с А. Теорема доказана.

Теорема 2. Равномерная алгебра Ваз является максималь
ной подалгеброй алгебры С (дВ).

Доказательство. Для каждого <р£Ф рассмотрим две функции

_ Г«р иа Сх о = 1° на °г 
, ° ! О на | <р на Сщ.

Очевидно, <р0 + «° = ф|<?я •
Функции ф°, ф0, Я» £ Ф образуют ортогональный базис в 2? (|но1)> 

где |*о—мера, используемая в доказательстве следствия 1. Каждую 
функцию /£2Л (|Ро1) можно формально представить в виде ряда

2 « (фо) Фо + 2 Р (ф°) ?°.

а (?о) •= р?о |н0|. Р (ф°) = у/т° б |р01.

Отметим, что функция /^С(дВ) принадлежит Вав тогда и только 
тогда, когда а (®0) = ₽ (®°) для всех <р £ Ф. Этот факт объясняется тем, 
что любую функцию из Вав можно аппроксимировать линейными ком 
бинациями функций из Ф. Обратно, если для некоторой функции

С (дВ), « (<р0) = Р (ф0) для всех Т € Ф» то формальный ряд функции 
/ имеет вид

2 «(<ро) ?о + 2 Р (<р°) ?° = 2»(фо) ?!«•
Поэтому с помощью сумм подобных средним Чезаро можно построить 
последовательность из линейных комбинаций функций из Ф, которая 
равномерно на дВ сходится к /.

Теперь покажем, что Вав — максимальная алгебра.
Пусть-/6 С (бВ) не принадлежит Вав- Это означает, что найдет

ся такое ф £ Ф, что а (<р0) ¥= Р (ф°). Не теряя общности можно предпо
ложить, что

_ (1 на С,, 0 ( 0 на С,
Фп = < ®ц = 1 •

I 0 на Сц2 11 на Сгр
Тогда

(*/</ Ио = У^3- /<*0 "= а (<Ро)—Р (<Ро) =/= °-

х о, о 1/2

Это означает, что мера р0 не ортогональна к /, хотя ортогональна к 
алгебре Вав- И поскольку Но вещественна, то по лемме 3 г) линейные 
комбинации функций из Яе Вав и функции Яе / плотны в Ср (дВ). 
Поэтому равномерная алгебра О = [Вав, /]> порожденная функциями 
из Вав и функцией /, является алгеброй Дирихле на дВ, и следова
тельно, существует такая функция 8^0, что |Яе #— 1|<^1/4 на Сг и

|Ке#1 < — на С1/2- Это означает, что найдутся 
4

два полиноминально
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выпуклых непересекающихся множества Fv и Г' г комплексной плоско
сти, для которых

g (GJ с g (Gw) с Ft.
Применив, как при доказательстве леммы 3, теорему Ока-Вейля, по
лучим, что существует функция из D, равная 0 на и 1 на G\p. А 
так как Вав и Bq, — С (GJ, Bq1/2 = С (G1/2), то D= С (дВ). Тео
рема доказана.

2°. Как следствие из теорем 1 и 2 укажем два утверждения для 
почти-периодических функций, определенных в некоторой полосе комп
лексной плоскости.

Пусть z = х + iy — комплексная переменная. Множество всех г, 
для которых х = х0, будем называть прямой линией.

Множество всех г, для которых х принадлежит отрезку [а; 6], 
будем называть полосой.

Пусть Г° — аддитивная подгруппа группы вещественных чисел R 
и [0, я]— некоторая полоса в комплексной плоскости. Обозначим че
рез Во множество всех тех равномерно почти-периодических на [0, я] и 
аналитических в int [0, я] функций, у которых показатели экспонент в 
ряду Дирихле принадлежат Г°, и через Ао—все те функции из Во, у 
которых показатели экспонент ряда Дирихле принадлежат Г+= {х£ 
£ Г»; х> 0).

Множества Ао и Во являются банаховыми алгебрами в sup норме. 
Нетрудно проверить, что алгебры Ао и Во реализуются на множестве 
вида Х= G°X[l/2, 1], где G°—есть группа характеров к группе Г° и, 
кроме того, при этой реализации алгебры Ао и Во перейдут в алгеб
ры А и В, построенные в п. 1°.

Иными словами, существует изоморфизм между алгебрами вида 
Ао и Во и алгебрами вида А и В. Доказательство этого факта сле
дует из [2].

Поэтому верны следующие два утверждения.
Теорема 3. Пусть функция f^BQ не принадлежит Ао.’, Тогда 

любую функцию g<zB0 можно равномерно по всей полосе [0, я] при- 
близить полиномами от f с коэффициентами из Ао.

Обозначим через Со все те равномерно почти-периодические 
комплекснозначные функции на прямых х—0 и х — я, у которых по
казатели экспонент ряда Дирихле принадлежат Г°.

Теорема 4. Пусть функция f^Cü не продолжается анали
тически в полосу [0, я]. Тогда любую функцию g£C0 можно равно՝ 
мерно по прямым х =0, х = я приблизить полиномами от / с 
коэффициентами из Во.
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Ս. Ա. ԳՐէ՚ԳՈՐՅԱՆ. Աթելյան կոմպակա իւմթի բնութագրերից ծնված մաքսիմալ նանրա- 
նաջիվներ (ամփոփում)

Հոդվածում հետազոտվում են արելյան կոմպակտ խմբերի բնութագրերից ծնված հատուկ 
հավասարաչափ հանրահաչիվների հատկությունները! Ստացված հանրահաշիվները հանդիսա
նում են դասական' X (X) 4 ₽ (10 հանրահաչիվների ընդհանրացումը կոմպլեքս Շ1 հտր֊ 
թութ յան X չրչանային օղակում է

S. A. GRIGORIAN. Maximal algebra* generated by charactere 
of compact abelian group (summary)

The properties of special uniform algebras generated by characters of abelian 
compact groups are investigated. The obtained algebras are generalizations of the- 
classic R (K) and P (K) algebras in the circle ring of C1 complex plane.
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