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В. М. МАРТИРОСЯНЭФФЕКТИВНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КРАТНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ В Н- ПРИМЕНЕНИЕМ МЕТОДА БИОРТОГОНАЛИЗАЦИИ М. М. ДЖРБАШЯНА §0. Введение0.1. М. М. Джрбашяном [1] была поставлена следующая общая задача кратной интерполяции.Пусть (а*)Г(0<|а*|<1) и (т»)Г—произвольные комплексные числа и 5/^-1 (/ = 1, 2, •••)—кратность появления числа а, на от­резке {а*}].Выявить критерии для {«*)Г и обеспечивающие существо­вание функций / (г) из класса Нр (0<^р < + °о) Харди, удовлетво­ряющие интерполяционным условиям/1«»֊>>(а4) = 1* (£ = 1,2,...), (0.1)
и построить аппарат для эффективного представления решений такого рода.В том специальном случае, когда (а»)Г— суть различные точки круга |е|<3 и, таким образом, з/ = 1 (1 4՜ °°)> эта задача сво­дится к интерполяционной задаче/(**)=!*(* =1, 2.-") (0.2)с простыми узлами (а*)“.Критерии существования решения задачи (0.2) в классе Н“ огра­ниченных в круге |г|<^1 функций, либо в классах Нр (1 -С Р < + 00) были установлены в работах У. Хеймана [2], Д. Ньюмана [3], Л. Кар­лесона [4], Г. Шапиро и А. Шилдса [5] (см. [6], а также [7], где при­ведены подробные литературные указания).В работе В. Кабайла [8] было получено эффективное решение задачи (0.1) в классах Нр (0 <^р 1).В случае, когда различные точки последовательности {а*}“ появ­ляются двукратно, либо с одинаковой кратностью, в классе Н2 за" дача была рассмотрена в работах [9], [10] и [11], но вновь лишь в 
постановке существования ее решения.Следует отметить, что эти работы, посвященные задаче (0.2), значительно опираются на тонкие результаты теории гильбертовых пространств. В частности, работа Чальмерса [И], в которой, хотя и далеко не в наилучшей формулировке, дан полный ответ на вопрос о существовании решения интерполяционной задачи в классе Н3, су-



340 В. М. Мартиросянщественно опирается на известные результаты Н.К. Бари [ ] о ба зисах в гильбертовых пространствах, а также на двусторонние оценки Шура собственных чисел для произведений эрмитово-положительных матриц.0.2. В работе М. М. Джрбашяна [1] был предложен новый ана­литический метод для полного и эффективного решения общей интер­поляционной задачи (0.1) в классе Ня. Этот метод основан на по­строении специальных систем аналитических в круге |х| 1 функций{г*(ж)|Г и [2* (г)}”, биортогональных на окружности |з| — 1, ассо­циированных с последовательностью {«4)1°։ подчиненной условию Бляшке
со2 (1-1«*|)<+°°- (0։3)

Отметим, что система {2‘ (г)}Г является несколько модифициро­ванным вариантом построенной в работе М. М. Джрбашяна [13] систе­мы |2* (г)}Г, также биортогональной с {г* (а)}“ на окружности |х|=1.Для последовательностей {а*}“, удовлетворяющих обобщенному условию равномерной разделимости 1п£
4> 1 1п'лг—V-! ։ -«/•» ву , ак

>0 (0.4)
и условию ограниченности кратностейзир {$1} <Г + со (0.5)

4>1применением систем {г* (г)}” и {2^ (я)}Г М. М. Джрбашяном [1] бы­ло установлено совпадение пространства последовательностей
|(/,*"։,(«;))г^7е&.Т ■ ՛с пространством последовательностей комплексных чисел 7={‘(*}Г т а ких, что

СО (1 ֊ Ы’)210-1,411т*1* < + «■4—1При этом было установлено, что эти же условия (0.4) и (0.5) доста­точны для эффективного построения решения задачи (0.1) в виде суммы ряда
ОО/и) = 31*2И»), (о.б)4-1сходящегося в метрике Н2.В работе [1] была также выявлена полная внутренняя характе­ристика того подпространства Н2 [а*) пространства Н։> в котором за­дача (0.1) имеет единственное решение, причем это решение задается () .6).



Эффективное решение задачи интерполяции 3410.3. С целью проверить возможности своего метода биортогона­лизации в применении к задаче кратной интерполяции, М. М. Джрба- шяном было предложено рассмотреть задачу (0.1) в классах Нр в круге, в полуплоскости и в угловых областях (в этом случае (а*)Г — это последовательность точек из круга, полуплоскости или угловой области соответственно).Следует здесь же отметить, что задачу (0.1) для различных об­ластей нельзя свести одну к другой путем конформной пересадки, в частности, ввиду наличия кратностей.В цикле работ М. М. Джрбашяна [1, 14, 15], Ф. А. Шамояна [16], Г. М. Айрапетяна [17—19], А. М. Джрбашяна [20], Ш. А. Гри­горян [21] и автора [22—24] применением этого метода было получе­но полное решение задачи (0.1) в классах Нр в указанных областях. При этом было дано эффективное построение решений этой задачи, записываемых в виде рядов по системам [2* (я))“ М. М. Джрбашяна или по системам, являющимся их модификациями.В этой связи следует особо выделить случай 1<р<-|-со. В этом случае при условии равномерной разделимости (для соответ­ствующей области) последовательности {«*}“ и при условии ограничен­ности кратностей (0.5) была дана полная внутренняя характеристика тех подпространств пространств Нр в соответствующих областях, в которых решение задачи (0.1) существует, единственно и эффектив­ным образом строится. Более того, в этом случае было также уста­новлено, что если хотя бы одно из условий равномерной разделимо­сти или ограниченности кратностей нарушается, то пространство по­следовательностей
не совпадает ни с каким идеальным банаховым пространством после­довательностей (т. е. таким пространством I, что из [а*}Г£ I и |6*[-С < |а*|, к >1, следует {б*]“ £/).0.4. Данная работа посвящена эффективному решению интерпо­ляционной задачи (0.1) в классе Н“ ограниченных аналитических в круге |я| 1 функций, при условии ограниченности кратностей (0.5) ипри обобщенном условии равномерной разделимости (0.4).На вопрос о существовании решения этой задачи впервые был дан полный ответ в работе А. М. Джрбашяна [20]. Там было уста­новлено, что если последовательность {«*}“ удовлетворяет условию (0.5), то для совпадения классов последовательностей[((1- №)'*■’ /**-։) («*))£-! :/ен-] = Гнеобходимо и достаточно, чтобы выполнялось также условие (0.4) ((” — это пространство ограниченных последовательностей комплекс­ных чисел).



342________________________________ В. М. МартиросянЭффективное построение решения интерполяционной задачи (0.2) в № в случае простых узлов (а*|? (т. е. з* = 1, 1) получено не­давно американским математиком П. Джонсом (устное сообщение).Применением метода биортогонализации М. М. Джрбашяна в данной работе построена система ограниченных аналитических в кру­ге |г|<^1 функций {2* (х)}“, вновь биортогональных на окружности |х| = 1 с той же системой рациональных дробей, введенных М. М. Джрба- шяном (1 — а* 2) * ассоциированных с последовательностью («*1”, подчиненной условию Бляшке (0.3).Следует отметить, что при построении системы {2* («)}Г мы раз­лагаем в ряд Тейлора не функцию
как это делается в работе М. М. Джрбашяна [13], а функциюх* (г) =ш* (г) (1— а* г)Рк Г (г; а*)
(В (г) — это произведение Бляшке, определяемое по формуле (1.2), р* — кратность появления числа а* во всей последовательности [я/]“, /*՝(г; а*) определяется по формулам (1.6)—(1.7)). Такого рода прием применялся в теории полиномов Фабера и их обобщений [25].В леммах 1 и 3 устанавливаются важные интерполяционные свой­ства функций 2« (г) и сумм вида

Кт (*) = 2* (г),*-1аналогичные свойствам функций 2* (г), 2* (г) и соответствующих им сумм [13], [1].В лемме 2 устанавливается биортогональность на окружности|х| = 1 систем (г*(я)]Г и {2* (г)}“.В леммах 4 и 5 приводятся некоторые известные из работ [6] и [1] оценки, необходимые нам для дальнейшего изложения.При условиях (0.4) и (0.5) в леммах б и 7 путем дальнейшего обобщения надлежащим способом их работ [1], [15] устанавливаются важные оценки для коэффициентов, участвующих в представлениях функций 2* (х).Основным результатом данной статьи является теорема 1. В ней устанавливается, что если последовательность подчинена уело. 



Эффективное решение задачи интерполяции 343виям (0.4) и (0.5), а {7*}” 6 1“— произвольная последовательность, то ряд /(«) = £ (1-|«*|։)1-Л*7»а*(я) ՛ *—1сходится абсолютно и равномерно внутри единичного круга |х| < 1 и определяет функцию / £ Н“, удовлетворяющую следующим интерпо­ляционным данным: р(1 - |«*|։Г‘՜' Л՜” («*) =7* (к = 1, 2»...).Заметим, что можно также получить оценку модуля функции / (х). Но поскольку вта оценка, как и все известные до сих пор оцен­ки интерполирующей функции, не является точной, мы ее не приводим-
§ 1. Необходимые леммы1.1. (а) Пусть (а*)Г (0< |**|< 1) —произвольная последователь­ность комплексных чисел из единичного круга 0 = {х:|х|<1}.Для произвольного целого у ^-1 обозначим через з/ кратность появления числа а/ на отрезке («*)/, а через р/— кратность появле­ния числа Л} во всей последовательности Очевидно, что1 < з/ р> <4-оо (у > 1).Легко также видеть, что если 'последовательность (ад)" удовлетво­ряет условию Бляшке 2 (1—1=*1) < + °°>Д-1 (1-1)то ч исло р, конечно при любом целом у>1.Напомним, что при втом условии бесконечное произведениеад = П ֊^֊|*_։ 1 ~ а* * I3*1 (1-2)

сходится абсолютно и равномерно внутри единичного круга и опре­деляет там ограниченную по модулю единицей аналитическую функ­цию В (г), обращающуюся в нуль лишь в точках последовательности {«*)“. При втом точка с = а* является для В (г) нулем кратности р*.Наряду с произведением Бляшке (1.2) введем в рассмотрение также функции
1— вд х 1ад1Ч/ * лкОчевидно, что Вк (х) аналитична и ограничена при |х| < 1 и не обра щается в нуль в точке х = вд.

Вк (х) = П -аиЛ-



344 В. М. МартиросянОтметим также, что как функция В (я), так и функции Вк (г) определены лишь при условии Бляшке (1.1). Поскольку эти функции необходимы для наших дальнейших целей, то ниже будем предпола­гать, что последовательность {а*}Г° удовлетворяет этому условию.(б ) Наряду с {»*)։” будем рассматривать последовательность {яя}Г попарно различных точек этой последовательности.Ввиду нашего предположения относительно |а*|”, последователь­ность {яя)Г также будет удовлетворять условию Бляшкез (1-М<+*. (1-1')
«—1В силу этого члены последовательности {яя}|°° можем считать распо­ложенными в порядке неубывания модулей. Таким образомя», =# г«., =£ п։; (1.4)кя.1 <кл,|. п1<п։. (1.5)< Рассмотрим функцииЛ.(я)=ехр(֊£ (1-|я/) (п=1, 2,..). (1.6)I I >П 1—яу * )Поскольку из условия (1.1') вытекает абсолютная и равномерная схо­димость рядов

Чп (я) = 2 А- |г|<1 (п =1, 2, • • •)/>я ՝. 1— Я} гвнутри Э и так какR« ((1 -1+й. | - !;,*!■). 0I 1—г/ я 1 |1—г1 я[’Н<1(/ = 1, 2,...),то функции 7гя(я)(п = 1, 2,--) аналитичны и ограничены в единич­ном круге и не обращаются там в нуль.Положим
г. I \ г ! ч/1—1«*1’\** +1г (я; а*) = (я) ( -—!=— ) , при а* = я„. (1.7)\1— а* я/Отметим, что ■~? (*! а*Э 53 /■՝ (я; а*,)» если а*, = а*,.1. 2. (а). Из определений (1.3) и (1.7) функций Вк (г) и Г‘ (г; а*) вытекает, что произведение Вк (г) Е (я; а*) аналитично в единичном круге и не обращается в нуль в некоторой окрестности точки я = а*. Поэтому для любого целого к > 1, положив

’ (1-8) 



Эффективное решение задачи интерполяции 345можем утверждать, что в достаточно малой окрестности точки г = а։ »та функция разлагается в степенной ряд
Ч (х) - 2 а, (ак)(х — а*)’, |ж—а*| < у, (1.9)

V -Огде “’<“*) = 4------ г! (0<>< + ос;Л>1). (1.10)м! бг | Вк (х) г (г; ак) ]*—*Введем, наконец, в рассмотрение полиномы
рк-‘к

Чк(х)= а.(а*)(з-а*)’ (£=1,2,...) (1.11)>-ои последовательность {2* (а)}Г аналитических и ограниченных в единичном круге О функций, положив
^к(х) = (х — акУк 1 дк (г) _ (5* - 1)1 (г) ~

(5*-1)1
(к=1, 2,...).Лемма 1. Функции системы |Й* (я)}® обладают следую­

щими интерполяционными свойствами:2?'՜” («;)-=։*,/ =Н’ Лри = 2,...). (1.13)I 0, при к^=Доказательство. Сначала заметим, что из (1.11) и (1.9) следует равенство
д* (х)=т*(г) —(з —а*)'’*՜'5*՜1՜1 2 6х(а*)(з —а*)։, |г — а*] < т;, 

х=0где 6х(а*) = ах+р^-^+1 (а*) (х^-0). Отсюда на основании (1.8) и оп­ределения (1.12) функций 2* (я) заключаем, что в достаточно малой окрестности точки г = а* справедливо представлениео . . (г — а*/*՜1 Вк (г) Г (г; ак) р “ .... .2 *(*) = —------- ----------------- ֊.------- --------- («-«*) ‘3 6х (а*)(я-а*)\(з* —1)1 (з* — 1)!
(1.14)

1х — а*| < -ц.Так как в точке з=»а4 функция (г —а*)р* р*> ։*, то из (1.14) следуют равенства имеет нуль кратности



346 В. М. Мартиросян

2?*-։>(а») = 1 (Л = 1, 2. ' ).Если <։/ = «*, но j=f=k, то sj^st, и из (1.14) 2* > ։)(а?)=.О.Наконец, если <։/#=«*, то из (1.12) вытекает, что 2* (z) вместе с функцией Вц (г) имеет в точке z~ я/ нуль кратности pi^nt. Сле­довательно S*/՜1' (<։;)= 0, при <։/¥=<։*> и лемма доказана.б) Следуя М. М. Джрбашяну [13], с нашей последовательностью {а*}“ будем ассоциировать также систему рациональных функций {г* (я)}”, положивr“(^)= ‘ <*=1><1Л5) (1 — а* z) *Лемма 2. Системы функций.{г* Wh- И {2* (ж))Г 
биортогоналъны на единичной окружности |z| == 1 в смысле 

2к  2»

— f (9 2* (9 |cä| = ± f 7“(9 2* (9 |Л| =2п J 2пJо о[1, ПРИ &=у, у= 1։ (1.16)10, при k #= у,Доказательство. Поскольку функция 2* (г) аналитична и ограничена в D, то она представима интегралом Коши
2я~2* (*) = — Г |Л|, |z| < 1. (1.17)хк J 1 — kz оЗаметив теперь, что ( 1 ) f (s/ —1)1 С''՜’՜) -------

(sj— 1)-кратным; дифференцированием интеграла (1.17) по параметру 
z, мы получим

• -I{■£b"£*(z)L. = (С)'7(9 I*1 (Л к=1, 2,...).
1 оПереписав вти равенства в виде
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2«2^֊”(а/)=± [77(С)2а(9|<Л| (А,/=1, 2,-..), 

2г. з она основании леммы 1 получаем (1.16), и лемма доказана.Лемма 3. Пусть (т*)” (1 •< т < + со) — произвольная ко­
нечная последовательность комплексных чисел. Тогда регулярная 
и ограниченная в круге В функция*-.(*)= 2 (1.19)

*—։
удовлетворяет следующим интерполяционным условиям:

/?^-։) («/) = и (К/ < т). (1.20)Доказательство. Функция /?т (г) в круге О допускает пред­ставление
2г.

ы<1-2к и 1— С г оОтсюда в силу (1.18), (1.19) и соотношений биортогональности (1.16) получим
2։/?^֊'’(ау)=± С/гт (С) 7770 1<Л1= 2* о

т

= 21*

т. е. равенства (1.20).Замечание. Эту лемму можно было доказать и непосредствен­ным применением леммы 1. Лемму 2 мы привели с целью показать, что система (2д(С)]” является результатом эффективной биортогона- лнзации системы рациональных функций {г* (С))“.1.3. (а) Последовательность комплексных чисел {в*}” (0-С |а*|<1) условимся относить к классу Д (3), если при некотором 3 (0<^'о<^1) она удовлетворяет условию
«у*«»Отметим здесь же, что в этом случае последовательность {<**}“ УД°Й" летворяет также условию Бляшке (1.1), обеспечивающему существо­вание определенных выше функций Вь (я) и Р (я; а»).



348 В. М. МартиросянОтметим также, что если числа последовательности {®*}1 попар но различны, то условие (1.21) принимает видinf*>1 l!-։ 1֊»л 
j-mи известно под названием условие равномерной разделимости по­следовательности |«*)“.Выше мы условились под (*«)“ понимать последовательность всех отличных друг от друга чисел последовательности {<։*/! . По- этому свойство (1.21) можно записать также в виде

п+к

inf, (п **։ |Л-1 «Л ---- 2» Чп1— Zn Zk
(1.2Г)

где — кратность появления чисел гг. в0 всей последовательности {«*)“> причем очевидно, чтоsup {/>*} = sup (<7л).*>1 л>1Заметим теперь, что если {<։*}“£ д (3), то для {гя}Г мы будем иметь
к>1 (1-22)

Это означает, что если {<։*}“ £ Д (3), то и подавно (*я)Г £ Д (с). Но если предполагать, чтоsup {/>*) = sup {</„) = Р < 4- со, 
к>1 Л>1 (1.23)то справедливо и обратное утверждение, поскольку в этом случае

Пл-1 1֊Zk 
п+к

II— гя 2к /
(*>1).

Поскольку равномерно разделимые последовательности, как из­вестно, существуют (см. [6], стр. 289—290), то предыдущие замеча­ния подтверждают, что класс Д (о) содержит последовательности, удевлетворяющие условию (1.23). Но более того, воспользовавшись известным примером равномерно разделенной последовательности (см. [6], стр. 289 290), легко можно убедиться в том, что класс Д (8) со­держит последовательности, для которых sup (pi} = °o. Из сказанно­го, в частности, следует, что условия (1.23) и (1.21) независимы.Ради удобства дальнейшего изложения приведем еще следующее определение.



Эффективное решение задачи интерполяции 349Последовательность {«*] Г условимся относить к классу Д (3; Р), если {։*}“ £ Д ($) и выполняется условие
SUp {/»*} = + ОО.

*>։ (1.24)Наконец, через Д обозначим класс последовательностей (а*) “ таких, что при некотором 8 (0 < о 1) и некотором натуральном Р выпол­няется {*»}Г 6 Д (3;Таким образом, тогда и только тогда, когда одновре­менно выполняются условия
SUP [р*1 <4-00. 
*>։

(1.25)
(1.26)б) Приведем теперь формулировки двух известных результатов в предположении, что [»*)“ 6 д ($)•Лемма 4. ([6], стр. 287). Если последовательность {гя}Г удов­

летворяет условию (1.22), то

£ <1+21о1 (п=1, 2,...). (1.27)|1 —8Прежде чем сформулировать следующий результат, введем в рассмотрение последовательность функцийДз(х)=—(^1, 2,...), (1.28)
Ек{г) — г о.)

*^лкЛемма 5. [1] Если последовательность {։*}“ удовлетворяет 
условию (1.21), то справедливы неравенства(1- 1а*|։)' |Д^> (а*)1 < С, (3) (0 < s < + се; 1 < к < + со), (1.29) 
где С, (3) — положительные постоянные, зависящие исключительно 
от sui.1.4 (а). Наряду с последовательностью {Д* (г)}“ функций, опре­деленных по формуле (1.28), введем в рассмотрение также функцииФ “*)= 77^—7 (^ = 1. 2»' • •) (1-30)

F (д; а*)и заметим, что ввиду определения (1.8) функций (д) можем напи­сать ■с* (ж) = А* (ж) Ф (ж; ак).(к=1, 2,.- ). (1.31)Отметим также, что в силу (1.6), (1.7) и (1.30) справедливы равен­ства



350 В. М. МартиросянФ («; .,)_(Ь^-)’* " ехр 12 <*>։>. (1-32)\1 —|а*|։ / ։ />" 1 — Я) г)

таь {*«}։“ — последовательность попарно различных чисел последова­тельности [»*}“, расположенная в порядке неубывания модулей. До­кажем лемму.Лемма 6. Если (а*}Г (8) (т. е. имеет место (1.21)), то
справедливы неравенства(1 - 1а*|։)г |ф('> (а*; а*)|< Мг (8)(р* + 1) (1.33)(0 <Г < 4- со, 1-<Л<С + °°)>
где ЛЬ (о) — положительные постоянные, зависящие исключитель­
но от г и 8.Д о ха за т ел ьств о. Проверим сначала справедливость нера­венств (1.33) при г = 0.Пусть а* = хя> где {я«}“ — определенная по {«*}“ последователь­ность.Учитывая, чтоКе {(1-Ы։) 1 + 7/ М = (1 — |г/|8)(1—|х/ ХЯ|»)1— 21 Яп> |1— 2] 2л\*на основании (1.32) можем написать:

1 )>п |1 — г/ хлГ 1
(1-34)Однако |2/|>-|я„| при />-п, значит1-|Г/ж,|։<2 (1-1^1*) (л>и),откуда заключаем, чтоV (1-?хЛ(1-|7;хд|») />л ll — zյzn'|i

<г2 <2А+2,.Г1),
;>я |1— :}гп\2 \ 8/ причем последняя оценка получена на основании неравенства (1.27).Отсюда и из (1.34) следует|Ф (а*; «*)1<ехр (14-21ог—М (£ = 1, 2,-• •),

I \
(1.35)т. е. неравенства (1.33) при г — 0.Применим теперь полную индукцию. Предположим, что неравен­ства (1.33) справедливы при 0^г֊<т, т. е.(1— 14’/ |Ф(Г) (։*; <4)1 < (р< + 1) -'И. (8) (1 < г <т; к>1), (1.35)где Мг (о) 0 зависят только от г и 8. Докажем Справедливость не­равенства (1.33) при г = V + 1. С этой целью заметим сначала, что 



Эффективное решение задачи интерполяции 351взяв логарифмическую производную функции Ф (х; а*), приходим к тождествуФ' (я; ад) = ф (х; а*){ ֊ +2 £ (* = 1, 2,• • •).I 1— а* г у>я(1—хух)8 ) (1.37)Положив1 V (г; лк) = - + 2 £ С1՜ 1^1*) Ч , (1.38)1—лк г (1—хух)8будем иметьа.)= - (И+ !)"■! (■.)■*■ + 2 У (1֊ЫЧ(>п+1)1 <;>)"•>■ „ 39.
Следовательно, если учесть также, что а* = хя, можем написать |^я”(ад; а*)|<

т! (и +1) +2 ( + ։)| 2 . 1- к,Г------/0 \ . (։,40)и-Ы1)—1 |1֊г,г>|-+։ \1<4< + <» )Однако |1֊х у хя| > 1 - |ху 1 |хя| > 1 - |хя| > (1- |хя|8),откуда заключаем, что1-М8 < 2т . 1 -М8 .|1 - ху хя|»»+’ (1—|хя|։)(" |1-г} хя|8Подставив эти неравенства в (1.40), получаем|Ч?(я։’ (а*; а*)| <( (р* + 1)т! 2”+՝ (т+1)1 у (1—|х/|8И1—|хя[8)1 , 1(1֊Ы8)п։+։ (1 - |хя|8Г+։ у>я |1-гугя18 ГЕсли теперь вспомним, что ад = хя и воспользуемся неравенствами (1.27), то из (1.41) заключаем, что|ф‘(п») (а*; а*)| С<Ь* + 1) т!+2^Ц/п+1)!(1+21ог֊-В 1I \ 8 /](1—Ы8)"*4՜1 \К*<+°°/(1.42)Вернемся теперь к формуле (1.37). Из этой формулы и из (1.38) следует, чтоф' (х; ад) = Ф (х; а*) Ф (х; аА) (Л = 1, 2, - • •).Продифференцировав обе части этого тождества V раз по х, получим
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ф(*+։) (х; а*)=2 С' Ф(,) (х; а*) (*; «*),
/■-ооткуда заключаем, что|ф(’+» (а*; а*)|< 2 С, |Ф(,) (а*; «*)| 1Чг(՝-'> («*; “*)!•

Воспользовавшись теперь предложением индукции (1.36) и неравен­ствами (1.42), можем написать
|ф(’+1' (а*; а*)1 <

2 с:м(8)в,+1֊л(8) 1
(!֊!«№

(*~ 1. 2,...),
причем постоянная М+։(8) = 2 С'.Мг (8)В,_,(8)

г=0зависит исключительно от V + 1 и 8, поскольку таковыми являются
М, (8)(0 < г <л), в силу предположения индукции, а5,_, (8) = (у — г)1 + 2’-'+’ (V - г + 1)1(1 +2 1ог 4 \ 8Таким образом, неравенства (1.33) справедливы также для г=у-|-1, и лемма доказана.б) Теперь дадим оценки коэффициентов разложения (1.9) в пред­положении, что последовательность {а^|“£д.Лемма 7. Если при некоторых Р (1 Р + оо) и 8(0<^ <6<1) последовательность {а*}” удовлетворяет условиям (1.21) 
и (1.24), то для коэффициентов разложения (1.9):т*«=2 а, («*)(«—»*)’> I« — «»К1!, »—о
справедливы неравенства|а, (аА)|<а(8; Р)(1֊|а*|«)֊’(0 V ■< р*; 1 к < 4- со), (1.43)где а (8; Р) положительная постоянная, зависящая исключи­
тельно от % и Р.Доказательство. В силу (1.31) можем написать тождествох*’ (*) = 2 С; № (г) ф(’->) (г; а*) (V =0,-1, 2, • • •),



Эффективное решение задачи интерполяции 353откуда на основании оценок (1.29) и (1.33) заключаем, что
H4 (“*)l< (È с՛ +1)м՝-՛ (3)

Ij—o(О < ■» < + оо; 1<Л< + со). (1.44)Учитывая еще, чтоа, (а*) = 4՜ т1’’ (а*) (0 < * < + а>; 1< Л < 4֊ оо),
ввиду условия зир {/»*) = Р<^ 4- оо, из (1.44) получаем неравенства.(1.43), и лемма доказана.§ 2. Основная теоремаПерейдем теперь к доказательству основного результата данной работы.Теорема 1. Пусть {«*)“£ Д, т. е. выполняются условия (1.25) и (1.26).

Если {с*}Г£/-—произвольная последовательность комплекс­
ных чисел, то ряд

f{z)= £(1_|а4>)։-‘‘ ckQk(z), |х|<1, (2.1)*=!
сходится абсолютно и равномерно внутри единичною круга и оп­
ределяет функцию f^H-, удовлетворяющую следующим интер~ 
поляционным данным՝.՛ ! _ jy*-i /'Н) (а>) = сд (*= 1, 2>... ). (2.2)Доказательство: Сначала отметим, что ввиду условия . {«*)“€△ эта последовательность удовлетворяет условиям (1.21) и ՛ (1.24) при некоторых 8 (0<^ 8 < 1) и Р(1< Р’С + °°).Далее, ввиду определения (1.12) функции 2* (z) и определе­ния (1.6)—(1.7) функции F(z; а*) можем написать12* Wl < * *S* I* (“*)> - а*Г+,‘՜’ • (2-3>(34—1)1 \|1—atzl )Однако

Pk -1 Pk~ sk2 la, (a*)| |z — ajtl’+'t-1 =\|1—4kz\ )

ТГ» * r>.



С другой стороны, если |z| <С 1, то
(I-M)"-' f-i-V*—" - (1-М)’"*-1 <՝ >*•' \|1—a*z|/ \|1— «*г1/^/kJîdÇ.Y*-- \ 1—|а*| /(1—|a*|’)’+J*-I <2₽(1-|а*.»)’+'‘“։ •Отсюда и из (2.4) следует, что

<2^3* |a, (a*)|(l-|a*l։)’+,A՜1- ,-оЕсли еще учесть оценки (1.43), то будем иметь■1 1« \Рк՜' Pk~SkS |a>(«*)lîz-«»r+J*~1< .|1—a*zl/<Р2ра(8; Р)(1-1М։)'*՜’ (*=1. 2,--).Из этих оценок на основании (2.3) имеем1(1-№)1-,>с4а4(г)|<(8; Р)|{с4п<в1/к^Ул (г)|, И<1(Л=1, 2,...), (2.5)I \1—«* г/ |где А (8; Р) — положительная постоянная, зависящая исключительно от 8 и Р, а 1(с*)П»=5ир Цс*11<+«. а>1Теперь напомним, что через (хя)։° мы обозначили последователь­ность попарно различных чисел последовательности {“л}Г- Отсюда, во-первых, следует, что1-М» 1-|гя|8|1—а*ж| |1—Z„z| (* = 1, 2,- - ). (2.6)С другой стороны, в силу условия (1.24) число гп появляется в по­следовательности [в*| “ не более, чем Р раз.Из сказанного на основании (2.5) заключаем, что ряд (2.1) ма­жорируется рядом



Эффективное решение задачи интерполяции 3552 РА (5; Р) ЫПХ1֊?'’’ У Fn (z)_ 1 I *л ** /я—1 I

|х|<1. (2.7)
Весьма простое доказательство сходимости ряда<Р Ю = 2 (Тл (я), |г| <1, (2.8)

я-1 к1-*- г )было предложено недавно в работе [26]. Ради удобства читателя мы воспроизведем здесь это доказательство.Пусть аг. О, 
- к•$=£ а„ < + °°> & = 2 ап. я»1 л=1Поскольку аЛ^е°я—1, то положив 5о=О, можем написать2 ап ехр — 2 а„ ^е-5 2 ап е5'1՜’ < л-1 )>п ) л-1< е~л 2 (е՞՞ - 1) е5՞֊1 = в" 5 2 (в5"- в5—։)= е֊5 (е5-1) < 1. (2.9) л=1 Л“1Заметим теперь, что при |г| < 1X1-X У |<Ие I (1 -ы*) = (1-1^|,)(1-1^|«)1\1— гп г / I I 1—*Л г ' |1— гп ж|։откуда на основании (1.6) и (2.9) заключаем, что ряд (2.8) сходится абсолютно и равномерно внутри единичного круга и определяет функ­цию ф £ Н".Из приведенных выше рассуждений на основании (2.5) и (2.7) следует, что ряд (2.1) сходится абсолютно и равномерно внутри еди­ничного круга и определяет функциюНаконец, равенства (2.2) вытекают из леммы 3, и теорема дока­зана. Отметим, что когда члены последовательности (а*)“ попарно различны (т. е. s* =1, 1) и расположены в порядке возрастаниямодулей, тогда и (zn)” совпадают. В этом случае из теоремы 1, в частности, получаем следующее утверждение.Теорема 1'. Пусть {г„)Г—последовательность попарно раз­

личных чисел, расположенная в порядке неубывания модулей и 
удовлетворяющая условию (1.22).

Если положить

Gr. (г)=(2-^-я|’ У exp I- 2 (1- |г,|’) („ > 1), (2.10)\1—zn z / I j>n 1 — Z)Z>

то для любой последовательности (с*}Г £ Z” ряд
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/(г)= 2Ся_АЫ__^1±1- (2.11)
^л(гя) Сп (~л)

сходится абсолютно и равномерно внутри единичного круга и 
определяет функцию удовлетворяющую следующим интер­
поляционным данным՝.

!^п) = ся(п=1, 2, --).Это утверждение доказано в совместной работе С. А. Виногра­дова, Е. А. Горина и С. В. Хрущева [26]. Еще раньше Петером Джонсом было доказано такое же утверждение, с той лишь разницей, что в ряде (2.11) вместо функций СЛ(г) он рассматривал функции$.(*)=(֊ЬП’ехр{՜ 3 (1-Ю— Ч — глх/ 1>п 1—хуг>Автор признателен профессору В. П. Хавину за это сообщение.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 19.У.1981

Վ. 1Г. ՄԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ. Н" «թոսում՛ բազմապատիկ ինաերպոլյալյիոն խնդրի էֆեկտիվ լուծումը Մ. Մ. Ջրբաշյանի բիօրթոզոնալիզացիայի մեթոդի կիրաոումով (ամփոփում)

Ս. Մ. ւէրրաշյանի րիօրթոդոնա լիզացիա յի մեթոդի կիրառումով ներկա աշխատանքում 
կառուցվում է ֆունկցիաների որոշակի մի սիստեմ և այդ ֆունկցիաների միջոցով էֆեկտիվորեն 
կառուցվում են միավոր շրջանում հոլոմորֆ ու սահմանափակ ֆունկցիաների դասում սահմա­
նափակ պստիկություններով ինտերպոլյացիոն խնդրի լոլծումներրւ Այդ խնդրի լուծումների 
գոյության վերաբերյալ հարցին վերջնական պատասխանը աոաջին անգամ տրվել է Ա. Մ. 
Ջրբաշյանի կողմից [20] t

Տվյալ աշխատանքը հանդիսանում Հ Մ, Մ. Ջրբաշյանի կողմից սկսած և իր սլ իր աշա- 
կեր տների կողմից շարունակված հետազոտությունների շրջանակի- շարունակությունը կոմպլեքս 

հարթության տարբեր տիրույթների դասերում բազմապատիկ ինտերպոլյացիոն խնդրի էֆեկտիվ 
լուծման վերաբերյալ։

V. M. MARTIROSIAN. Effective eolation of the elmaltaneoae interpolation 
problem in H~ by the blorthogonalieatlon method of M- M. Djrbaehlan (summary)

Using the biorthogonalisation method of M. M. Djrbashian a certain system of 
functions is constructed, which provides solutions for the simultaneous interpolation 
problem in H . Earlier [20] A. M. Djrbashian gave the answer to tho question of 
existence of solutions for this problem.
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