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РОСТ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ В ХАРАКТЕРИСТИКАХ . 
М. М. ДЖРБАШЯНА. I

Изучение обобщенных характеристик роста и распределения 
значений мероморфных функций, введенных М. М. Джрбашяном в [1], 
представляет большой интерес в свете результатов, полученных 
А. А. Гольдбергом и В. Д. Мохонько в [2]. Невыполнение 1-ой основ
ной теоремы для характеристик М. М. Джрбашяна налагает большие 
ограничения при их изучении.

Пусть функция ш (х) принадлежит классу 2», определенному 
М. М. Джрбашяном в [1].

Основные результаты статьи содержатся в теоремах 1 и 2.
Следуя Р. Неванлинна, введем понятие «-дефекта мероморфной 

функции / (г) в смысле М. М. Джрбашяна

8. (а. /)= Ит (Г> ' (1-1)
?«(г./)

• <
При а = 0 и а — со следует (см. формулу (2.18՜) в [1]):

. 0 <8ю (а, /) < 1.

Для доказательства аналога соотношения дефектов в случае 
роста ш(х)£2- нам понадобятся характеристики А. Дингхаса тп», 
и Ги. Для них справедливо' (подробнее см. [2], (3[):

(г, а, /)■= No, (г, а, /), та (г, а, /) ■< ти (г, а, /). (1.2)
Первая основная теорема для характеристик К. Дингхаса сохраняет 
силу.

Теперь докажем теорему.
Теорема 1. Если ш(х) £2«. такова, что для любого фикси

рованного V > 1

Йт (*)<«». (1-3)

то для любой мероморфной функции /(г), имеющей конечный 
нижний ш-порядок Хш, измеренный относительно Та(г, /)

К, = Иш -- , (1.4)
г-.» 1п г

справедливы следующие утверждения:
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а) . Множество а-дефектных значений
£)ш (^) = [а: 8Ш (а, /)>0) не более чем счетно;

б) . Величины ^-дефектов подчинены условию

3 о«(а, /)<с(у, /),

где с (у, /) — положительная постоянная.
Прежде чем приступить к доказательству теоремы, установим 

некоторые вспомогательные факты.
Лемма 1.1. Пусть /(г) — мероморфная функция. Если для 

любого фиксированного у^>1 выполняется (1.3), то

М. (г, а. < (с (у/(у — 1)) Та (уг, /) (1.5)
справедливо для любого а : 0 |а' <С °°-

Доказательство. Пусть а ф 0 и а =И= со. Используя теоре
му 4 из [1], получаем

М, (г, а, /) = т» (г, / — а)— пъ. (г, а, /) + М, (г, /) = 
2к

= у 1п» I/ (ге/в) — в| (г, /), (1.6)

и

в силу определения функций та (г, а, f), 1пм |/ (re‘8)|. С использова
нием очевидного неравенства

1п+ \f-al <1п+ |аЦ֊1п+ |/| +1п 2
формула (1.6) примет вид

2к г
NAr, а, /)<֊ [ТJ 1п+ |/ (те«)| а (^-ш (г))+

6 о
+ а» (г) 1п+ |/ (ге։е)|^с?0 + М, (г, /) 4֊ 1п+ |а| + In 2, (1.7)

■так как ш (0) = 1.
Применим формулу (1.19) теоремы 2 М. М. Джрбашяна ([1]) к 

гармонической функции In |/(z)|, где /(z)—целая. Получим
2к

Ь I/ (г)|=- [Re Sy? (e'e z; ш) 1пи |/ (/?e'e) |d0,

о
О < R < ОО, о < t < /?, Z= te'r, 0 < ср < 2к,

где

(z; ш) = 1 + 2
*—1

z*
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R
(R)—R J ш (х) х*՜’ dx, к = 1, 2, • • •. 

о
Имеем

2г.

1п+|/ ('е'’)1<֊ J |S₽ (e֊'W’; ш)| |ln«| / (Æe'®)| |</6. (1.8)

О

Далее
г

J 1п+ |/ (fe^)| d (- 'О (0) + œ (г) 1п+ |/ (ге'*)| < 

о

< ((R, /)+ «.(R, ֊ )՝) +2 3 ’ <L9>
\ \ J // I fc=i\к) ’

R О, Q -^.r <^R, О-Сф-С 2«.
Формула (1.9) легко получается подстановкой в левую часть соотно
шения (1.8) и проведением простых преобразований с учетом того, что

|1п. I/ (/?е'° )| I < In+| / (Äe«)| 4֊ 1п+ {|/ (tfe«>)|-‘ }.

Применив результат (1.9) к формуле (1.7), получим, обозначив R=vr, 
v^>l, фиксированное:

Na(r,a, /)<2 П(уГ։/)Л+2 3^*И-). (1.10)
\ £1 △* (^) /

Здесь мы воспользовались очевидными неравенствами

(п /) (г, /), тпш (г, 0, /)< Та (г, f).
Пусть теперь для к > р + 1

Г
д* (^)= (*“ (0 л — оо, (1.11)

J г"*“
о

а для к< р 
Г

д* (°°)= lim С ш (t) f*՜1 Л< оо, * (1-12)
г-»« J 

о

где р — фиксированное натуральное число.
Тогда (1.10) примет вид

к (г, а,/К2Ги(мг, /)fl+2 2 + 2
\ д* (vr) к^+1 Л* (vr) )

и с учетом (1.12) получаем
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м. (г, а, /)< 2 т. Ьг, П (с +2^2 ։ ’ (1‘13)

2 тт4= 2 ((“(0л/[<“(#)<*-’л)<
*-р+1,Д*(*г) к-р+13 3

где с = с (?) — постоянная.
Из условия (1.3) следует

Действительно, для любого / <о (е)

ш (<)/ш (?/)< (1 + е) а (?), е>0.
Тогда 

г г
У ш (0 /»-’ Л.< (14-е) а (?) Сш (<?) /*-։ Л, /0> 0. 

<• * 
т. е.

Си (/) /*-’ <11 < (1 4՜ е) « 0) Г ® (^) <*“’ Л 4՜ с (а, в), 

о о
где с (а, в)—постоянная.

Таким образом 
т т

У ш (/) /*-1<#/уш (<?) <*“* <Н (1 4՜ е) « (?) 4՜ о (1)« 

о о
Отсюда

г 1Г г г
У<ь (#) /*-1 Л/у о> (/) <*-։ <и =у®(<) <*՜։ (КЦч11 .уш({?) <*-* 

о о о 'о
<(14-в)а(?) ?֊* -|-о(1),

что и доказывает (1.14).
С учетом (1.14) соотношение (1.13) примет вид

а(?) 1 = 3120;
** ? — 1

и
Л4> (г, а, /)< 2 Та (?г, /) (с 4՜ 2 « (у)/^ — 1))

= (сО)/(?-1))Г.(?г, /), 
что и завершает доказательство леммы.
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Справедлива также
Лемма 1.2. Если мероморфная функция /(z) имеет конеч

ный. нижний ш-порядок >4», то для любого к > 1 существует после
довательность r* = r*(v)î" такая, что при п > п0

Г. (vr„, f) < Л+‘։ Тш (гп, /). (1.15)
Доказательство аналогично доказательству соответствую

щей леммы в классическом случае (см., например, [4], стр. 19). 
я ~

Доказательство теоремы 1. Оценим 2 т,а (г, а*, /), где
*—1

«!»•••։ ая — различные числа из расширенной комплексной плоскости. 
Так как верно (1-2), то

Зтпш(г, аь, /)< 3 7Пш(г, a*, f). (1-16)

А. А. Гольдбергом "и В. Д. Мохонько установлен следующий 
аналог 2-ой основной теоремы для характеристик ‘А. Дингхаса ([2], 
теорема 2):

Теорема 1.1. Пусть а1։ •••, а?—различные числа из расши
ренной комплексной плоскости, f (z) — меро морфная функция. Если 
выполняется хоть одно из пяти условий, определяемых теоре
мой 1 ([2]), то вне- множества конечной меры выполняется

(<7 - 2) Та (г, f) < 2 Я (г, ak, fr) + 0(1п Г. (г, /) +
*=1

(1-17)
Г 

4֊ J ш [t) d 1п t). 

1

Если/(z)— функция конечного порядка, то для любой функции ш (х) 
выполняется (без исключительных значений) (г —► оо )

(<7-2)Гв(г, /)< 2 Na(r,ak,f) + O( [<»(#) rfln/), (1.18) 
?

где Na(r, a, f) строится аналогично классическому случаю.
Будем теперь считать, что аналог 2-ой основной теоремы выпол

няется.
Из формул (1.17) и (1.18) обычным образом следует 

!
Q

2 т» (г, а*, /) < 2 Та (г, f) + s (г)

где (г — оо)
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3 (г) =

О ( С “> (0 d 1п t 4֊ 1п Та (г, /) \, К = со,

\ (1-19)
О « (0 d In , k < со.

Г
По условиям теоремы функция / (я) имеет конечный нижний ш-поря- 
док, что не предполагает конечности нижнего порядка функции / (г).

После повторного применения формул (1.17) и (1.18) соотноше
ние (1.16) примет вид 

’ ~ о 4 —

2 SB(a*,/)<c(v,/). (1.23)
Ь-1

Из неравенства (1.23) обычным образом следует, что множество 
(/) ш-дефектных значений в смысле М. М. Джрбашяна не более 

чем счетно. Теорема 1 доказана.
Из классической теории Р. Неванлинна известна
Лемма 1.3. Для любой мероморфной функции f (д) и для лю

бого компакта К положительной плоской меры

5} та (г, ак, /) < ---- ֊3 (г. ак, /) + з (г), (1.20)
м 4՜ 2 к-х •

где з (г) определяется по (1.19).
По формуле (1.5) леммы 1.1 в условиях нашей теоремы (т. е. 

справедливо (1.3)) имеем

2 та (г, ак, С-Ц- Та (?Г, /) + 3 (г).
У—2 9—2 V-!

Применяя формулу (1.15) леммы 1.2, окончательно получим

2 та (г, ак, /)< с (v. /) т*- (г, /) + s (г).
*-։

Легко видеть, что

3 (г)(П (г, /))-|։ ֊* 0.
Г-***

(1.21)

(1.22)

На основании двух последних формул может оценить У, 8И (а*, /):

2 (о*> /) = 2 lim та (г, ак> f)(ïa (г, /))֊* <
к=1 к=*1 Г-*«°

< lira 2 та (г, ак, /)( Та (г, /))"* < с (v, /), 
“ *=1

т. е.



Рост мероморфных функций 29?

У 1п+{|/(х)֊а|}֊։^ (а)< С (К),

где р (а)—распределение положительной единичной массы, решаю
щее для К проблему Робена (см., например, [4], стр. 34).

Отсюда сраяу получаем, что

и

У(г, а, /) (а) < С (К). (1.24)

к
Теорема 2. Для любой мероморфной функции / (г) и при 

произвольной порождающей функции ф(х)£^- множество <о-де~ 
фектных значений От (/) имеет емкость нуль.

Доказательство. Пусть Е— замкнутое множество, точки а 
которого представляют ш-дефектные значения в смысле М. М. Джрба- 
шяна мероморфной функции / (г). Пусть Е—положительной емкости и 
пусть [1 (а)—распределение положительной единичной массы, решаю
щее для Е проблему Робена. Соответствующий логарифмический по
тенциал и имеет конечную верхнюю границу и из (1.24) после де

ления на Та. (г, /) и предельного перехода г —* со, следует, что

Нт ----- то (г, а, /) (а) =0;

отсюда вытекает, что
А»

(Г> а> ֊° (а)=0,

Гш (г, /)

т. е.

У 8<Д а, /) с(н (а) = 0.

Е

(1.25)

Так как Е выбиралось произвольно, то из (1.25) обычным обра
зом следует, что множество Оа (Г) ш-дефектных значений в смысле 
М. М. Джрбашяна всегда имеет емкость нуль. Теорема доказана.

Харьковский государственный 
университет им. А. М. Горького Поступила 25. IV. 1980

4-829
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Ս. Ս. ՍհԿՏ. Մերոմորֆ ֆունկցիաների անը Մ. Մ. Ջրթաշյանի րնութացրիյների տերմին
ներով ք ամփոփում)

Ш (х) £ Զօօ ֆունկցիայի աստիճանային աճի դեպքում Մ. Մ. Տրրաշյանի բնութագրիչ
ների համար ապացուցվում է դեֆեկտների աոնլության անալոգըւ Տույց է տրվում կամայական 
մերոմ որֆ ֆունկցիայի ա-դհֆեկտնե րի արմեբների բազմության բացառիկությունը! Հողվա
ծում օգտագործված բոյոր հիմնական նշանակումները և գաղափարները վերցված են [1] աշ
խատանքից!

Տ. Տ. SECT. Growth of meromorphic function.։ in M. M. Djrbathlan 
characterlttic* (summary)

An analogue of the defects of relation for Djrbashian characteristics in case 
•of power growth of m (x) £Զօօ is proved. Exclusitivenoss of the set of ш-defective 
-values of an arbitrary meromorphic function is established.

All main conceipts and notatians of the paper are the same as in [1].
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