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Введение

Пусть О— односвязная область, ограниченная аналитической кри­
вой Г. В работе рассматривается следующая задача.

Задача Дирихле. Найти в области £) дважды непрерывно 
дифференцируемое решение слабо связанной эллиптической системы 
дифференциальных уравнений

Аилх+ Вих,+ Сиууг=0, (1)

непрерывное в замкнутой области Ճ) + Г и удовлетворяющее гранич­
ному условию

Ս (х, у)|г = / (х, у), (2)
где А, В и С— постоянные, вещественные квадратные матрицы п-го 
порядка, / (х, у)={/1 (х, у), ■ • (х, у)} — заданная на Г веществен­
ная, непрерывная вектор-функция, а и (х, у) = {11х (х, у), • • - 
•••, ип (х, у)}— искомое вещественное решение. Понятие слабой свя­
занности эллиптической системы дано в монографии А. В. Бицадзе [1].

В случае, когда / (х, у) £ С[ (Г), а решение и (х, у) ищется, в 
классе С*(Р-|-Г), задача (1)—(2) исследована в монографии [1], в 
которой показано, что если / (х, у)^СЦГ), то решение задачи (1)— 
(2) в классе С’ (£) 4- Г) существует тогда и только тогда, когда

/ (х> У) Ф/ (*> у) (/з = 0 (у=1,- • •, т), (3)
г

где ф, (х, у)— некоторые бесконечно дифференцируемые вектор-функ- 
ции, а 5—длина дуги контура Г.

Задача Дирихле для одного эллиптического уравнения, когда 
граничные данные принадлежат классам Ьр (р 1) и в классах Собо­
лева, исследована в работах Б. В. Хведелидзе [6], В. П. Михайлова 
[7], В. С. Виноградова [8].

Пусть вектор-функ ция / (х, у) £ С* (Г) и удовлетворяет усло­
вию (3), тогда в классе С'л (О + Г) решение £/ (х, у) представляется 
в виде (см. [1]).
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£/(x,y) = f К (z, dt + 2 C) U} (x, g), z=x + ig^D, (4) 
?? 7->

где U1(x, д'),- --.Um (x, gj— бесконечно дифференцируемые в £> + Г 
линейно независимые решения однородной (/ (х, д) = 0) задачи (1 )— 
(2); К (z, f)—некоторая бесконечно дифференцируемая квадратная мат­
рица п-го порядка при z£D, *£Г, причем при соблюдении условия 
(3), оператор

def р
K{f)=\K(z,t)f{t)dt, zkD.t^r (5)

является частным решением задачи (1)—(2).
Основной целью данной работы является: показать, что выше­

указанные результаты монографии [1] остаются в силе, если /(х, д)£ 
£ С (Г), а решение ищется в классе С (О 4֊ Г) П Ся (£)).

В настоящей работе доказаны следующие теоремы:
Теорема 1. Если / (О С С'"(Г), то решение £/ (х, д) задачи 

(1)—(2) принадлежит классд С“ (О + Г).
Теорема 2. Оператор (5) ддовлетворяет оценке

\К (/)|< с шах |/(0Ь {/(0 6 С- (Г)}, (6)

где с—некоторая постоянная, не зависящая от /(<)•
Теорема 3. Для разрешимости задачи (1)—(2) при непрерыв­

ных граничных дсловиях необходимо и достаточно выполнение дс- 
ловия (3), при этом решение задачи (1)—(2) дается формдлой (4).

Работа состоит из двух параграфов. В § 1 приводятся некото­
рые леммы, необходимые для доказательства вышеуказанных теорем, 
а § 3 содержит доказательства теорем 1, 2 и 3.

§ 1. Некоторые вспомогательные предложения

Рассмотрим на окружности |£|= 1 интегральное уравнение

Н-1 |Г|=1

где /'(#) = {Л (<),•• •> Еп (01—заданная непрерывная вектор-функция, 
а Ф (0 = [*Р1 (0>։ • (01 ~ искомое непрерывное решение, при этом
К] (6 '')> 0 = 1» 2)—бесконечно дифференцируемые квадратные мат­
рицы п-го порядка по < и х соответственно на |/|=1 и /"|=1; вектор- 
функция <р (/)—комплексно сопряженная к <р (/).

В теории интегральных уравнений (см. [2]) доказано, что если 
для вектор-функции Е (/) уравнение (7) имеет решение, то частное 
решение определяется формулой
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<Р (t) =F(f)+ j AG (f, x) F (x) d՛ + f M, (t, x) F(t) dz, (8) 

hî-i itî-i
где (y = l, 2) — некоторые бесконечно дифференцируемые
матрицы по t и т соответственно на |f|=l и |х|=1, не зависящие от 
FW.

В качестве F (t) возьмем функцию

Г(О=Пш— (7^֊. kl = l> С=« + Й, (9)«-»<. 2«։ J С — z 1*1 <։ г

где / (С) — действительная, бесконечно дифференцируемая вектор- 
функция. Согласно формуле Сохоцкого—Племеля (см. [3])

/(0 = 4/(0 + ^[—֊ ’ (10>
2 2ki J С — t

где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши.
Подставляя F (t) из (10) в (8) и меняя порядок интегрирования, 

получим
<p(0 = F(f)+ Ç Л/3 (f, С) / (С) rfC, (П)

|ti-i
где М3 (t, С) — некоторая бесконечно дифференцируемая матрица по 
t и С на |/| = 1 и |С| = 1, не зависящая от / (t).

Формула (11) остается в силе, если

А.. [-^4. • 1'1 - ։• (12)«-*)■
Пусть функция £ = <։(/) конформно отображает единичный круг 

И<1 в область Р, а р—некоторая постоянная, причем |р|<^1. Так как 
граница Г области 21 является аналитической кривой, то а (2) аналити­
чески продолжается в некоторую окрестность окружности |£|=1;

a' (t) 0 при |f| < 1 (см. [4]).

Имеют место следующие леммы.
Лемма 1. Существует, такое кольцо 1—е-СИ-С1 + 8> что 

функции л = а(2) и г = а (2) 4֊ р-а конформно отображают

это кольцо в некоторые двусвязные области В3 и 2?։ соответ­
ственно.

Лемма 2. Функция

«(о—а(х) + V-!«6-Ц —а6=-У)
а (2, х) =------------------------- } Ч (13)

t — х
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является аналитической по t и т в некоторой окрестности окруж­
ности и = 1 и |т)=1; в этой окрестности имеют место оценки

|о (*, t)| > 8, д" | < сА, (* = 1, 2, - • •), (14)

։де с* и 8 — некоторые постоянные, не зависящие от tut.
Доказательства лемм 1 и 2 очевидны.

Лемма 3. Пусть функции z = a(t) и z = a(t) + ра кон­

формно отображают кольцо 1 — в < |*| < 1 4֊ е в некоторые дву- 
свяэные области и Dt соответственно, тогда если tut нахо­
дятся в кольце 1 — г -С И -С 1 + 8 и удовлетворяют уравнению

«W+pef -)=«(0+l*a (0. (15)
\ *с /

то имеют место следующие неравенства:
|г — И<С1|1 -|*|| (16)

|г — /|<с. |1 — |т||, (17)
|С — /|<с, |С — т|, при |С| = 1, (18)

|С — т|<с4 |С — #|, при |С| = 1, (19)

где с/ (j=l, 2, 3, 4) — некоторые постоянные, не зависящие от t» 
t и С.

Доказательство. Рассмотрим функцию 
def / i \

ч0)= «Xх) + н«( — ). 1 — 8<Н<1 4-в. (20)

Из уравнения (15) следует, что г и t выражаются друг через 
друга следующим образом:

х = ₽о(О и t = foO)> (21)
где

₽о (О=? (« W + и « (<))> (22)

То (т)=7 (1 - W - hVF)) ) ’ (23)

причем ₽ (г) и 1 (г) аналитические функции, обратные к функциям 
<7 (*) и a (*) соответственно в кольце 1 — е -С |/| -^ 1 + е.

Из уравнения (15) нетрудно заметить, что

t = t, если |т|=1 или |*|=1. • (24)
Из (21) и (24) имеем

?о(О = *> если |*|=1; у0 (t) = t, если Н = 1. (25)
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Следовательно

;₽’(ïï)sw пря '*° " 10(iïW։ "₽в ”й0- 

Из (21), (22) И (26) получим

К — И = 1?о (О - <1=| Ро (t)֊ ₽о + ֊■ - * | <

< ₽oW-₽o(—j|+|i֊WI< ?(a(0 + n«W-

(26)

(27)

где Cj — некоторая постоянная, не зависящая от t.
Оценка (17) получается аналогично. Теперь получим оценку (18). 

Ясно, что
|l-h||-<|C֊%|, при |С| = 1. (28)

Из (17) и (28) получим

< |С — Т1 + с* К— Т1=с»1 |С — ’I. при К1 =(29) 
где с։ и с։ — некоторые постоянные, не зависящие от С, £ и т. Ана­
логично доказывается справедливость неравенства (19).

Лемма 3 доказана.

§ 2. Доказательства основных результатов

З.амечание 1. Если /(/) бесконечно дифференцируема в окре­
стности граничной точки /»С Г, то вектор-функция (5) также является 
бесконечно дифференцируемой в окрестности точки 1а области 
(см. [1]).

Доказательство теоремы 1. Пусть 11 (х, у) является ре­
шением задачи (1)—(2) и / (х, #) 6 С” (Г). Покажем, что 11 (х, у) £ 
£ С” (£> + Г). Предположим, что точка (0, 0) £ О и область О звезд­

на относительно начала координат.
Рассмотрим функцию

К? (х, у) = и (Ях, Ку), 0< R < 1. (30)
Ясно, что вектор-функция 16? (х, у) бесконечно дифференцируе­

ма в области 2)4֊Г, удовлетворяет системе (1) и

16? {*> у) = 11 №х, Ку), при х = х 4- ц/ € Г. (31)

Следовательно, У к (х, у) является бесконечно дифференцируе­
мым в £)4֊Г решением задачи (1)—(2) при / (х, у)=и {Кх, Ry), по­
этому оно дается формулой (4), т. е.
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Уя (х, у) = [ К (г, 7) и (7?£, К-О) Л+ С) (7?) и} (х, у), (32)
Р /->

-где ։ = х+ф€Д 7 = Е֊НЧ а сх (Л),-Сж (7?)-постоянные, за­
висящие от R.

Так как и (х, у) =/ (х, у) на Г, то
Иш и (7?5, Т?7)) =/ (Е, т), т)) £Г. (33)
Я-1

Покажем, что числа С,„(R) имеют предел при ^—»1
Поскольку иг(х. у),--, ит{х, у) линейно независимы, то существуют 
■такие точки (хх, ух),•••, (хт, Ут), что

77х У1), ' ‘ ^т (ж1> У1)

.............................................. =£0. (34)

77х (хт, Ут), • • ', Ут (Хт, Ут)

Подставив в (32) Х = х/, у^у/ (]=)■,•••, т) и решая полученную 
систему уравнений относительно Сг (R),---, Ст (R), убедимся, исполь­
зуя (30) и (33), что полученное решение этой системы имеет предел 
при R—>1, который обозначим соответственно через С1։•••, Ст.

Итак, переходя в (32) к пределу при 7?—>1 и используя (30) и 
(33), получим

и (х, у)= (* к (х, I) I (7) л-ь 2 С, и) (х, у). (35)

г /=*
Из (35) согласно замечанию 1 имеем, что II (х, у) С С° (£ 4՜ Г ) 

Если же область 7) звездна относительно какой-то. внутренней точки 
(х0, у о), то при помощи замены переменных Е==х — хои ^ = у — у0 
сведем этот случай к предыдущему.

Замечание 2. Если область О звездна и граничные значения 
решения 77 (х, у) системы (1) бесконечно дифференцируемы в окрест­
ности точки 70 границы Г, то аналогично можно показать, что У (х, у) 
бесконечно дифференцируема в окрестности замкнутой области 
£>+Г.

В общем случае, так как граница области О бесконечно диффе­
ренцируема, то для любой точки 7С С Г можно указать звездную об. 
ласть 7)0^£) с бесконечно дифференцируемой границей, которая со­
держит окрестность точки 70 области 73. Согласно замечанию 2, 
и (х, у) бесконечно дифференцируема в некоторой окрестности 
точки 70 замкнутой области 7)0 4՜ Го и так как {0 произвольная 

точка границы, то отсюда следует утверждение теоремы 1.
Доказательство теоремы 2. Пусть У(7)£С“(Г) и удов­

летворяет условию (3), тогда, согласно формуле (3) задача (1)—(2) 
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имеет решение, и по теореме I все решения принадлежат классу՜ 
С-(£> + Г).

Построим такое частное решение задачи (1) — (2) 11 (х, у)=Кй (/> 
вида (5), которое удовлетворяло бы оценке

|АГ0 (/)1 < с шах I/ (х, у)|, (36)(х, яег
где с — некоторая постоянная, не зависящая от / (х, у).

В работе (см. [5]) показано, что решения системы (1), первые 
производные которых удовлетворяют условию Гельдера в £) + Гг 
даются формулой

и (х, у)=&е^ X Ч- - 4 Н ф'г" & <“ +
14 г \ « + Ху^/

С (у —7>)₽ Ф«у+г-р (0 <н+ В [^-х+1}(71-у)]р\ + с° <37>

где X, — корни характеристического уравнения </е + (А ВХ 4- 
4՜ с՝к2) = 0 с положительными мнимыми частями, к1։ - •--- к-, — их крат­
ность; ех = 0, е/ = М------ К к]-х (/ = 2,- • п), Лх4 Ь к, = п, 81։- •
•••> 8Я— постоянные п-мерные векторы, причем действительные числа

и векторы 8Х, • • •, 8Л определяются через коэффициенты системы 
(1), а Фх ({),- • •, Фл (0 — произвольные аналитические функции в об­
ласти £>, удовлетворяющие условию Гельдера в О 4՜ Г, Со—произволь­
ный действительный постоянный п-мерный вектор. Под логарифмиче­
ской функцией при данном /=; + й; € Г подразумевается непрерывная 
ветвь, обращающаяся в нуль при г = 0.

Система (1) называется слабо связанной, если векторы 8Х,•••, 8„ 
линейно независимы (см. [1]).

Отметим, что если и (х, у) £ С“ (£?4-Г), то в представлении (37) 
функции Фу (г) также принадлежат классу С°° (О 4֊ Г).

Подставляя решение 11 (х, у) из (37) в граничное условие (2),
получим

I я։ \ 6 + Ху Г)/
Фе.+Г 0)л +

Г"1 С(у֊^Ф^г (0<а 
£11Ч-})[Е_х + М’։֊у)Р + сь=/(х» У\ г=х+1у£Г. (38)

Легко заметить, что

1п 6-^ + И —1 ֊—(Г), 
\ « + Ху г) / \ /

(у - У)р
[Е—х +Ху (т; -у)]р €С-(Г), (39)
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по переменной £ ==?+ й и г = х-Ну на контуре Г. Следовательно, 
уравнение (38) можно представить в виде

Яе • н \К(х, <)Ф(«)Л ■+■ Со =/(«)>

(*€Г), (40)

где К (г, 0 — квадратные матрицы п-го порядка, элементы которых 
бесконечно дифференцируемы по г и I на Г, а Ф (£) = {Ф1 (<)>'• • 
•••> Фя(*)}.

Пусть функция х = я [у] конформно отображает единичный круг 
х| < 1 на область О с аналитической границей Г, Сделаем в уравне­
нии (40) замену переменных по формулам

* « = <։(•։)» а; =« (’о)- (41)
Получим

+ (« (хо)» а (Х))Ф (“(''))• (х) <^х| + со = /(а (хо)). |хо1 = 1- (42)

I «-»
Легко проверить, что

]п (1 — —— 1п Л —Ус» (|я|=1) похихц при 1*1=1, |х0 
\ а (х) / \ х / =1. (43)

Следовательно, формулу (42) можно представить в виде

I‘I—* |Ь|. *

+ Со = А (хо). (44)
где

Ф* (х) =ф* («(х))-«'(х); А (хо)=/(*(хо)). 1хо1 = 1. (45)
а (*о> х) — некоторая вполне определенная бесконечно дифферен­
цируемая матрица по т0 и х на окружности |х| = 1 и |х0|=1.

Ясно, что ф* (х) являются аналитическими функциями в единич- 
яом круге

Рассмотрим функцию

Г 0о, т) = — С
2п1-3 С֊х0

И-»
1хо1 =/= 1- (46)

■Функция Г(х0> х) является кусочно-аналитической по х0. По формуле
■Сохоцкого—Племеля (см. [3])
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Ьо, ') = Нга ГГ(6 х)—//у, X )] = а (х0, х) — р (х0, х) (47)
М<*.1 \ / -*

(Ы = 1),
где функции 'а(х0, х) и Р (х0, х) бесконечно дифференцируемые при 
х0| < 1, |х| = 1 и аналитические по х0 при |х0| < 1. Используя (47), из 
(44) получим

По формуле Шварца (см. [4]), из (48) имеем

— J ß (''о. т) I (х) + Со = (т'о)+гсх; |х0| < 1, (49)

1*1=1 
где

Л (’о) = ^7 f Ы < 1. (50)
2kz J (х — х0) х 

1*1=1
Из формулы (49) при хо=О имеем

с0 + ։С1= Г ß (0, х) ф (х) rfx — С а (0, х) ф (х) rfx+ -i- d' . (5i) 
J J 2w։' J x

1-1=։ |*|—i N-։

Выражение (49) продифференцируем по х0 и имея ввиду формулу Ко­
ши (см. [4]), получим

2 2 М* (хо) + “1 (хо.
*=։ М-1

х) ф (х) rfx — [* рх (х0, х) ф (х) dx=F{ (х0), 

14=1
(52)

где функции <4 (х0> х) и рх (х^, х) являются производными по х0 соот­
ветственно от функций а (х0, х) и Р (х0> х) при К1<С1-

В формуле (52) сделаем замену функций ф* (х0) на функции ш* (тд) 
по формуле

2 2 М* (''о) = («’1 (’о)» •••,<“« (^о)) = “ ('֊о)՛ (53)
«=1

В результате получим

ш (то)= Г ₽։ (’о» х) ш (՝) dt— С а։ (х,,, х) ш (T)rfx + (хд), (54)
1*1-1 |х|—1
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Где ?։ (хо> х) и “«(хо» х) аналитичны по '0 в круге |"0| < 1 и бесконечно 
дифференцируемы при |։0| 1, |-| = 1. Так как левая и правая части
уравнения(54) аналитичны по х0, то достаточно потребовать равенства 
ра границе |ч=о|= 1» т- е-

ш (0 = р։ (<, -с) ш (t) — a, (t, ш (х) d' + Г; (/), | /| = 1, (55)
■ -։ ri-։

ГД®
Fi (t) — lim Fi (t) на |т0| = 1. (56)

Т-» t

Так как правая часть равенства (55)—аналитическая функция по 
I при |<| 1 и бесконечно дифференцируемая при |/| 1, то любое
непрерывное на |?| = 1 решение ш (#) уравнения (55) является гранич­
ным значением аналитической в области |/| < 1 функции, принадлежа­
щей классу С" (О 4֊ Г).

Поэтому уравнение (55) в классе непрерывных функций эквива­
лентно уравнению (54) в классе аналитических функций. Следователь­
но, задача (1)—(2) эквивалентна уравнению (55) в классе непрерыв­
ных функций. Так как /(<) (Г) и удовлетворяет условию (3), то
задача (1) — (2)в классе С1(£>4“Г) имеет решение, в результате 

уравнение (55) также имеет решение. Следовательно, по теории ин­
тегральных уравнений (см. [2]), частное решение уравнения (55) бу­
дет иметь вид (11), т. е.

О.(О =Л (0 4֊ у ад, 9А(9<Л, И = 1, (57)

Г1—։
где М3 (<, С) — некоторая бесконечно* дифференцируемая матрица по 
/ и С.

Подставляя в (57) значение функций ш (£) из. (53), получим

2 2 8*ф* (Q
4=1

M3(t, (58)

+ (<)=֊֊ 8՜1 (А (О 4֊ Г мз (t, 9 А (9 Л), (59)
Дм -1

ICI—1 
где

1(0 = {Ф1 (&•••» |л(0}.
Далее, подставляя ф (f) из (59) в (45) и (51) получим вектор- 

функцию Ф (f) = {Фх(<),-•Фл (£)} и со через граничную функцию 
/(<), которые подставляя в формулу (37) дают частное решение за­
дачи (1) — (2). Покажем, что это частное решение удовлетворяет 
.оценке (5).

Обозначим
def р 

Цх, g) =J 
Г

(ÿ-^Фу (t)dt 
fe—*4- М՜»։ —у)? (/= !>■••, п). (60)
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Так как + и z = x ig, то

? + \j 7) = Cj(t + V-ji), X + >7 g = Cj (z+ Vjz), (61 )

ÿ—7)=-^- (Z— Z — / + Ô,
£•1

где Ну =-——« причем из условия 1т Ху> 0 имеем |н/|<х 1» а Су — не- 
Н-Х/

которые постоянные (су = -^-(1—Ау)^ •

В интеграле (60) сделаем замену переменных
<=« (х), X 6 Го, {Го: М=1}; г =■ а (х0), |х0|<1, (62)

используя равенства (61), получим 

(63)

где Су—некоторые постоянные.
Согласно лемме 1 существует такая окрестность 1 —в |т|^ 1 

границы окружности |х| = 1, которая взаимно-однозначно отображает­
ся при помощи функции а (х) + Цу а (-J- 'j в некоторую двусвязную 

\ х / 
область Dj.

Ясно, что если положительное число 80 достаточно мало (80<^в), 
то число (а (х0) Ч-руа (x0))ÇZ)y при 1 — 80 'С |х0|-С 1» поэтому уравнение 

def / 1 \ ____
7 (b то) =«(’) + у ) —<*(■%)— И/ а (то) =0 (64)

относительно х, при заданном х0 из кольца 1 — 80 |т0| 1, имеет един­
ственное решение в кольце 1—в < |х| 1, которое обозначим че­
рез Со-

Согласно лемме 3 между х0 и Со имеют место следующие соот­
ношения:

ho- Col < с, Il - |Со11, 1ъ— Col < С, |1 - |ХО| I,
(65) 

If-Col> c4|f-xe|, |f|=xl.
Поэтому, если |х0|—»1, то |Со1 -♦ 1, следовательно функция f (х, т0) не 
обращается в нуль при |х| = 1 —в, 1— 81<|т0К1, где ^—достаточ­
но малое положительное число (8х^8о), а именно

T (s "'о) ¥= 0, при (х| = 1 — в, 1 — 8Х <|хо|< 1. (66)
Обозначим через Гх и Г։ окружности |х| = 1 и [х] = 1 — в. Ясно, что 
интеграл в (63) можно представить в виде двух интегралов ^(х, д)
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и /։(х, распространенных, соответственно, по контурам Г։ + Г։ и 
— по Г։ — по часовой

(67)
простым корнем вы-

(68)
1-е<М<1. Так

Г։, где интегрирование по 1 х ведется против, а 
стрелке.

Итак, имеем
/(х, у) = Ц(х, у) + 4(х, у).

В силу того, что Со является единственным 
ражения (64), то

Т(Ь ’о) = Чо(х)(х~ Со), 
где <р0 (*) — аналитическая функция по т в кольце 
как т = С0 является решением уравнения (64), то

«(Со) + И/ « “ (’о)“ Vя 0») = °- (69)

Из (64), (68) и (69) имеем

« СО + р, «f-il— а (Q— Р/ « (-=-)
То(О =---------------^—г------------- • <70>

■' — Со
Согласно лемме 2 функция ?0 (х) является аналитической по т и имеют 
место оценки

] «к*
<с*, 1—е<|т|<1 (к — 0, 1,-• •), (71)

где 8 и с* — некоторые положительные постоянные, не зависящие от 
т и т0.

Используя равенство (68), для Д (х, у) получим՛

Фл(0

(О (’֊Со)"
(72)

Из теории вычетов (см. [4]) имеем

Д (х, у)—-------- - lim ------
(р — 1)! dtP-*

а(т)+

<Р? С)

Из (73), используя неравенства (71), получим
(73)

а (Со)1, (74)

где Ск — некоторые постоянные, не зависящие от tg (/=!>•••, п). 
Ясно, что

1«Оо)֊а(Со)1<со|то֊Со|, (75)
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=----- —

<с1|х0-С0| + с։(1-К,1), 1(76)
где с0, сх и с։—некоторые постоянные.

Из неравенств (65), (75) и (76) имеем

« (''о)— «Go)~ = (М— а Ш|<С(1֊|С0|), 
\ <«о /■

(77)

где с — постоянная, не зависящая от и Со« 
Из выражения (50) и (59) получим

!+<,*> Go)l< £ f + с max IA (t)|, т=еЧ (78)
' 2я J 1՜—Cnl 1՜!=։

КГ-1

Из неравенств (74), (77) и (78) следует оценка

- 2С, J max |/։(т)|<
^=о 1

■< const max |Д (QI = const • max |/ (f)|. (79)
14-1 «ег

Используя (66), получим аналогичную оценку для /։ (х, у).

/» (*> у)1 < const ■ max |ф (t)|. (80)т£Г,
Из равенства (59) имеем

max |ф (т)| < const max |Д (x)|=const max |/ (t)|. (81)■։ =։-• |rj=l fgr
Итак, из (67) на основании (79), (80) и (81) имеем

|/ (х, г/)| < const max |/ (f)|. (8<€Г
Теперь рассмотрим из (38) выражение

def 1 bj ( 1 С / г I 1 r»\ 1W (х, у) = Re V V 8<у+г----- - In (1 - '«) Фг+r (f) dt • (83)
/=!,=! I \ S + Х/Т)? J

Используя (45), (61) и (62), из (83) имеем

( \ n« Ki vi x | 1 Г 1 (1__а (то) g (^о) \ . . .
'х> ^)=Re 2 2 г <— . I In 1 71~\ I ^ej+ ' (՝)

y-i г—1 v |х|я1 I а а j I

(84)
где Фе/1-r ("О определяются из формулы (58).

В (84) интегрированием по частям, получим
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W

ф°.

1’1-1

где

Ф“ +, (ОНО

Как показано выше, функция
def

7/ (х. тп) = а (т) 4

Ф°
1 “

(А

(У.

1

(85)

(86)

(87)

относительно переменной т в области 1—е-СЫ<^1, при 1 — 
имеет единственный нуль ’]= 5уо> причем 7/ (■։, *0)=^>0 при

1— во-ОоК1 и “

которые положительные числа (80 е).
Обозначим через I границу области 1—е<^ |х| <^1.
Согласно теории вычетов (см. [4])

в и о0—нв-

=2%+г ы (88)

= 0. (89)

Из (85), (88) и (89) имеем

w (х, g) = 2Re g 2 lej+r Ф^+, (Суо) +

■> ki 

+Re2 2 8,
аГо)—Н/а(то)
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Первую сумму в (90) представим в виде

2 Яе 5 2 8./+, ф;у+г (5Л)=2 Яе 2 8* фо (т0) + 
. у=1 ,=1 *-1

+ 2 Яе 2 2 8,л, (фо (^) - фо (т0)). (91)
7-1 Г-1

Интегрируя обе части (58) от 0 до т0 и используя (86), получим
2 2 5йФ2ео)=^(%)-Л(О)+ [ ЛА«,С)А(С)Л, (92) 

*-1 |С|-1
где Гг (т0) определяется по формуле (50), а

ЛА (А С) = |м։ (6 С) Л. (93)

Так как Яе (т0) является интегралом Дирихле с плотностью А (а (0)> 
то (см. [4])

|Re Fx (to)] < const max j/j (t)| == const max\f (t)|. • h|=l /6Г (94)

Из (92) и (94) получим

2 Re 2 Ф°е0)8* 
*=I

«С const max |/(t)|. 
/6Г

(95)

С другой стороны, из (92) имеем

Ф9 М ֊ Ф° +r ('о)| < ci max |^i (Ы ֊ Л Ы1+ с, max \f (f)|, (96)
/ J 1^1=1 •€*

где сг и св— некоторые постоянные.
Из формулы (50) и из неравенств (65) получим

1Л(Сл))-Л(’о)1<
о
J Tol

|f(g (т))|.(1-Н») 
b—'ol*

J«P<C max I/(a (t))| = const max \f (f)|, т=е% ■ * /gr ixl-l

где си с — некоторые постоянные. 
2—829

(97)
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Из (91), (95) и (97) получим

2 Кв2 2Ч+' ф“у+г <с ®ах 1/(01- 
/==1

(98)

Аналогично оценке (80) получим, что интеграл по контуру Г\ в пра­
вой части (90) также оценивается через величину с тах|/(<)|. Следо­
вательно

|то (х, у) )< с шах |/ (<)!, (99)

где с — некоторая постоянная.
Подставляя значение Ф (() из (59) в (51), получим такую же 

оценку для постоянного вектора с0:
|с0| <с тах |/ (*)|, (100)

<ег

где с—некоторая постоянная, не зависящая от /(<).
Ясно, что построенное решение II (х, у) = Ко (/) имеет вид (5) и 

согласно (82), (99) и (100) оно удовлетворяет оценке (36).
Пусть /(0€ С” (Г) и удовлетворяет условию (3), и пусть 

и (х, у) = К (/) имеет вид (5) и является частным решением задачи 
(1)—(2). Покажем, что оператор А (/) также удовлетворяет оценке (6).

Возьмем разность
бе!

Р(х,у) = К(/)-Л0(/). (Ю1)

Ясно, что при/(х, у) £ С” (Г) и удовлетворяющей условию (3), век­
тор-функция Р(х, у) удовлетворяет однородной задаче (1)—(2). Со­
гласно теореме 1 вектор-функция Р (х, у) бесконечно дифференци­
руема.

Из формулы (4) имеем
т

Р (х> у)= 2 Cj и) (х, у), (102)

■где и1 (х, у),---, у)—линейно независимые решения однород­
ной задачи (1)—(2) в классе С" (£)-]-Г).

Из (101) и (102) получим

^(0 = А0(/’)+ 2 с} и}(х,у), (ЮЗ)
/-։

где /(х, у) £ С" (Г) и удовлетворяет условию (3).
Пусть точки (х1։ л),-• (хт, у„)£ О и удовлетворяют условию 

(34).
Подставив в (103) х=х/, у—У) (/=1,---, т) и решив получен­

ную систему относительно ст, получим
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01 = (/ (х. у)), Ст = 1Уп(/ (х, д)), (104)
где (/) (]=^г‘,՝г т)—некоторые линейные комбинации от к0(Л 
и К (/) в точках (х>, у /).

Поэтому

|су|=|Д</ (/(х, ^))| < Ь] шах |/(х, у)|, / (х, у) £ С" (Г), (105)
(*. У)€Г

где 6/ (/ = !>•• ■> т) — некоторые постоянные.
Следовательно

к (/) = Ко (Л + 2 (Л и, (х, у), (106).
л-։

где / (х, у)^С” (Г) и удовлетворяет условию (3).
Допустим, что вектор-функции ф> (х, у), входящие в (3), орто- 

нормальны. ' •
Пусть у (х, у)—произвольная вектор-функция из класса С“ (Г).. 

Ясно, что вектор-функция

(Ю7).

(108

(Ю9)

(1Ю)

f(x, у) = у (х, у)— 2 ф* (х, д) \y(t)'lft(t)ds 
*=1 г

бесконечно дифференцируема и удовлетворяет условию (3). 
Из (106) и (107) имеем

|К (Л1 < с шах |/ (t)|, t — х 4- ig, 
<6Г

max |/(f)l <<а max |g (f)|, 
<ег /6Г

g (0 = / (Л + 2 Ф* (О [ g (0 Ф* (0 dt, 

где с и сх — некоторые постоянные.
Из соотношений (108), (109) и (110) непосредственно следует, что

|К(я)|<Стах|£(0|, (111)'ег
где с — некоторая постоянная, не зависящая от у (/).

Тем самым теорема 2 полностью доказана.
Доказательство теоремы 3. Пусть вектор-функция /(х, у) 

непрерывна и удовлетворяет условию (3). Покажем, что тогда зада­
ча (1)—(2) имеет решение, которое дается формулой (4). Не ограни­
чивая общности предположим, что функции ф/ (х, у), входящие в ус­
ловие (3), ортонормальны. Если / (х, у} удовлетворяет условию (3), то

/ (х, у) =/ (х, у) — ф* (х, у) С / (х, у) ф* (х, у) йз. (112) 

л-։ к
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Пусть последовательность бесконечно дифференцируемых на Г 

функций /т (х, д) стремится к /(х, у) равномерно при т֊+ со.
Построим последовательность

3« (х, у)=/т (х, д') — Мх, (х, у) ф։ (х, у) -------
г

-------фт (х, д) У /т (х, у) фт (х, у) (ИЗ)

Г

Ясно, что
(х, у) ->/(х, у) при т ֊» ос.

С другой стороны, (х, у) £ С~ (Г) и

От (х, у) фу (х, у) с/5 0, при /=1,- • •, т. (114)
г

Следовательно, согласно формуле (4), для функций / (х, д)= (^т (х, у) 
задача (1)—(2) имеет частное решение

ит(х,д) = Г АГ (г, 0 <2т (() Л, /£Г. (115)

Обозначим через U (х, у) вектор-функцию

U(x, д) =

J К (z, t) f (f) dt при z£Z) 

г (116)
/ (x, g), при z=x + iy£V.

.Из (115) следует, что Um (х, у) и их вторые производные при т-»°о 
сходятся равномерно в любой области, находящейся внутри D, причем

lim Um (х, д) — U (х, у), (х, д) £ D 4֊ Г т- ■»

lim d'+i Um (х, у) 
дх1 ду<

‘ (х, у) 
дх1 дд>

(х, у) 6 Л

Так как Um (х, у) удовлетворяют уравнению
^8^т(х, У) Um (X, у) д* Ц„ (х, у)

дха дхдд дда
- 0,

то переходя в (119) к пределу при т-* со, получим 
AUxx 4՜ BUxy 4՜ CL/yy = O, (х, у)^£>.

(117)

(118)

(119)

(120)

И

Итак, получено, что вектор-функция и (х, у) удовлетворяет уравне* 
Лию (1). Теперь покажем непрерывность £/ (х, у) в- замкнутой области 
-04֊ Г.

Согласно теореме 2



Задача Дирихле для систем 271

\ит (х, у) - U. (х, g)l= J К (z, t)[Qm (t)- Qk «)] dt < (121) 
г

<c max |Qm (0- Qk (01 < c {max |Q« (t)- f (f)| + max\f (t) - Q, (f)}, /ег /ег /er
где c — некоторая постоянная.

Так как последовательность функций Qm (t) стремится к f (t) рав­
номерно, то из (121) следует, что для любого заданного е^>0 най­
дется такой номер N (е), что

КМх, y)-Uk{Xl у)|<в, при m>N, k>N. (122)
Переходя в (122) к пределу при к-> °о и имея в виду (117), получим 

\Um (х, у)— и (х, у)| <8, при m>2V, (х, у)££>+Г. (123)

Это означает, что Un (х, у) стремится к U (х, у) равномерно в замк­
нутой области Так как Um (х, у) непрерывна в замкнутой об­
ласти />4֊Г, то предельная функция U (х, у) также непрерывна в 
этой области.

По определению (116) U (х, у) принимает на Г значение/(х, у), 
следовательно, оператор (5) является решением задачи (1) —(2) при 
непрерывной граничной вектор-функции /(х, у), удовлетворяющей 
условию (3).

Теперь пусть для /(х, у)£С(Г) задача (1) — (2) имеет решение. 
Покажем, что /(х, у) удовлетворяет условию (3). Представим век­
тор-функцию /(х, у) в виде

/ (х, у) = Р (х, у) + 3 су (х, у), (124)
/=։

тде
Р(х, y)=f(x, у) — £ суФу(х, у), (125)

а
cy = J/(x, у)фу(х, y)ds (/=!,.••, rn). (126)

Ясно, что функция Р(х, у) удовлетворяет условию (3). Следо­
вательно, из вышедоказанного, для Р (х, у) задача (1)—(2) будет 
иметь решение, в результате задача (1) — (2) имеет решение и для 
вектор-функции

def т
Т{Х, у)-/(х, у)֊Р(х, у) =2 су фу(х, у). (127)

՝ /=։ ’

Так как Т (х, у)СС”(Г) и для него задача (1)—(2) имеет решение, 
то согласно теореме 1, это решение принадлежит классу С°° (D 4֊ Г).

Поэтому 7'(х, у) удовлетворяет условию (3), т. е.
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С (С1Ф։(Ж> -------+ СтМх» У)Л = ° = «)• ( 128>

*т

Отсюда получим, что
с, = 0 (у = 1,..., т). (129)

Из (126) и (129) следует, что / (х, у) удовлетворяет условию (3), тем 
самым теорема 3 доказана.

Замечание 3. Скажем, что / (г) в точке имеет слабую осо­
бенность, если в окрестности этой точки имеет место

|/(г)К— С֊ 0<а<1, ^ = х+ф- (130)
к—*о1

Полученные результаты остаются в силе, если / (х, у) и иско­
мое решение и (х, у) в конечном числе точек на границе Г имеют 
особенность вида (130).

Б заключение считаю своим приятным долгом выразить глубокую 
благодарность моему научному руководителю, профессору Н. Е. Тов- 
масяну, за постановку задачи и постоянное внимание при ее выпол­
нении.
Еревански! политехнический институт

им. К. Маркса Поступила 15.V. 1978.

է. Я. ՄԵԼԻՔՍԵ^ՅԱՆ. Դիրիիւլեի խնդիրք երկրորդ կարգի թույլ կապակցված էլիպտիկ փոտեմի դիֆերենցիալ Տավաօարումների Տամար օանմանաւիակ տիրույթներում (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում է հետևյալ եզրային խնդիրը։ Գտնել միակապ Ը տիրույթում, 
որի ք եզրը հանդիսանում է անալիտիկ կոր,

AUյtx + BUxy-{՜ — Շ (1)
էլիպտիկ սիստեմի երկու անդամ անընդհատ դիֆերենցելի լուծումը, որը բավարարում է

ց)1ր = ք&, (2)
եզրային պայմանին, որտեղ ձւ 8 և Շ գործակիցները հաստատուն, իրական քաոակուսային 
Ո-Լա փան ի մատրիցաներ են։ (1)—Հ2) խնդիրը դիտարկվում է, երբ, ք {X, ^) = * -
■ ՜ •' քո (*, յ)) պատկանում ԷՇ (ր), իսկ Ս (X, ց) = { Սյ (X, ց),-• • , £/ղ (ւ, յ0) որոնվում է 
Շ (Օ-է-Հ) դասում։ Որոնելիք դասում ստացված է անհրաժեշտ և բավարար պայման (1) _ (2)

խնդրի լուծման համար։

E. P. MELICKSETIAN. The Dirichlet problem for weakly connected elliptic tyttem e 
of eecond order differential equation» tn bounded area» (summary)

In the article the following boundary problem is considered.
In a singleconneoted domain D bounded by an analytical curve T, find a two 

times continuously differentiable solution of the weakly connected elliptic system of 
differential equations

A Uxx + BUxy 4- CUy, = 0, (1)
continuous in the closed D + T and satisfying a boundary condition
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U(x, g)/r-=f(x, g), (2)
where A, В and C are constant real square matrices of order n, f (x, y) = 
= (/i(x, y),---, y)) is a vector-function, defined on Г, U (x, y) = {C7։(x, y),---
•••. J)}.

In the paper a number of theorems are proved and a necessary and sufficient 
condition for solvability of the problem (1) —(2) is obtained.
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