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Введение

Изучение свойств рядов Дирихле

я«! 

показатели которых линейно независимы над полем рациональ
ных чисел, было начато Г. Бором в связи с изучением поведения 
С-функции Римана ([1], [2]). Пользуясь свойствами таких рядов, в 
теории С-функции удалось получить различные результаты об оцен
ках С (<։-{-Л) при / —• оо, В основном это были ^-результаты (от
рицание 0-результата), которые оказались бы точными, если бы уда
лось подтвердить гипотезу Римана ([2])- М. Кац и Р. Штейнгауз 
([3]) заметили, что свойства экспонент {еДя4Г}^.։ с независимыми по
казателями похожи на свойства независимых случайных величин. Ра
боты А. Винтнера, Ван Кампена, Р. Керчнера, Р. Хартмана ([4], [5]), 
где имеется обширная библиография, были посвящены доказательству 
существования, вопросам гладкости функций распределения

Нйе/(гг) =Дт т{х€[—Г, Г]; Ее/(х)<у|,

Т]; 1т/(х)<«,} 
* “* ш Д I

для боровских почти-периодических функций. В работах этих авторов 
были изучены также и многие другие вопросы теории рядов Дирих
ле. В настоящей работе будем рассматривать ряды вида

00 < Хд , Л>
. . £ а« е (1)

Л—1
где

7 - л<’) 1<8>... 7 — (г „ ... г »
'•л — \*п , АЛ < , лл )։ х — 1Х1։ х։, • • •, Ху),

<4 ;>=Х и
к—1

линейно независимы над полем рациональных чисел.



230 Г. К. Оганесян

§ 1 настоящей статьи посвящен формулировке основных теорем 
о пространствах Безиковича Вр функций /V переменных. В частности, 
доказывается, что для любой функции класса Вг существуют относи
тельные функции распределения

икс / (//)= нг яе/(^)= ։*т 1Г) т.л/ т (х€[ Л Лл; Ке/(х) <^), 
Г-»- Т«~ I )

1 - - (2)
Н1п./(у) = 1։т нг,1т/(у)=' Вт т {х£[—Г, Г]"; 1т/(.г) <у).

Существование пределов (2) дает возможность трактовать функ
ции класса В1 как случайные величины. Однако относительная мера

!А(<2)=^(2Т?т’<2п[՜7’’
не является а-аддитивной. Поэтому такая трактовка позволяет дока
зывать методами теории вероятностей лишь те теоремы, “которые 
фактически являются теоремами не о случайных величинах, а о функ
циях распределения.

В § 2 доказываются теоремы, на основе которых можно судить 
о свойствах коэффициентов ряда (1}, если только известна скорость 
убывания функции

1 ֊ Р/ (у) + И/ (֊ у), 
где р/ (у) означает одновременно и Рке /(у) и рп,, /(у).

§ 1. Независимость в пространствах Вг

Функция / (х) принадлежит классу Вр (р > 1), если /(х)££л 
([— Т 7’]*) для любого Т > 0, и для всякого е > 0 найдется тригоно- 

п ֊*■ -►
метрический полином Р (х)= 5] а* е։< х** х > такой, что

*-։
г “ ЮТЙ [ 1/(х)֊Р(хИ’

1 ) и
[ - т,

Норму функций /(х)^Вр определим формулой
м -» ___  11 Р — «11/0
= Мр/(х)= Нт —у - |/(х)|р </х .

т ■*“ I 1) V ]
[-7, ■F}N

Справедлива теорема о полноте пространства Вр, принадлежащая Бе
никовичу ([6]).

Если / (х)^Вр, то /(х)^В? при <^р՝_Поэтому класс В^ являет

ся самым широким. Для функции / (х) £ В^ положим

»»г.яе/(у) =-֊- 7п{хС[- Т, ТУ-, Ке/(х}<у},
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^.»/М—тЙС-Г, 7Р;

Каждая из функций Рт. Re/(y) и pr.jm/ü?) непрерывна справа.
Здесь же отметим, что для классов Вр функций одной перемен

ной результаты этого параграфа были установлены в работе Е. М. Ни
кишина ([7]). Перенесение этих՜ результатов на функции многих пере
менных требует определенных модификаций, что и проделано в этом 
параграфе.

Лемма 1. Для комплексных г равномерно по Л (А — лю
бое) существуют пределы

I- т, r\N

- '1 Z (г +’1*)'՞*
2 А (М*) • • • Jn,n (Ul Z) е 1 *-՛ \ 7 J

Л|, /л,.---, тп ֊ —* (3)
ж, kf>+... + m(,k<t”_O

И1’^)+...+тях<,л’и

Х։п р (z) = Hm. ֊-N J е* *“ dx = 

1-7. Т]"
Л

_ '2 ?*т*
2 CaJ 4- • • /шл (Н *) « *■’ • (4)՜

ЛХд, л • • •, ТП п •• —՛ ••
-.4։,+ -+тп4։,-0

-,\|1#’+;'.+я. х‘/’ =о

Здесь

— " /< .. Х> " 1Р(х)-2 а.е<։> =Х 1»*1'
»-1 Л-1

— произвольный полином Jk (s) — k-я функция Бесселя, ряды, 
представляющие XRe р (г) и Zim р (г), сходятся՛ равномерно при ]z|<L 
֊< А, T* = arg а*.

Д о к а з ательства. Имеем

Re Р (х)= 2 |а*| cos (XJJ) хг + — • + 
t-i

Im Р (х) = 2 |а*| соз[ -- - Х»> хх-----------XN _ .
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Воспользуемся формулой ([8])

e։t cos V _ im Л W е'“т- (5)

Равномерно по |г| •< А

/*(*) = О (6)

и следовательно, ряды (3) и (4) сходятся абсолютно и равномерно в 

круге Представляя е1х^еР(х) в виде произведения рядов, по
лучаем

1г |О*| со» (Х^*\г։4------нх» ^Y+?»)
1г |а*| сот (Х^х.+.-.+Х^’-Гд, +П)

п
/л։ (>.*, \ti4---4 Х^\гуу+рф).

/т (|а*| г) в

2 /«. (W z) • • • Jmn (]ал| Z) X
/Л|, /п>։**-, тл— —••

х ехр Iz (тк)+ 2 тк Х1+ —x'v) +s m* <p*l •
1 ՝1 ‘-1 7 *-։ t-i J

Отсюда следует

/Ль-”. тя - - •

x expMy2 m*)+1 s /n*x(*) X+ • • -+(s m* ?4)
1 \2*-> 1 V-l J J £1 )

Интегрируя, получаем

(2T)N f e‘zRePM dx= /«.(laj*) • (И-|«)Х

[-֊r, nN — ш
mi + • • • + nn кд =0

‘Si(r+’*),n* 2
Xe + ---

|m, X*!* +... + zn?1xJI1,| + ...
41Ж։хГ+...+ .в^1>0



О периодических функциях 233

Здесь П' означает произведение, в котором 2 т*
*-1

Зафиксируем г > 0 и разобьем последнюю сумму на две части 
так, чтобы

12.1 = 2 У®. (|в1| *)• • • У-я (|а„| д)Х

|т,1 + "«+ |»«Л|>£ (•)
|ш, Х^’ + ---+Л1лХя։| + -.-

+1Ж|л|* ^+--*+тяХ^л \>0

0
2 1У-. (М zY--Jmn (ia«|z)|< -

Izn,!+•••+ Л1Л|- 4(i)
Jm, Xj ^ + *՛ + тл Хл \+*>-

4-lm, Xj + ••• + mn rn l 0

при всех 1г] < А. Теперь выберем Го (в) так, чтобы при всех]г| <Л и 
Т > Т9 (в) было

Окончательно получаем 

I—T, TjAT

при |е|-СЛ и Т> То.
Аналогично доказывается равномерная сходимость в (4).
Из оценки (6) следует равномерная сходимость в (3) и (4).
Следствие: Если показатели полинома независимы, то-

XRe р р (г) = Jo (|aj «)• • - /о (|an| z).

Лемма 2. Существуют пределы

HRe/ (у) “ lira Hr,Re/(ÿ), Нш / (ÿ) = Hm PT, Im/ (ÿ). T-. « Т — «
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Доказательство этой леммы можно провести в полной аналогии 
с доказательством для функции одной переменной классов Вр, кото
рое сделано в работе Е. М. Никишина ([7]).

Определение!. Последовательность '{/„ (х)1£-։ функций из 
Вг назовем независимой, если для любого конечного набора функ
ций /п„ /п„ ■••>/«* выполняются равенства

Хи* (/«,<-—+/„*» (0 = ֊ (О»

йга (/„,+• •4֊/я>)(/)==։ ՝/։т/я> <*) ' ' * 7-|т/л* (0 >

где

1-7. П*

1-7. Гр

Из этого определения следует, что функция распределения сум
мы Няе / (у) (или рчп» / (у)) является сверткой функций распределения 
слагаемых, т. е.

НЯе/ (у) = Нй։/Я| * Рйе/я, * •" * (у)

(под сверткой как обычно, понимается
•О и

(у) = У (у — 5) (0 = У14 (у—;) </рх (£)).

— — а*

Из леммы 1 следует, что |е‘ '«•■»>•“ является последователь
ностью независимых функций (в смысле данного выше определения), 

если показатели [Хя)“_։ линейно независимы над полем рациональных 

чисел. ((>֊«)Г-1 линейно независимы, если линейно независимы 
•■•.ЮТ-

Определение 2. Функция / (х) называется периодической 

с периодом Д = (Д1։ .. •, д„), если / (хх + Дх, х։ + Д։, • • •, хдг + М = 

{хг>‘' •> хл) для всякого х=(х1,- • хлг).

Пусть / (х) периодична с периодом Д = (Д1։- • Дл-). Если

- / л’ —
/(х) 6 X [0, А, ]), то / (х) € Вр и

\1="1
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1*пе/(у)=7—~~771 Iх 6 х I0’ Д'Ь Ке/(х) 
Дх • • • Д,у | '-։ )

Нш/(у) = -—^——/п|х£ X [О, Ад]; 1т/(х)<Д> 
I '-։ )

а для характеристических функций имеют место равенства

7.й։ , (0 =---- - ----  [ е“ Ие/«<1х,
Д1՛ • • Л

X 10, Д/ I*

'4т/ (0 = ֊----- Г е"1п> ’ 1х) *•
Дг-.-Длг^

■ Л«0'1"
Приведем еще один пример последовательности независимых 

функций. 
-* “♦>

Лемма 3. Пусть (х), /։ (х),-------периодические функции с
периодами

Дц Д»» • • • 5 /я (х) £ ( х [О, Д/] ) •
\/—։ /

Если последовательность

. АГ
1д I 1л'.’1' "■* п

независима над полем рациональных чисел, то /л (х) независима.

Доказательство. Для простоты будем считать (Л,(х))Д1 
действительными функциями. Положим

% (х1։ • • хлг) =/„ (АП) хх> • • - , Д<") хн).

Функции фп (х) имеют период 1 = (1, 1). То же самое можно

сказать о е,**Л{х>. Имеем

Х/и(г)-] е"/л^)£/х= у е/г+"<^х.

Далее

X (0. Д^!
*=.։

5-606
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Пусть т* (х1։ •••> ху) —прямоугольные Фейеровские средние ряда. 
Фурье функции ег (последовательность функций (е (11 лл’М} 
образует полную ортонормированную систему в пространстве ^([ОД]*) 
со столь большим номером, чтобы

I |т*(х) —е |Лс< (2я —1)2՞՜’ 
|оТ 1)"

Хорошо известно (см. [9]), что |т* (х)|-*С1-Заметим, что первый, член 

полинома т* (х) есть Г е* ^Лк <х) Ух. Из (7) получаем
I». ц"

С П’*6^-Х+Л<7>>՛ ՝ т^*-։ А"*

где |Л (Т, е)|< в. Легко видеть, что в силу линейной независимости

1. * Г г-1 /х \ ■* гтГ ‘^лкМт'Ш (2 ПИ ) П ) Лс = П I е Ух.
|-У, \ДЯА / *“։ [о, и«

Из этих соотношений следует, что для любого числа в^>0 найдется 
То (в) такое, что при всех Т То (в)

Лемма 3 доказана.

§ 2. Ряды экспонент с неаавнснмымн пои я яя тел ямп

В дальнейшем мы будем рассматривать только функции из В։։ 
Если / (х) Вл и действительна, то, переходя к пределу в равенстве

У* *6*г,/(у)г
[-г. П

г
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получим

Ик«
—- «в

Обоснование возможности перехода к пределу следует из՛ тео- 
ремы непрерывности ([10]).

Теорема непрерывности. Пусть Ф, (х)(— со<х<^ое)— по
следовательность функций распределения (т. е. Ф, (— оо)=0, ф, (сс)=1 
и Ф, (х) не убывает). Если

е‘а </Ф, (X)

при у —• ео сходятся к непрерывной функции Х(?), то существует 
функция распределения Ф (х) такая, что Ф, (*)-* Ф (х) в каждой точ-՜ 
ке непрерывности Ф (х).

Теорема непрерывности сохраняет силу и для случая, когда у 
изменяется непрерывно. Для формулировки нашей теоремы введем 
функции Н (у) и Н* (у). Пусть Н* (у) — положительная, непрерывная, 
строго возрастающая функция на [0, 4֊ оо). Функция Н* (у) опреде^ 
ляется соотношением Н (Н* (у))=у +1, или же = (у+1).
Предположим, что при некотором а^>1

^1. (8)
У

Справедлива

Теорема 1. Пусть А(х), /2(х),-------периодические с перио-
♦

дами А1։ Д։, • • • функции из Вл, для которых

М/п (х) (1 ։ (УУ)
ал ••• 

.V 
X 

*-1

Предположим, что независимы и

/„(х) </х = 0 (и =1,2, 

о, 4‘)]

/(*) = 2 /л(х).
Л" I

Пусть, далее
1֊1‘/(у)+|‘/ЬУ)-О(в-^»).

Тогда
(9}
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при любом е^>0. Здесь

а Iх/(у) означает одновременно и Ря«/Цг) м 11|п> < (и)-

Сперва докажем теорему в случае, когда функция / (х) действи
тельна.

. В дальнейшем нам понадобятся следующие две леммы, доказа
тельства которых приводятся в работе [11].

Лемма 4. Пусть функция / (х) ] довлетворяет условию (9) 
Если

’ 1-г. Т\^ 

т° ]•/./ (г)| < с е|։| .

Лемма 5. Пусть Н (б)—положительная, монотонно возра
стающая, непрерывная функция, которая при некотором а > О 
удовлетворяет условию (8).

Пусть {г*|Г— последовательность нулей функций

(*) = У «"* (у)

— м

с учетом их кратности.
Если

|Х/ (х)| -С с е^г>н «։|)։ 
то

“ 1
£։ЯЧИ)Ы1ог։+*|^1 < + °0՜ •

Доказательство теоремы 3. Зафиксируем произвольное 
число л.

Т огда

/<х) = /л (х) + (х), где (х) = 2 /„ (х). (10)
**Л

Пусть X/ (2) — характеристическая функция / (х), Хл(х) и ՝Х?я (г)—ха

рактеристические функции /я (х) и <ря (х) соответственно. Для всех 
действительных чисел г имеем

I7 £ — Х/ (г)1 < Ы /к (х)-/ (х)) • (П)
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Из независимости функций {/я (х)«1 и неравенства (11) для всех дей
ствительных чисел х имеем

X/ (х) = Х/(| (х)-Х^ (х).

Отсюда получаем равенство
*/(х)=ШШ (12)

По теореме единственности для аналитических функций, функцию 
X/ (х) можно продолжить на всю комплексную плоскость с помощью 
равенства (14). Для функции распределения имеет место равенство

Р/ (у) = н/я (у) * ^=„ (у)-

Из теоремы Леви-Райкова (см. [12], стр. 77) следует, что для функ

ций /„ (х) также справедливо соотношение (9). Из равенства (12) сле
дует, что все нули функции Х/я (г) являются нулями функции X, (г); 
В силу сказанного и из лемм 4 и 5 имеем

У, ------------- ----------------< + «>, (13)ЙН‘(|хЯй|)|хЯ4|1оя^*|хЯ4|

<«>ь=1 и«»!

где {х„4)Г— последовательность нулей функций с учетом их кратно
сти. Введем обозначение

_ 1 _ 1_
2 12

Р(у) = {Н'(У )}֊'-у .

Воспользовавшись условием (8), получим Р(у)-у~1 !• Отсюда сле
дует, что Р (у)—полуаддитивная функция (см. [13], стр. 105). Из (13) 
и (14) вытекает, что

Р<?■ М/ <н՝(МК11ов—1«.,|<

Тем самым теорема в случае, когда / (х)— действительная функцйя; до* 

казана. Пусть / (х)—комплексная функция. Положим

я;(у)=я* , или Нг (у) = Н *
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Функции Н' (у) и Я1 (у) удовлетворяют условиям теоремы. Следо- 
вательцо

$ н{ (15)

Здесь а° = тах (оя, %), где

, ,_____ 1
в/,= ]/д<1)... Д<л')

)/д(1)... д(лоа =

Из .неравенства (15) следует

7-1 Я*
<2Е — 

"“»Я*

о’.2։+«

0° 2‘+‘
оо.

Теорема доказана.

Если /я (х) = а„ е 
ремы 1 вытекает

(п > 1)» где Ря}Г независимы, то из тео-

Теорема 2. Пусть / (х) = 2аяе и (М“ независимы.

Если
1- Р/ (у) + ?г(-у)=О (е֊>"<’> ),

то
1

Я*

»Л« Н/ (у) означает одновременно и Ме/(у) и Нт/(г/).

1. пусть -------периодические с перио
дами Др д„... Функции из В։, для которых

(■')=’ 7(1) 1 А(ЛГ) [ А(х) с/х = 0 (и = 1, 2,-. 
“я • ' •ая я

И
X (0. А <*>]Ь_1 я ‘
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(1 ]- что 1— I независимы и
|Л-/1

Предположим,

/(*) = 2/«(*)•

Пусть
1 — Р/ (у) + Р/(—У) = О(е-у<)

при некотором д'>2, тогда

у 0? -•---------- г- < + °°£1 » , ։+• 1Я_1 1оу —
°я

для любого е>0. 
Следстви е 2. Пусть

/я (х) - 3 а„ е‘ < к" х > и ( ХЯ)Г 
п “1

независимы. Если

1 — Р/ (у) + Р/(—У) в 0(е՜*’)» 
то

2 и՛47 , .1.1 < + °°
'°г Ы

при любом е > 0.

Следствие 3. Пусть Д(х), /։(х),• • • — периодические с перио

дами Д1։ Д։---, Ад,--՛ функции из /?։, для которых
■* 1 - АГ ...М/п(х)=- ֊֊ —1Мх)|д.(Х[<), Д<Ч) = 0 (п=1,2,...).

Уд<։,...д?

Предположим, что независимы и

/(Х)=2/«(Х).
л—1

Пусть 

тогда
1 = Р/ (у) + И/ (- у) = О(е-'у),

Следствие 4. Пусть
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/(х) = շօ„Հ<։'՚Հ> и (Հհ՜
л—I

независимы. Если
1 — 1*/ (у) + Р/ (— У) ~ 

ТО

'°8 ւ«.ւ
В заключение выражаю благодарность моему научному руково

дителю, профессору Е. М. Никишину за постановку задачи и постоян
ное внимание к работе.
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ни. К. Маркса
л . Я՝*-”' •;

Գ. ։». ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. в2 դասի պարթեոօկան ֆունկցիաներով կազմված շարքերի մասին 
(ամփոփում)

ԴՒէ”4 (/*(01" -* ԲեԳՒ1է"։1ՒւՒ В1 4*“Ւ ֆիկցիաներ են, րնդ որում ք (ք)Հ, ունի 
~ JV
ձչ պարբերություն և քՀ-ի ինաեղրսպք У.(0, ձյ)-»Հ=Օ>

Օրոշ պայմաններ գնելով

/(3=2/*(0

ֆռնկցիայի խարակտերիստիկ ֆունկցիայի վրա, ապացուցվում է, որ

V ’*---- 7T\---------- 7TV < + 00 (Vе>0);2 Н*рЛ1ог>+*/2Л
l/di, (0; ձ*) 

= ՜՜ -
V Д*,г Д* î - • • ձ*, ,v

Այստեղ H* (yj ֊բ որոշակի պայմաններին րավարարող ղրական, մոնոտոն աճող ֆոլէկ- 
ցիա 4«

G. K. HOVHANNESIAN. On the teriet of periodic function։ from the clatt Bt 
(summary)

Let (/*(0)։ • b® the sequence of functions from the Besicowitch class B2, fk(t) is

periodic with period A* end the integral of ft (t) by (0, A*) equals 0.
Under some conditions on the characteristic function of. the function

/й=2 АЙ
it proves, that

CO (ye > 0), 1/h. (Q;

У՜ да.1 - A*. 2՛ • • Д*.

Here H*(y) Is a positive, monotonously growing function which satisfies some conditions_
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