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ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ФУРЬЕ

1°. Пусть функция / аналитична в единичном круге В = {|г| < 1} 
и принадлежит классу Харди Нр, 0<р<^<х>. Отображение /—?(/): 

Տ(ք) (9) = (У 1Г ֊г) л- 
О

называется функцией Литтльвуда-Пэли.
Теорема Литтльвуда-Пэли ([1], гл. XIV). (1) Пусть }£НР, 

о</»<оо, / (е/։)— граничные значения функции /. Тогда

У у1/(е'։)?^. (1)
—к —к

(И) Если /(0) = 0, то
К к

У 1/'(е“Ж М < В,у ^(/)(0)</9. (2)
—X —X

Константы Ар и Вр зависят только от р.
В настоящей работе мы дадим обобщения на случай весовых 

пространств неравенств (1) и (2) для оператора и различных его 
вариантов. При этом мы рассматриваем эти операторы на простран­
ствах гармонических функций, заданных в шарах В՞ пространства R՞ 
и в полупространствах Я^+։ = [(х, у): х £ R՞, д>0}. Все наши ре­
зультаты верны в этом случае, кроме одного (который особо оговари­
вается), когда приходится ограничиваться случаем аналитических в еди­
ничном круге В или полуплоскости R* функций. Однако, для простоты 
изложения, все формулировки и доказательства приводятся в случае 
Я’, или В. В конце работы приводится применение этих результатов 
к мультипликаторам преобразований Фурье.

2а. Введем теперь необходимые определения и обозначения.
Определение. Пусть функция ш (х) неотрицательна и ло' 

кально интегрируема на Я1, ш принадлежит классу Макенхоупта 
Ар, 1 < р с со, если существует константа С>0 такая, что для лю­
бого конечного интервала 7, 7 с R1
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1
(тН ю ах Х|7г[ш(х; <с, (А,)

I I

где |/| — лебегова длина интервала I.
т принадлежит классу Аи если

ш* (х) < Сю (х), (Ах)

где то*—максимальная функция Харди-Литтльвуда функции т (опре­
деление см. ниже). Аналогично определяются классы А„ на окружно­
сти Т = <Я).

Через Н^= Нр (Я2+, то (х) </х), обозначаем простран­
ство всех гармонических в R2, функций, для которых 

а»
И£,шэ зиР [ I/ (х> «> (х) </х< оо. (3)

у > О и — ал

Если 1<^р<со и ю £ Ар, то этот класс можно отождествить с 
классом всех функций /, заданных на R1, для которых 

•г
У I/ (*)1р и» (х) </х<оо. (4)

— ••

Точнее, если выполняется (3), то для функции / существуют не 
тангенциальные граничные значения (также обозначаемые через /) 
для которых выполняется (4). Обратно, если / {’удовлетворяет (4), то 
существует гармоническое продолжение / на которое удовлетво­
ряет условию (3). (См. об этом [2], [3]).

Классы Нрт в круге В определяются аналогично.
Через Г. (х) обозначаем конус в R! с вершиной в точке х £ R 

и раствором угла а 0
Г«(х) = {(6 у) ^։+:к-х|<а^].

Пусть, далее, В = и С» — разбиение круга О на диадические пря- 
к

моугольники 0«, некоторым образом занумерованные.
Введем теперь, следуя работам [4], [5], [6], нужные нам опера­

торы. Каждый из них мы определяем либо для В, либо для одна­
ко подразумеваем, что понятно их определение в другом случае.

Пусть / гармонична и принадлежит классу (в круге или по­
луплоскости). Будем пользоваться следующими обозначениями:

• 1

о
3-606
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G, </)(•)-
i ։/»|y/(re'*)|* dV;(r) | r 2 < q,<Z °°r

5(/Xx>= И j* ’

J j (k (/> *)|։ dtds}’* x>1։’
0 --

/ f ] V<
gq, •(/)(e)= r1—r^lc^։p, ’ 2<9<°o>

о '

TKt Qrti\ — тот куб из разложения D = U Q», который содержит точку 

x=re/,^D.
Локально интегрируемой на R1 функции / сопоставляется макси­

мальная функция Харди-Литтльвуда J*\ 
x+h

/*(x)=sup f |/ (у)| dy. 
A >0 Z/1 J 

Jb-A
Теорема A. (Muckenhoupt, [7], [3]). Пусть l<^p<oo. Hepa 

венство

J (/* (-^))p ™ (?) Лг < C JI/ (x)|' w (x) dx

имеет место тогда и только тогда, когда ш^Ар.
Теорема В (Gundy, Wheeden, [2]). Пусть 1<^р<^

со. Тогда, если w£Ap, то существуют константы Сг и Сг, завися­
щие только от р и такие, что

Сг (/)(х) w (xydx^C,^ ш.

Заметим, что на самом деле имеет место более сильное утверж­
дение, однако для наших целей достаточно ограничиться этим случаем..

Теорема С (МискепЬоир!, Wheeden, [8]). Пусть
2

°°> Р^>—• Если яг£Дд, то 
). 2

(g* (ОМУ w (х) dx < С If (х)|р w (х) dx.
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Теперь мы приведем несколько почти очевидных следствий из 
теорем А, В и С.

Предложение 1. а) Пусть 1<^р<^<ж> и /64 (Э). Тогда 
если т £ Ар, то

' X

(/)(0) « (в) *в<Ср/(е'։)р ш(9)Л9. (5)

г- —X

Ь) Если к тому же / нормирована условием /(0) = 0, то 
; х •

|/ (е«)|' ю (9) </9 <С [^0 (/)(9) п (9) </9. (6)

Доказательство. Первое утверждение следует из теоремы 
В и из известного факта, что § (/)(9)-С СЗ (/)(9) (см. [9], стр. 108). 
Второе утверждение следует из первого и из неравенства (см. [9], 
стр. 102) 

X 

у/^гм^м р(0(/)(в) Л1)(ЛХв) я,

верного для достаточно „хороших“ функций / и Л. Здесь 
1

' £(1) (/)(0) = j J (1— г) /(re'*) 12 ■

о

Кроме того используется факт, что если w £ Ар, 1 <р<^оо, то 
_1_

w Р £АР՛, где р' = —-—(см., напр., [2], [3]). 
р—1

Предложение 2. Если Hpw (D), 1 < р оо, 2 g < оо и 
w £ Ар, то

X X

[ g'q (f)(0) W (0) ^0<С’У I/ (е'։Г W (9) </9. 

— х —X.

Доказательство. Случай <? = 2—это предложение 1 а). Рас 
смотрим случай q= оо. Имеем

g- (f)(6) = sup (1- г) |у/ (ге/։)| < С sup |/ (re'e)| < С/* (е'։), 
0<г<1 0<г<1

где первое неравенство следует из оценок ядра Пуассона, а второе— 
известный факт (см., напр., [9], стр. 77). Таким образом, по теореме А

։ х к

Г- (/)(0) (0) ^0<’С С(/* (е“))Р W (9) </9<СС |/(е'։)|₽ w (9) </9.
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Общее утверждение для любого д, 2-^.д-^.со, следует теперь 
из интерполяционных теорем типа Рисса—Торина. Самый подходящий 
для нас вариант этой теоремы содержится в [10].

3°. В этом пункте мы докажем весовые неравенства для опера­
тора (7« (/). Начнем, однако, со вспомогательных оценок оператора 
л. • (/)•

Лемма 1. Для операторов 8* (Л ** 8ъ * (Л и 8* (Л = 82 (Л 
имеет место поточечная оценка почти всюду

8* (/)(х)<Ся*(/)(х).

Доказательство. Пусть (? — некоторый диадический прямо­
угольник в R։., содержащий фиксированную точку г — (х, у). Тогда 

ясно, что у -С сКя! (О, Я)-<2у. Пусть > = (։, '/)— некоторая дру­

гая точка в (?. Тогда, так как градиент гармонической функции есть 
гармонический вектор, будем иметь по формуле Пуассона

1

Отсюда, по неравенству Коши и иа того факта, что при С С <2 
имеем

—« (\- -0 +1» — 4< I*- 4 < I* — *14-а (7!՜ ՝у)
и

получим
1

I2—2—

Взяв sup в левой части по всем Q и проинтегрировав- по ме­
ре ydy, получим

I У sup lv/ (Е)|2
J у о
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■ ' ■- ■ м

< С f С IV/ V, у)|։ . dtdy < С (g* (/)(х))>.
J J IX—f|2+y2
и —

Лемма 2. Для оператора g„, • (/) имеет место поточечная 
оценка почти всюду

Доказательство почти очевидно:

g-, *(/)(х) = sup sup y|v/(Q| <C sup sup |/(C)K
y>0 y>6 C6Q(x. y)

< c sup |/(Q|<C/*(x), 
cer. (x)

так как все прямоугольники Q<x,y) из диадического разбиений, содер­
жащие точку (х, у), лежат в некотором фиксированном конусе Г« (х) 
с вершиной х е R.

Теорема 1. Пусть /£(R?), 1<р<^сом 2 -С у < °о( Тог* 
да если w £ Ар, то

I?».• (f)ip, w С|/|р, w.
Доказательство является простым следствием лемм 1 и 2 и 

теоремы С, а также уже упомянутой интерполяционной теоремы типа 
Рисса-Торина из [10].

Перейдем теперь к оценкам функции
I

б'« (/)(*)=[ IV/ (ге՞)!’ И- 

о
Относительно меры rfp, участвующей в определении этого оператора, 
будем предполагать, что для любого отрезка [о, 1], 0-^а<£1, имеет 
место неравенство

1
. pp(r)<C(l-a)< C(q)

о

Заметим, что из втого условия следует, что если (а, 6) — неко­
торый интервал в [0,1] и если величины Ь—а и l-'-a соизмеримы, то

ь
Jrfp-(г)< С(6 — а)ч< 

а
Это обстоятельство будет использовано Вами при доказательстве 

теоремы 2 неоднократно.
Теорема 2. а) Если для любой функции (D) выпол­

няется неравенство
J6« (/)jp. «< -С С Ч/Др, w,

то мера dp удовлетворяет условию С (q), 2-С у со.
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Ь) Если 2 -С Я — Р <С °°» И удовлетворяет условию С (р), а ве­
ковая функция принадлежит классу Ар, то

.с) Если 2 < ?</><“> С (q), a w£ Ар, то

||G7 (/)*р, v С .

d) Если 1<^р<^Я> Я >2. (<?)> w^Aq,u если предположить
дополнительно, что f аналитична в D, то

Доказательство, а) Здесь мы можем просто сослаться на 
пункт i) теоремы 2 из [6].

Ь) Пусть .теперь р = ?>2 и D=U Qk — диадическое разбиение 

круга D. Обозначим через 8* длину стороны куба и через /*—основа 
яие Q*. Пусть также mw(/)=J w (6) </0. Тогда имеем 

/ 
к I

IGP (/)Вр. • = J W (8) rffl j IV/ (re")p dfx (r) =

-к 0

= J J lv/ (»■ert)p’ w (S) rfp. (r) rffl= £ J J| V/ (rert)f w (fl) rfp (r) <fi <

< 2 s^up Iv/(C)/ J J eo (fl) dp (r) C £ sup |y/ (C)|₽ f w (0) </6=

= c 2 su$ Iv/ (Qp 8^ mw (Ik), (7)

так как н удовлетворяет условию С (р).
С другой стороны, по теореме 1, если w^Ap, то

« I

Wp,. >ClgP. <„=['«» (б) rffl f(l-r)₽-‘sup |v/(C)|Pdr = 
J ;6<?„w

= 2 sup |v/(Q|p (1—г)*»՜1 w (0) d^dr = 
k

= 2 |V/(C)P JJ(l-r)P֊1 W (0) dbdr =

Qk

= C 2 sup |V/ (C)|₽ m„ (h). (8)
Сопоставив (7) и (8), получим требуемое утверждение.
с) Пусть теперь 2<?<р<оо и неотрицательная функция « (0) 

принадлежит классу L^-я (Т, «,֊»/₽֊» (0) </0), |т|<1. Тогда имевм
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« « 1
У/ = У <Р (6) С* (/)(©) Л-] ]\ (б) IV/ («'•)!» </и (/) м < 

-ж — хО
< 3 IV/ (01’ у | (г) т (0) М <

9*

< С 2 вир IV/ (01’ 6Х С Ф (6) <&' (9)
* ='«?* и

4
Но

8’ у ? (0) л= с(1-г)<-։ ? (0) ^г,

4 <4
поэтому можно продолжить неравенство (9). Получим

//< с У аир IV/ (С)|* (1—г)*~։ <р (0) с1Ыг =

<4
ж

= С у ? (0) . (/)(0) (6) ш֊’"(0) & <

— X

< С (/ У.. шт « т *)т (у (т «>։(»м

<<м- м . «си?...
Р֊Ч

где предпоследнее неравенство следует из теоремы I, если чо£Ар.-
Беря Бир по всем таким ®, получим

11^?(/)11р. «I С 1/Цр, о> »

если только ш £ Ар.
<3) Пусть, наконец, 1<р<^д, д>2 и функцйя/£//£ аналитич­

на. Предположим также, что / не имеет нулей в I). Тогда найдется 
аналитическая в В функция ф, фб/У’ДВ) такая, что / = <рч1г>.- Стало

быть f = ~ ^Ч-Р1Р ф' и
Р

^(/)(6) = ^(?’/'’)(0 =

л 9~рч] — И? О՜«։'*) I Р 1?' (ге‘*) |••</|^ (г) | /<Г<
I Р .) Iо

<С(<р* (ел))’֊^ <3, (ч>)(0).

Имеем, далее, по неравенству Гельдера
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У с; (/Xе)т (е) с с'У (?*(0)’_р (?) (9) “(0) & <
К < Ч~Р

< с (У О’ (?)(9) ш (0) У'’ (У (ф* (9))* и (9) ’ <

<с։<№СМ։..-
в силу теоремы А и части Ь) настоящей теоремы, если то £ Ая. Но 
М;,» = \Лр. »’ следовательно

II С? (/)!₽. ® «>
если то £4«.

Если / имеет нули в В, то напишем /=/х 4՜/», |//|р.® < С!^,® и 
/< не имеет нулей в В, I = 1, 2.

Теорема полностью доказана.
Замечание 1. Теорема 2 верна и в гораздо более общей си­

туации. Можно рассматривать меры р-, зависящие не только от ра­
диуса, но также, как в [6], оТ аргумента. Однако мы ограничились 
этим случаем во избежание не относящихся к существу дела техниче­
ских осложнений.

4°. В этом пункте мы приведем одно применение доказанных вы­
ше теорем. Именно, мы можем дать обобщение известной теоремы 
Марцинкевича—Михлина—Хёрмандера о мультипликаторах преобразо­
ваний Фурье в случае весовых пространств.

Пусть т — ограниченная измеримая функция на R". Назовем ее 
мультипликатором для (R՞, то (х) <1х), если

У |ГЖ/ (х)р то (х) 4х<С у |/ (х)|р то (х) ах,

R" R՞

где оператор Тт задается формулой

(ГжУГ (х) = /п(х)/(х),

а крышка означает преобразование Фурье (нужно только позаботить­
ся, чтобы / принадлежала подходящему классу).

Множество всех мультипликаторов класса обозначим через 
М" (то).

Теорема 3. Пусть т£С* на дополнении к началу коорди­

нат в R", к^> —---- целое. Пусть, далее

!(/-) т(х) < С |х|-Н, |а| < к, (10)
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для любою одночлена —֊ 1, а = (а1>-• ал), ------- 1- ал. Тог*
\Ох/

да если 1<р <. <ж,р>~ , w^ApflApt, то т^М՞ (w). 
к п

Доказательство. Обозначим F(х) = Tmf (х).
Тогда имеет место неравенство (см. [9], стр. 115)

Я։ч (^)W < Сg' (/)(х) (И )
. '2к \ 1

при ь= — 3> 1 ■ 
п

С одной стороны, по предложению 1,

С J gfa (0(х) w (*) rfx> J|F(x)|' w (x) dx =

R՞ R՞
= J |rm/(x)pw(x)Jx, 

R"
если w Ap.

С другой стороны, по теореме С, если w £ Арр, то
Л

J {g’x w (л) dx< С J If (x)j₽ w (x) dx.

R" R"
Сопоставив эти два неравенства, получим

J| Тт f (х)|₽ w (x) dx < C J If (x)|₽ w (x) dx,

R՞ Rn

если w^AptRAp, 1<j?<oo, p — • 
Г к

Теорема доказана.
Следствие 1. Предположение (10) можно заменить более сла­

быми предположениями

|ти (х)| •< С, sup R2 ։։|՜՞ 
R>0

2 
dx С.

Доказательство следует из того, что неравенство (11) справед - 
ливо и для таких функций (см. об этом [9], стр. 115).

Следствие 2. Если т удовлетворяет условиям теоремы 3 или 
следствия 1 и т^МР(а) при некотором р~>1, то т принадлежит 
также Мч (<ш) при любом ч^>р. В частности, если ш £ А, то т^ЛР(то) 
при любом р^>1.

Доказательство сразу следует из теоремы 3 и из того факта, 
что если ю^Аг, г>1, то для всех з, $>г (см., напр., [2],
[3]).
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Замечание 2. В процессе написания этой работы нам стало 
известно, что результат, более сильный, чем теорема 3, получен в 
работе [II]՛ Однако наш способ доказательства существенно отли­
чается от способа этой работы и результат получается значительно 
проще.

Примечание при корректуре. Недавно мы узнали, что 
несколько иное доказательство теоремы 3 имеется также в работе 
D. S. Kurtz “Littlewood-Paley and multiplier theorems on weighted Lp 
spaces“, Trans. Amer. Math. Soc.,259, № 1, 1980, 235 254.
Институт математики
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Ա. I. ՋՐԲԱՇՏԱՆ. Կշռային աննավասարոտյուններ Լիպվոպ-Պելիի տիպի օպերատորների 
է Ֆուրյեի ձևափոխությունների մուլաիպփկաաորնևրի Տամար (ամփոփում)

Հոդվածում գտնված են տնհրածեշտ պայմաններ, որպեսզի Լիթլվոլզ-Պ ելիի տիպի ընդ­
հանուր օպերատորները անընդհատ լինեն LP (w) կշռային տարածությոձներոսհ Պարզվում Հ, 
որ դրա համար բավարար է, որ W կշռային ֆոձկցիտն բավարարի Մաբենհոուպտի հայտնի 
Ар պայմանին։ Բերված են նպև կիրառություններ Ֆուրյեի ձևափոխությունների մուլտիպ/ի- 
կտտորների վերաբերյալ։

A- E. DJRBASHIAN. Weighted inequalities for Ltttlewood-Paley 
type operator* and Fourier multiplier* (summary)

There are found in the paper sufficient conditions for general Littlewood-Paley 
functions to be bounded in weighted classes IF (w). It turns out that it Jis sufficient 
that the weight function satisfy the well-known Muckenhoupt condition Ap.Appl- 
cations to Fourier multipliers are also given.
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