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ТОЧЕЧНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
НА РАВНОМЕРНОЙ АЛГЕБРЕ

Одной из основных проблем теории равномерных алгебр являет­
ся вопрос о наличии аналитической структуры в пространстве М (Д) 
комплексных■ гомоморфизмов данной равномерной алгебры А. Уже 
первые результаты в этом направлении показали, что решение вопро­
са тесно связано с понятием точечного дифференцирования. Так, на­
пример, известную теорему Вермера ([1], стр. 210) о вложении анали­
тических дисков можно сформулировать следующим образом: '“если в 
некоторой точке <р из пространства М (Д) равномерной алгебры Ди­
рихле А существует непрерывное точечное дифференцирование пер­
вого порядка, то найдется такое непрерывное и взаимно-однозначное 
отображение т единичного круга Л в М (Д), что т (0) = ? и любая 
функция вида /от, где /СД, голоморфна в А (см. также [2]). Сог­
ласно более общему результату Браудера [3] в -пространство М (А) 
равномерной алгебры А можно аналогичным образом вложить анали­
тическое множество из Сл, если только линейное пространство всех 
(непрерывных и разрывных) точечных дифференцирований первого 
порядка в точке — п-мерно.

В настоящее время опубликовано большое количество работ, по­
священных точечным дифференцированиям. Можно указать, в частно­
сти, на [4], где в терминах аналитической емкости сформулирован 
критерий .существования точечного дифференцирования в алгебре 

(X), порожденной рациональными функциями с полюсами вне ком­
пакта ХсС; [5], [6], в которых изучаются нелокальные точечные диф­
ференцирования; [7], [8], посредством точечного дифференцирования 
описывающие подалгебры конечной коразмерности.

Точечные дифференцирования высших порядков естественно воз­
никают при попытке продолжения дифференцирования первого порядка 
на алгебру Д с ее подалгебры конечной коразмерности. В настоящей 
работе изучаются подобного рода дифференцирования на равномерной 
алгебре, при этом для простоты мы ограничиваемся случаем диффе­
ренцирования второго порядка. Большинство результатов работы бы­
ло анонсировано в заметке [9].

Алгебраические свойства точечных дифференцирований высших 
порядков исследовались в [10], [11].

1°. В этом пункте мы напомним известные опредгления и зафик­
сируем обозначения.



Точечные дифференцирования 193

Равномерная алгебра А на компактном пространстве X—это 
замкнутая подалгебра алгебры С (X) всех непрерывных комплексно­
значных функций на X, содержащая постоянные и разделяющая точки 
X. Через М (Л) обозначается совокупность всех нетривиальных го­
моморфизмов А в поле С комплексных чисел. (Комплексный гомо­
морфизм автоматически непрерывен). Множество М (Л) является ком­
пактным пространством в слабо* топологии, причем X гомеоморфно 
вкладывается в М (А), а любая функция f£A „аналитически" про­
должается с X на все М (А).

Каждому гомоморфизму <f^M(A) соответствует такая положи­
тельная регулярная борелевская мера р на X, что ф (/)=J f dp для 

любого / £ А. Мера р называется представляющей мерой для ф и, 
вообще говоря, определяется не единственным образом. Выпуклое 
множество всех представляющих ф положительных мер мы будем 
обозначать через (X).

Пусть ^—конечная комплексная регулярная борелевская мера на 
X, |v|—ее полная вариация. Тогда '*=/r|v|, где |/‘|=1 почти всюду по 
мере |v| на X. Через supp |v| обозначается носитель меры |ч|, т. е. до­
полнение объединения тех открытых подмножеств UczX, для кото­
рых |v| (U) — 0.

Поскольку равномерная алгебра А содержится в £” (|ч|) = 
= (L1 (М))*, то мы можем рассмотреть пространство Н~ (|v|) — слабо* 
замыкание А в L~ (|v|). ■ По определению ограниченная измеримая 
функция G принадлежит /7” (14), если для любой функции т £ L1 (|ч 
число J Gmd |v| является предельной точкой для множества

{ J fmd |v|, f£A j ■ 

x
Если (X), то H“ (р) суть банахова подалгебра L“ (р֊).

Ядро Jv гомоморфизма ф^ЛГ(Д) образует максимальный идеал 
в алгебре А. Для любых идеалов J, I алгебры А через IJ обозна­
чается линейное пространство, порожденное попарными произведения­
ми вида gf, где g£I, f^J.

Линейный непрерывный функционал <|»£Д* называется точечным 
дифференцированием первого порядка в точке ф£Л7(Д), если <|» (Д Д) = 
= Ф (А) ? (А) + Ф (Л) ? (А) Для любых Д, А € А- Для существования 
в точке ф нетривиального точечного дифференцирования первого по­
рядка необходимо и достаточно, чтобы Д> =/= Другими словами, 
пространство 2 (Д, ®) всех точечных дифференцирований на А в точ­
ке ? изоморфно фактор-пространству Д / Например, если хй£ X 
является точкой пика для А, то согласно факторизационной теореме 
Коэна [12] /*=/£, так что в точке пика не существует даже раз­
рывных точечных дифференцирований.
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2°. Пусть А — равномерная алгебра на X. Функционал Ф£Л* 
называется точечным дифференцированием второго порядка в точке 
<р £ М (А) относительно <Ь € $ М» ф)» если

Ф (АА) = Ф (А) ф (4) + Ф (А) ф (А) + Ф (А) Ф (А) (1)

для всех А. А€-^-
Положим /т = П кег ф. Если дифференцирование Ф нетривиаль­

но, то, очевидно,. Следующая теорема устанавливает до­
статочность этого условия.

Теорема 1. Предположим, что гомоморфизм у^М(А) и 
дифференцирование (А, <р) таковы, что /? У?=А /£. Тогда в 
точке <р относительно '|» существует ненулевое точечное диффе­
ренцирование второго порядка.

Доказательство. Согласно предположениям теоремы найдет­
ся функционал Ф^Д*, удовлетворяющий условиям С 4֊ Дискет Ф и

Выберем функцию А€Л таким образом, чтобы ф(/0) = 1. 
Тогда произвольный элемент А можно записать в виде / ■= # -|- 
4՜ ф (/) А> где ё € кег ф. Поэтому Ф (/^) 0, и мы можем считать,
что Ф (/2) = 1. Наконец, заменив в случае необходимости функцию 
А на А+^о» гДе #о£4 и выбраны надлежащим образом, мож­
но утверждать, что Ф (А) = 0-

Рассмотрим теперь произвольные элементы А = ёг “Ь Ф (4) А и 
А “ ёг 4֊ Ф (?։) А алгебры А. Тогда

А4 = (ёг — Ф (л))(#։ — Ф (?։)) + '>«) + ёг Ф (ёг) ~ Ф (ёг) Ф (ёг) +

1- Ф (А)(я»-ф (Ы) А+ Ф (А) ф (а) А + Ф (/«)(&—ф (ёг)) А +

+ Ф(А)ф(л)А + Ф(4)Ф(А)/г-

Отсюда сразу следует равенство (1).
Замечание. Аналогично можно доказать, что условие 7^ =£ 

-У= 7^4֊ У’ необходимо и достаточно для существования точечного диф­
ференцирования третьего порядка.

Из определения (1) сразу следует, что точечное дифференциро­
вание второго порядка анулирует все постоянные функции. Оказы­
вается, аналогичное обстоятельство имеет место и для вещественных 
функций из А.

Теорема 2. Пусть Ф — точечное дифференцирование второго 
порядка на равномерной, алгебре А. Если функция ё^А принимает 
вещественные значения на X, то Ф (#)=0.

Доказательство. Замкнутое подмножество Е компакта^ на­
зывается множеством антисимметрии алгебры А, если каждая функ­
ция из А, принимающая вещественные значения на Е, постоянна на 
этом множестве. Теорема Шилова-Бишопа ([1], стр. 87) устанавли-
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вает, что компакт X разбивается на совокупность максимальных
множеств антисимметрии, и если непрерывная функция Л на каждом 
множестве Е„ совпадает с некоторым элементом алгебры А, то Л£Л.

Пусть функция 8^А принимает на X только вещественные 
значения. Тогда % постоянна на каждом множестве Е-,. В алгебре А 
выделим подалгебру В = {/^А: Ф (/) = ф (/) — °1 коразмерности 2. 
Согласно [13] каждое Е, служит максимальным множеством антисим­
метрии и для алгебры В. Следовательно, по теореме Шилова-Бишо­
па ц£В и, в частности, Ф (д) — 0.

В работе [14] доказано, что любое точечное дифференцирование 
первого порядка допускает интегральное представление, обобщающее 
классическую формулу Коши. Как показывает теорема 3 (см. также 
пример 1), для ^дифференцирований высших порядков возможность 
такого рода представления существенно зависит от нормы данного 
дифференцирования.

Т|е орема 3. Пусть А — равномерная алгебра на X, и Ф—то­
чечное дифференцирование второго порядка в точке <р (А) от­
носительно ®). Тогда следующие два условия эквива­
лентны՝.

1) №=№
2) существует мера р £ (X) и функция (р), (|С|= 1

почти всюду на X по мере р) такие, что для всех

ф (/) =1ф| ре м ф (/) = ж у /ё» (2)
X X

Прежде чем доказывать теорему отметим, что норма любого 
функционала ф £ 2 (А, <р) совпадает с нормой его сужения на идеал 
_/т. Действительно, если бы существовала такая функция /£ А, что

? (/)т^=0 и 1Ф (/)1 > IФ1 7?0> то мы (рассуждая стандартным 
образом) могли бы рассмотреть функцию

6Л, и<1.
для которой |ф (§)| > ИУ?|.

Доказательство теоремы 3. Пусть ЦФ||=||ф|։. По теореме 
Рисса найдется, вообще говоря, комплексная мера ч на X, представ­
ляющая функционал Ф и удовлетворяющая условию {Ф||=у е/|Ч. Вы- 

х
берем последовательность {#„) с _/9, |а„|| 1 таким образом, чтобы
Ф (Я") “* Ж> и пусть ([■*!), —слабо* точка прикоснове­
ния последовательности (#л]. Ясно, что из последовательности (#л} 
можно извлечь такие подпоследовательности и чтобы

1 8пк§пт б՝) -» I 6։<Л при к, т-» со. Но по формуле (1)
х



1

Отсюда следует, что |^7|=1 почти всюду на X по мере |*|.
С2 ч

Рассмотрим на X положительную меру |* — , полная вариа­

ция которой равна 1. Если / £ то

J /</(<= lim [ f gn,. gnm. ’</'»= Пт Ф (fgnk. g„m,)—0.

Последнее означает, что Таким образом, Ф (/) =
= Цф) для любого Остается доказать первое из ра-

х 
венств (2).

Представим функцию / в виде ./ = £ + ф (/) /о 4՜ * (/)» где g£lp= 
= ЛЛкегф, /о£Л и Ф(/о) = 1- Тогда

1) lim =0’
«7 IJill *7 MtM v. I • ®
X X X

поскольку ggn £ 4 J?;
2) Ж Ф (/) Г/oGrfl* = 4֊ \f0Gd*= "•-4г֊ Ф C/o ?я) = X

J iiio J ж ж
X X

X Hm ф ($я) = ф (/);

3) 1ф| ?(/) Jg</p =|ф| p (/) Jg rfp =|ф| <P (/) lim 1 gn dp = O, no- 
x x

скольку (X).

Итак, ф (f) = |ф| J/G для любого f^A.
X

Предположим теперь, что при некоторых (X) и G£ Н~ (р), 
1G| 1, справедливы равенства (2). Вновь рассмотрим последователь­
ность {gn} с J?, на которой ф (gn) -* |ф|, и функцию / £//“(р),
являющуюся предельной для последовательности (<7Я) в смысле слабо* 
сходимости. Поскольку

0Ф1 /G rfp=lim lgnG rfp=lim ф (gn) =fij I 
J 
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то Р— С почти всюду по мере р. Выберем далее такую подпоследо՜ 
вательность %пк 8пт, чтобы

8пт ё2 — р72 ё2

X X

Следовательно, Ф (#я> £Я(П) С другой стороны, по формуле (1) 
Ф (?«* - ЬР-

Замечание. Пусть Фя— точечное дифференцирование п-го по­
рядка в точке <р. т. е.

Фя(/։/1)=2 Ф*(А) Ф.-ЛА),
*=0

где Ф* > 1) — точечное дифференцирование порядка к, Фо= ?. Для 
того чтобы имело место представление вида

Ф*(/)=ОфЛ 0<Л<п,

необходимо и достаточно, чтобы ЦФЯ|= ЦФЛ'1-
3°. В этом пункте мы рассмотрим два примера. Первый из них 

иллюстрирует теорему 3 на алгебре голоморфных функций. Второй 
пример касается вопроса существования точечных дифференцирований 
высших порядков во .внутренней“ точке из М(Д)\АГ.

Пример 1. Пусть О — ограниченная 4односвязная область в С, 
совпадающая с внутренностью своего замыкания, и А (Д)—алгебра 
всех непрерывных на Д и голоморфных внутри Д функций. Каждой 
точке Х£Д можно сопоставить функционалы Гфх и Ф>_, определенные 
на А (Д) и являющиеся значениями производных (соответственно, 
первого и второго порядка) в .точке )•: <|»х (/) = /' (>•) и Фх (/) = 

Г (М— —-—, / £ А {р}. Очевидно, <|»х £ 2 (А (О), К), а Фх— точечное диф­

ференцирование второго порядка относительно Ц»х. Спрашивается, 
всегда ли существует такая точка 1-о£0, для которой ЦФ>Л =|'1»лЛ2?

Прежде всего отметим, что А (Д) является равномерной алгеб­
рой Дирихле на границе <?Д области Д. Поэтому: 1) каждая точка 
՝1- £ Д обладает единственной положительной представляющей мерой 
рх на дО-.Н” (р,)=Н“ (Д) ([1], стр. 200); 3) пространство 2 (Д(Д), >.) 
одномерно [2]; 4) все точки границы дО являются точками пика для 
А (Д).

Поскольку В^*|дко)== то Функция С £ Н~ (Д), фигурирую­
щая в формулировке теоремы 3, есть не что иное, как функция Ри­
мана, конформно отображающая Д на единичный круг и удовлетво­
ряющая условиям: С(Х)=О, С (>») = |1’Ы>0. Рассмотрим теперь на А (О) 
функционал
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ф;: / -* Ьхр I /(? </!»>.,
5п

являющийся точечным дифференцированием второго порядка в точке
X относительно фх, причем ЛФ,|==1'?>՛!3 (см. теорему 3). Очевидно, 
фх _ ф‘|— дифференцирование первого порядка, и, в силу одномерно­
сти пространства 2 (А (Е), '■)• Фх = Ф^ 4՜ сфх. Более того, поскольку

ф; (С) =4^ =Ы* С(Г) = О,
д/>

Другими словами, условия ЦФл|=Ц’;Г и G" G) = О эквивалентны, 
и теперь наш вопрос можно сформулировать в следующем виде. 
Пусть D— такая односвязная ограниченная область в С, что int (D)=D. 
Каждой точке сопоставим функцию Gx (z), конформно отобра­
жающую D на единичный круг и удовлетворяющую условиям: G\ (>.)=0» 

Спрашивается, существует ли хотя бы одна точка ).0£D, 
для которой G^ (/.(,)= О? (Например, если область D есть круг, то 
непосредственно проверяется, что подобная точка единственна и сов 
падает с центром круга).

Предварительно докажем следующую простую лемму.
Лемма 1. Если '/■ стремится к dD,mo функция к ().)=|фх|[—er.-.
Доказательство. Предположим противное и выберем по­

следовательность {).я|с:0 таким образом, чтобы: 1) л„ -> sCdD, 2) по­
следовательность k Qn) была ограниченной и, в силу этого 3) рх, сла­
бо* сходилась к функционалу ф £ А*. Поскольку ։'j,.n £ S (А (£>), ).л) , 
то, очевидно, ф - S (Л (D), ;). Но ; является точкой пика для А (£>), 
поэтому ф = 0, т. е. фхп (/) 0 для любого f£A (D), что невозможно.

Из леммы вытекает существование точки £ D, в которой функ-՜ 
ция к (>֊) = ЦфхЦ принимает минимальное значение. Если G,, (г) — ф унк 
ция Римана, соответствующая точке 'л0, то

Gx, (z)G^(z) к* (г) -- ------- ' •
(1֊G,, (z) Gz, (z))s

(Конечно, кг (z) есть не что иное, как функция Бергмана для области 
D). Имеем

-<ч(м<чм-о.
Таким образом, ||Ф>Л = |ф>, ||г и согласно теореме 3,

/' (>о)=с;. (М (’/Gz.rfux., f" = 2 (G; (Z0))2 f/G’, d^. 

dD
для всех f A (D).
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Замечание 1. Аналогичную задачу относительно конформных 
отображений можно сформулировать и для неограниченной области. 
Однако, если граница области содержит бесконечно удаленную точку, 
то подобной точки может не существовать. Типичный пример— по­
луплоскость.

Замечание 2. Имея в виду интегральное представление точеч­
ного дифференцирования более высокого (скажем, третьего) порядка, 
можно также поставить вопрос о существовании такой точки >0 £ £) и 
конформного отображения (7 области И на единичный круг, что 
(7(ко)=О, С'()-о)>О, С (>-о)= Сг" (>Ч1) = 0. Вообще говоря, даже для 
ограниченной области (например, для области, ограниченной отрезком 
[—1,1] вещественной оси и полуокружностью |г| = 1, 1т г > 0) такой 
точки может не существовать.

Если гомоморфизм ф равномерной алгебры А обладает единствен­
ной представляющей мерой, и -пространство 2 (А, ф)—нетривиально, 
то в точке ® будут существовать точечные дифференцирования лю­
бого порядка [2]. Ниже мы приводим пример равномерной алгебры В 
на компакте X, обладающей таким комплексным гомоморфизмом 
Фо £ М (2?)К .Л, что пространство 2 (В, ®0) одномерно, однако в ф0 не 
существуют точечные дифференцирования второго порядка и выше.

Пример 2. Пусть равномерная алгебра А19 реализованная на 
компакте К, и точка <?! £ Л/ (Д^ХУ՜ таковы, что 2 (Д։, ф1)=0. (Об­
щая схема построения такого рода алгебр дана в [1], стр. 226).

Обозначим через Д единичный круг и рассмотрим совокупность 
непрерывных на ДХУ функций / (г, у), удовлетворяющих условиям

а) / (г, у0) £ А (А) при любом фиксированном у0 £ У;
б) У (0, у) и /'г (0, у) принадлежат Аг.

Множество В образует равномерную алгебру на ДХ У. причем М(В)= 
= ДХУи(0}ХЛ/(Л1) [6].

Положим фо = (О, Ф1)- Тогда функционал ф0 : У՜* ?1 (УДО, у))> оче- 
видно, принадлежит 2 (В, ф0).

Лемма 2. Относительно точечного дифференцирования 00 
в алгебре В не существует нетривиального точечного дифференци­
рования второго порядка.

Доказательство. В соответствии с теоремой 1 нам доста­
точно доказать, что если Ф — дифференцирование второго порядка в 
точке «0 относительно ф0, то Ф (У)=0 для любого / £ /X Ясно, что 
функцию / (г, у)£ можно представить в виде

У (*> У՝) = У1 (У՝) + г У» (у) + 22Я (у) + г3 А (г, у), 
где У1։ У։6Ур1С А» а функции § (у) и А (г0, у), вообще говоря, при՜ 
надлежат С (У).

Отображение х: £ -»Ф (г2#) является, очевидно, линейным непре­
рывным функционалом на пространстве С (У). Предположим, что 
комплексная мера ч на У представляет х:
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а функция Г6£-(М), 
являющаяся слабо* точкой прикосновения С (У), такова, что |»| — rv. 
Пусть у0—произвольная точка из supp У- Выберем функцию fo^A1 
таким образом, чтобы /0 (,Уо)=1 и ?i Тогда

Г|4|* d М= Г/о Ä F <fr = lim ро/о gn </v = Iim Ф (z3 fofo gn)=Q, 

y у г
так как Ф (z3fofig*) = ф (4 ^7о = 0 согласно (1) и выбору
Однако интеграл J |/0|։ d |v| равен нулю только в том случае, когда 

|v| = 0, т. е. Ф = 0, поскольку Ф(/) = Ф(*М- Лемма доказана.
Замечание. Используя метод доказательства леммы 2, не­

трудно показать, что любой функционал 2 (В, ?0) кратен %. Кро­
ме того, легко убедиться, что на алгебре В в произвольной точке 
множества {0)Х У существуют дифференцирования любого порядка.

Институт математики 
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₽. ₽■. ԲԱՏԻԵՅԱՆ. Երկրորդ կարդի կետային դիֆերենցումներ հավասարաչափ հանրա­
հաշվի վրա (ամփոփում)

Ուսումնասիրվում են բարձր կարգի կետային դիֆերենցումները անընդհատ և հոլոմորֆ 
ֆունկցիաների հանրահաշիվների վրաւ Մասնավորապես, ստացված է Կոշոլ կլասիկ բանա­
ձևին համանման ինտեգրալ ներկայացման գոյության անհրաժեշտ և բավարար պայման.

B. T. BATIKIAN. Point derivations of order 2 on uniform algebra (summary)

In this note we study higher point derivations on algebras of continuous and 
holomorphic functions.
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