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Введение

1°. Пусть I) — открытый единичный круг на комплексной плос
кости, Г — его граница. Обозначим через А множество всех функций 
/, непрерывных в ОиГ и регулярных в £>. Символом Нр обозначим 
пространство Харди в круге.

Положим еще:

а) Վ») = {/: /<’> 6 А, (ք >,  3) = о (ш (3)), 3 ֊> 0},*

где ш 3)—модуль непрерывности Ря) в £), ш (3)—неубывающая 
функция, удовлетворяющая условию ш (0) == 0,

^-Л=0(ш(8)), (8- 0),

8Дм)=!/1- + sup_J
ii. лео । «>(1«! —Z8I)

6) Нр.} = {/: ЩиР =max 1 <p< 4֊«».
л+l

Легко видеть, что указанные пространства являются банаховыми 
алгебрами относительно поточечного умножения и сложения. Всюду в 
дальнейшем X ’будет обозначать одну из этих алгебр, причем ш 
удовлетворяет условию (*).

Для каждого f^X будем обозначать через G/, Ff соответствен
но внутреннюю и внешнюю части f так, j4to f=G/Ff, в свою оче
редь, Gf=Bf Sj, где В/ — произведение Бляшке, 5/ — сингулярная 
внутренняя функция (см. [1]). Множество нулей функции / в откры*  
том круге обозначим через Z (/), через ру обозначим неотрицатель՜ 
ную меру, определяющую 5/, supp р/ — замкнутое множество на Г’ 
на котором сосредоточена мера р/. Для любого f^X будем обозна
чать Ет (f) множество нулей функции / на Г кратности выше т.

Определение. Пусть G = BS—некоторая внутренняя функ՜ 
ция, Z—множество нулей произведения Бляшке, |а — сингулярная ме
ра, определяющая S. Пусть Еа, Ev •••, Еп— замкнутые множества, 
удовлетворяющие условиям
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Ео^зЕ^--- гз£п-э{зирр ни^пГ),
Е^Еп — изолированное множество. Будем обозначать через I (С, Ео>՛ • 
• • •, £Л) множество элементов / из X, обладающих свойствами: С де
лит С/ и Ет(1У^ Ет, т=0, 1, •••,. п. Заметим, что I—замкнутый 
идеал в X, из основного результата статьи следует, что идеалами 
] (С, Ео, Ег, •••» Еп) исчерпываются все замкнутые идеалы X. Спра
ведлива следующая

Теорема 1. Пусть Р^= |0) —замкнутый, идеал в X, Иг—наи
больший общий делитель внутренних частей функций из I

Ет(Г)= П Ет (/), т=0, 1,- • •, п. (ОЛУ
к/

Тогда՜
7=7(С/, £^ (7),-• £Л (7))՛.

Замечание 1. Методика, применяемая при доказательстве тео
ремы 1, восходит к работам А. Бёрлинга [2] и' У. Рудина [3], приме
нялась в статьях [4] — [7]. Суть этой методики состоит в следующем. 
Пусть /—идеал в X и Е—функционал, ортогональный 7, тогда пре
образования Коши функционала Г:

Е(։)=Е (ег), е1 (С) = |г| > 1

А
аналитично вне X (7) II Ей (7) и скорость роста |7?| при приближении 
к ^ (/) II (-^) можно оценить исходя от пространства X*.

Поэтому идеалу 7 принадлежат все функции из X, быстро убы
вающие вблизи множества -2՜ (7) и 2Г0 (7), так как

Г(/)=11т (’/(С)./'(гС)|Л|. 
г -1+ о

Остается доказать, что подобные функции плотны в 7.
Из результатов работы [7] непосредственно следует
Теорема 2. Пусть I, Х(1) = 0 —замкнутый идеалов'X, Р—орто- 

к
гоналъный идеалу 7 линейный функционал. Тогда функция Р (г) = 
=Е (в։),(|г|^>1) аналитична вне Ео (7) и при допускает сле
дующую оценку:

*Е ( )| сопз!
1 [р(г, £,о(/))]2('1+1) ’

где р (г, Ео (/)) — расстояние от точки г до множества Ео (7).
Таким образом, используя рассуждения, приведенные в работе 

[7], для доказательства теоремы 1 достаточно установить такую ап
проксимационную теорему.

Теорема 3. Пусть {^Х, тогда для любого фиксированного 
7У>п существует последовательность фк^Х со следующими свой
ствами:
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a) |fV’ W|< Cf [Р (г, Ея (/))]» <"֊'>, D, I = 0, 1, • • п, 

б) lim J?*  — Дх = О.

* Здесь, хак и в дальнейшем, Ск. в, будет обозначать положительное число՛, 
зависящее только от к, а, значение которого не существенно.

*-»+-
Замечание 2. Считаю необходимым отметить, что результаты 

этой статьи при «о (о)=3’, 0<։<^1 были анонсированы в [8]. Основ
ная теорема указанной работы была сформулирована в 1972 г. [в ра՜ 
боте [7]. В дальнейшем частные случаи этой работы, когда Л = =г 
= XfJJ, 0< 1, были значительно позже переоткрыты в работах [9]»

[Ю].
Замечание 3. Замкнутые идеалы алгебр А(я) и описаны в 

работах [5], [6].
Отметим, что хотя мы и используем аналог одной леммы (см- 

лемму 1.4) из [5], однако у нас аппроксимирующие функции строятся 
совершенно по другому, что позволяет дать более простое Гдоказа" 
тельство теоремы 3 в случае HpnJf} , чем это сделано в [6] для случая 
//? использованием гильбертовости Ну Кроме того, при п = 0 дока
зательство теоремы 3 сильно упрощается и нет надобности использо" 
вания функции Hi (см. лемму 1.3), а вместо этого ^достаточно заме 
тить, что /”-»f при р -*  l-f-0 в пространстве X. Более того, оценки 
Х<") приходится получать равномерно внутри круга, в то время как в 
случае А(я) достаточно это сделать на окружности. В § 2 мы будем 
использовать следующие теоремы Харди-Литтльвуда:

Теорема А. (см. [И], стр. 15).
Пусть f—2^-периодическая функция,

М (/)(х)= supp М- f |/ (01 dt \ , (0.2}
r>o \2r J /

X— r 
тогда

ЦУИ (/)J£p Ар Ц/Цдр, 1 p <Z + oo,

Ap—некоторое число, зависящее только от р.
Теорема Б. (см. [И], стр. 77).
Пусть f £ Нр, тогда

SUP I/ (re/Jjl 'С const М (/)(х), 0< г < 1

где М определяется из (0.2)Jno функции / (е1х).

§ 1. Доказательство теоремы 3 в случае алгебры

Пусть замкнутое множество на единичной окружности Г, 
1(е,։*, е<₽*)} “ — последовательность дополнительных интервалов мно
жества Е.
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Оп ре деление. Скажем, что Е—карлесоновское множество, 
.если

1) Е h log ֊ < 4- оо
к 1к

И о (£) = 0, где /*  = Р*  — «*,  А=1, 2,• • •,.

<з — линейная мера Лебега на окружности Г.
Пусть 8>0 и П— положительное число. Определим функцию 

Ла следующим образом:

Л։ (0=
log( 1 + ------- ) + log А + - ----- , «*<<<?*,

\ t— akJi \ t)
+ оо в остальных точках.

к~Л,

Следующая лемма доказана в [7].
Л.емма 1.1. Если Е— карлесоновское множество, то а

внешняя функция

I /V Г е.и4-т 1
Go (z) = exp -- А։

I it J e“—z J

удовлетворяет условиям

1. G$N> принадлежат классу А, при всех 5 >0 и jGJ- 1,

2. |G‘‘) (z)|< С г [p (z, E)]W֊k>, k = Q, I,---, TV,

3. lim Gi(z) = l, lira G(k> (z) = 0, k = Q,--- N, равномерно вне 
8-.0 8-0

множества E.

В дальнейшем при фиксированном f^X положим E — En(f). Вве
дем в также норму

К։-’ - SUP ( -7-,՜ MX «I [ • 
i*> zeo [ ш (1 — |z|) J

Лемма 1.2. Пусть f^A^ и En(f) — непустое множество, 
тогда существуют положительные числа и С։ такие, что',

■С -С Са |Длл) . (1-1)
со св Си

Доказательство. Очевидно, не ограничивая общности можно 
предполагать, что л = 0. Сначала докажем второе неравенство в (1.1). 
Имеем

f' (re'f) e‘f = 1 Г , . |0 (1 — г81 г sin (8|— ?) _
ir к J [1—2г cos (в — ?)+г։]։

- X
X

= А Г f (е‘ (»4-0) (.1 -r") sin f_ dt =
kJ [l-2rcosf+r։]։
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(1 — г2) |sin /| <я (/, t)

Инеем

(1.2)IU(1-H (1 _ г)»=щ(1~г)

nJ [1 — 2r cos /4-г*Р
—Ж

Используя выражение |1Д.(л), получаем

ИЛ.«» 
\f («'’)|<

(1 — г։)<о (Л t) tdt

Теперь оценим
2*+Ч։-г)

^2^1-г)

где М—такое положительное число, что 2ЛГ (1—г) к <^2^։ (1—г)»
Используя неравенство

10 (Л 0 < “ (6 2* +։ (1 - »■)) < 2* +։ <“ (/> 1- г) 
для

/6[2*  (1֊г), 2‘+1(1֊г)] 
получаем

։* +։(1-г)
Г ®(Л0 2‘+’«>(1-г) 2«)(1֊ г)

3 е 2^(1-г)2 2*(1֊г) ։
а*(1-г)

Значит

0-3)
\*=о  Д / 1 г I — г

Объединяя оценки (1.2), (1.3), получаем
ИУ£(О) < СОПБ^ |/|к(0). 

СО «О

Первое неравенство в (1.1) следует из следующей теоремы 
Б. Я. Геронимуса.

Теорема (см. [12]). Пусть У голоморфна А Д и удовлетворяет 
условию
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I/ (*)1  < ♦ (1-Н)> * € О, где ф (х) </х < + °°, 

ф (х) возрастает вместе с —, тогда первообразная

а

имеет в О модуль непрерывности с оценкой

ш (Г, 8) <созп! У'|< (0 Л. (1.4)

О

Действительно, чтобы получить левое неравенство в (1.1), по- 
ш (х) лложны ф (х) = -■■■■-, тогда из (1.4)

X

1С1-С.1

I/ (С1)-/ (С«)| < С|^(0) [ л < С\К(0) Ш (^-4,1) 
со I Г «

О

по условию (*).  Отсюда, учитывая, что / (։) = О, 1^Еа(/), получаем
<1.1). •

Пусть X, |/1— -С 1, а — дополнительный интервал мно
жества Е = Еп(]) на Г, которому принадлежит аг$х. Положим

Лемма 1.3. Пусть Ни (х)=[6’, (г)]*,  тогда справедлива оценка

|^">(х)|<С^ 8Чр(г’£)^ ;^г) Ё, т = 1,.-;п + \, (1.5)
г:։ [р (*,  £)]т՜*

где Сг — функция, построенная в лемме 1.1, р — расстояние от 
т очки х до множества Е.

До казательство. Сначала докажем, что

| Н, (х)| < 2к (р (г, £)]«, г^5. (1.6)

Пусть х—фиксированная точка из О, р (х, Е)=\г — е% е1т^Е. 
Не ограничивая общности можно предполагать, что точка е,л — конце- 
вая точка некоторого дополнительного интервала, поскольку множе
ство таких точек всюду плотно в Е. Положим
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/МО

Тогда легко видеть, что

|.ь (е/И| = ( ?—«*  \т( Р*~Т  1
\® — <։*  + 3/ \₽*  — ф + 8/ |е* ’ — е'“|։

при «*"С'Р<СР*»  е^к)— некоторый дополнительный интервал множе
ства Е. Следовательно

|4 (.<.), <±('.1')*.;^..
8‘ \ 2 7 2

Гак как ф принадлежит известному классу В. И. Смирнова (см. [13]) 
то ,по принципу максимума такая же оценка справедлива в О:

\Ш<֊,
в частности при С=х. Оценка (1.6) доказана. Оценку (1.5) докажем по 
индукции. Пусть т = 1. Сначала отметим, что если п^Ои «»
удовлетворяет условию (*),  то при некотором а^>0 (см. [14]). 
Поэтому

(1-7)

В то же время

ГМ, 
Далее

|Л| —֊֊|Л1 1? т֊֊
Р <1, Е) р (г, Е) .
К֊г|։ >Сг р(е>Е) (1 -8>

|Я: (я)|=28 |//8(я)| I ГДД-

=28 |Н։ (г)|; Г —л- + С л«_(^ , 
и (*֊*) ’. .)(*֊*) ’

ГИ, 1Г
где

г_{с.±€Л,!сн։+р(±>£)}.
Поэтому, учитывая оценку

1'7-^ |<Й|<С рР(^ Е) и (1.8), получаем 

— |*
12

|/г (я)| < С8 а (г), т. е. оценка (1.5) при т = 1 доказана.

(19 >
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Теперь предположим, что оценка (1.5) справедлива для 1 С к -С 
т — 1 и докажем ее справедливость для т.

Положим
= — Гл.

kJ t — г

Тогда
(z) = (exp (8 W. (z)))(m) = (31ГЙ (z) H, (z)Ym-". (1.9)

Используя формулу Лейбница, получим следующее неравенство:

]/#"> (z)l < С8 211(z)l |//<‘> (ж)|.

к -о
Поскольку мы предполагали справедливость оценки (1.5) при 1 ֊С к
•^.т— 1, то

«-» /Л 3' Гр (s, E)ls a1 iz) \|W<-> (,)| < Со 2 [ I (z)| ( 2 ) +

+ 3|В™ (z)||H.(z)|.
Но

|lFJ'"-*)(z)|<c/r  -ИИ + Г( )\<сг — а У---------
\J и—z|"-* +l J / [р (г, £)'"-*-։

В итоге получаем

1//Г» U)i с с{ 2l s 

4=1 1-1

8^>[p(z, £)]*«'*՛  (я) 
[p(z, £)]т-'՜1

. 8 а .(г) Ра (-) <с “ /3*  а*  (г) (г)\
[р (г, £)]»֊! Х^Д[р (г, £)]"-*  /

Лемма 1.4. Пусть ИЕ = | 2 (1—|г|Хр (-7-, Е и (Д-֊<1,
I \М /)

/€ЧЛ), £ = £■։(/)> тогда равномерно относительно г^ОЕ имеет ме
сто оценка

Ло։^—у՜”
՛/’*՛(')!= А—”,=°’’•-•"՛ (։։0> 

при р (г, Е) -> 0.
Доказательство. Пусть /—С/£/, где С/—внутренняя часть, 

? /7 — внешняя часть, функции /. Используя формулу Лейбница и тот 
факт, что |С^"9 (?|^ (1 М легко установить неравенство
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|/'-">(х)|<С (г)1-, т=1 
(1-|г|)։я

Выберем 0 < г < 1, тогда

181— ■ - '

(1.11)

Л") (?) = /М (Г2)_|_/(м+1)(гг)+ .. ■ +  ---------- (г—0«-«/։«+» (#) л (1.12)
(п—т)и

г*

Кроме того, учитывая оценку (1.11) и лемму 1.2, приходим к 
неравенству

1/->ЫК(о-о—■ " ({՛ 1~‘И) л ) • 
\(1—г)2я (п—тп)! 3 1—<1х| /

г

Но поскольку

-(М֊<14) < < 1^, прв и <!
։-< ։-<

ТО 
]

У™ (г)|<С ֊}֊ + [(1-0Л-я։-1 “(1-0 •
\(1—г)1 3 /

(1.13)

Так как ю удовлетворяет условию (*),  то

|(1—/)«-”-։и (1—/) Л-Сс (1—г)»֊"»« (1—г).

Отсюда получаем

1/"’ (*)!<-  С (’--֊^1+ (1֊ '■)я-т “(1 - о) • (1.14)

Пусть —положительное число, заметим, что если

1г _1—
Р(г,Е)
а (г)

>^-с (..£),

то оценка (1.10) — простое следствие того,

Поэтому будем предполагать, что ---- ------
Р (^. Е) 
а («) 

в неравенстве (1.14)

что /СЧЛ) и Е=Еа (/),.

С —-, р (г, Е), положим 
N

* Отметим, что на самом деле имеет место более точная оценка
л /ш (1 — О

V 1-*
при # 1 — 0
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/У1г ———
1_,-----------£)<i,

а (г)
*°ЦеНИМ I 1 Г1 1 1-'л|х|*1Л||<

Г

J 1 г 1 (1— r)(|f — *1«  (1 — г*  |zP)) ] .
<еХР]2к] * |/(f)| |f-z|«(|#-rz|« (1-г) I

Л (ж

Докажем, что
[ |е“-г|«(1-г«Ы» 1 > 2_.

,"e"/z 1 |е“ — rx|։ (1 — г) J 4

(1-15)

(1.16)

Выражение в скобках обозначим через J. Имеем

(1-г։ НО ( (1 - Н)’ + 4 |z| sin« (֊֊-?-Л

J ('. г, z) = --------- --------------Г֊------ -<
((1— Г |z|)« + 4г |z| sin*  \ (1 — г) 

где z= |z|e'’. 
Ясно, что

((l-H)«+|z||e'’֊e'‘|։).
Значит в*  + v*  > 1 и

/>Л(1+.) - “‘+"՜-------- <1+ »).—i__,
2՝ <։ + »)■+«,> 2 i + 2» + x

где х — и« + о*.  Теперь заметим, что функция ф (х)= —-—, а>0 воз ~ 
х+а

растает. Следовательно

•(1 + в) 1 =_1
2 2+2в 4
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Оценка (1.16) доказана. Из (1.16) получаем

|F(rz)|<exp (z, £j]'V/4' .

Используя тот факт, что П можно брать настолько большим, что вы-

N 1— — 1g 
4՜

и учитывая сноску на стр. 181, получаем (1.10).ф
Замечание. Лемма 4 для случая алгебры А(я>, когда z находит

ся на Г, доказана в работе [5]. Однако доказательство, приведенное 
здесь, показывает, что аналогичный результат верен равномерно в Di=*  
= {С£ £>: arg C£Z), (p(z,£)<!,) где/—дополнительный интервал множе
ства Е.

Лемма '1.5. Пусть и тогда имеет место

lim J/j—Д(Я) = 0. (1.17)с -♦ 0 ®
Доказательство. Используя лемму 1.2, достаточно дока

зать, что

lim sup||^^)(z)-/'’+«)(z)| --I՜'! 1-0»
s-o zeo l ю (1 — |z|) J

а для этого, учитывая формулу Лейбница и

lim sup ( I/1-+* ’(z) (1-Нг) (z)| 1 ~ , -1=0,
։-»о гео ( ш (1 — |z|) J

необходимо установить, что

lim sup j|/<"+1-'B)(z) Н[т' (z)| 1 j- =0, m=l, 2,- • n +1. (1.18)
»-.о гео l ш (1— |z|) |

Пусть E = En (/) и

'De= < z£D: 2 (1—|z|) <Cp ( —E (1.19)

Тогда
sup 
rfD

{(/(•+«-*»  (z) (z)|}<

< sup { } + sup ( 
z6Of zeDIDf I = .

Сначала докажем, что

lim Z? = 0. 
8-»0
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С этой целью заметим, что при z£D\De

р (г> е) < р , е\ + (1֊ И) < 3 П-И). (1-20)
\И /

Но поскольку f £ то для любого положительного е можно найти 
т) 0 такое, что

l/t/n) (*)1  <е (р (г, Е))а~т « (р (г. £))> т = °’ V- -, п

как только р (z, Е) т;.
Из (1.20)

|у(л + 1-т) (2)|<3ШЕ (1—|*|) m-lu>'(l —|г|).

Теперь, учитывая элементарную оценку

|/У<а'П) (z)l<(l-|z|)'n’

приходим к неравенству

sup A—J<

< 3m! S + sup { }.
p (». £)>,]

Но по лемме 1.1 последнее выражение стремится к нулю, когда 8—»0. 
Поэтому существует 80*>  0 такое, что Ц (Зтп! + 1) е, если 0<^8<^о0.

Теперь оценим 1\. Здесь мы используем леммы 1.3 и 1.4.
По лемме 1.4 для г^>0 существует ^^>0 такое, что

(1 \п—т , i \

a (z) / \ а (г) /
при z £ D£, р (z, Е) < г^.'֊

Тогда

/։<sud { } + sup { }. (1,21)
ЧОЕ ։£DE
f(z,E)>ii. р1*,Е)^тц

По лемме 1.1 первое слагаемое будет меньше е, если О<^8<^81 
Для оценки второго слагаемого достаточно предположить, что

1
1g

р (z, Е) 
ia (z) (1.22)

так как в противном случае нужно лишь повторить рассуждения, при
веденные при выводе оценки /2։.

В случае (1.22) имеем при р (х, Е) г\г,
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|/(a+l-m) (Z) Н^(г)\ 1-1*1  1
<.41-1*1)1

| \ я— т
1 —1*1  р (z, £) j

® (1 —1*1)  а (*)  /

i 1 \ т
lgp(z, E) S р*[р  (*.  £)У а*  (*)  \

а (z) / \ [р (z, E)]m՜4 /

Теперь, учитывая (1.22) и тот факт, что функция —-— монотон

но убывает, получаем С^е, как только 0 3 <^,81 ф
Доказательство теоремы. Пусть 7 > 0, 8>0, как и вы

ше положим
/«=/#։> /«. т=Л бт,

где Нь определяется как в лемме 1.3, а функция Ст по лемме 1.1. 
Согласно вышедоказанным леммам 1.1 и 1.5, функция /«, т при указан
ных 7 и о удовлетворяет всем условиям теоремы 3. Кроме того, по 
лемме 1.4

Л-»Ц*)=о  (-5—А<»р(*.  £)-*о.  (1.23)
\а (г) / Ха (г) )

г С; Ое

В силу леммы 1.5 для доказательства теоремы достаточно пока
зать, что

lim Л, т =/4 (1-24)
т-0

в пространстве >/я>, а доказательство (1.24) по существу повторяет 
доказательство леммы 1.5. Приведем его в общих чертах. Как и при 
.доказательстве леммы 1.5, достаточно установить, что

lim sup ||/V+1-'n) (*)  GT(m) (*)l  l՜1*1 I = 0, l<m<n+l. (1.25)
T-0 ։£Z5 [ 1 ш (1 — |г|) J

Аналогично, как и выше

sup { I < sup { } +sup [ ). (1.26)
z^pE *tD\D E
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Оценка sup { ] точно такая же. как для соответствующего резуль- 

тата из леммы 1.5. Поэтому получим оценку для первого слагаемого 
в (1.26). Учитывая лемму 1.3, легко установить неравенство

|Gv»> (*)!<  С (a (z)y, m = !»•••, nj+1, U-27)

где a(z)=f |rfd.

ir/z։ |/ — д|*  1

Пусть е^>0—положительное число, по (1.23) существует ^^>0 
такое, что

WMI <«(-֊■? т 10 (т^г)’ m=0’ ' ’n’ (1-28>
\a (z) / \a W /

как только z C De, p (z, £) <C
Положим

DE.^lz^DE-.piz, £)<-։}.
Тогда

Л*?,  {w <
def

< sup { } + sup | } = 7’ 4֊ 7j.
*&&Е, i) Z^E, 7)

Теперь, используя (1.28), имеем
|Дп+1-т)(2)| <Е (1_ к|)т-1ш (1_ до

при

—7“Г <1 — И» г € ч .
а (г)

В тоже время 1^|'п)(г)1<С;~~^ • Из этих оценок сразу сле

дует, что
.7*01  а. (1.29)

Аналогично легко заметить, что

С6 SUP \
^°Е, 1) I

1-Н
<о(1-И)

Остается учесть, что функция —монотонно убывает при t [0,1], 

поэтому
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/։\<е. (1.30)

Но согласно лемме 1.1

lim sup j 7i- l-f),-|/^+1-CT)U) G<",)(r)|l = 0.
т-о zeoiD£։ 4 I ш (1 — |z|) J

Следовательно, из (1.29) и (1.30) получаем утверждение теоремы, ф

§ 2. Доказательство теоремы 3 в случае алгебры Hp+Ï

1°. Пусть /6//£+։, обозначим через М (/(п+1>) (е/|?) максимальную 
функцию Харди-Литтльвуда от Ап+1) (е(’) (см. (0.2))А

Лемма 2.1. Пусть }^.Нрп+г и 1^ = (е'а, е|₽Х—дополнительный 
интервал множества Е=ЕП (/) на Г, [.которому ^принадлежит е1?. 
Тогда имеет место оценка

л+1-m

|у(т) (е'т)| -С const р (е% Е
(2.1)

Доказательство. Пусть П— положительное (число и

Р°гр(е^£^ £ (

\ а(е'*)  / > И Ке ’ *> ’

где р (е'т, Е) = |е,ч> — ега|, е,а £ Е. Тогда

1 ’ Г
/1») (е<?) =------------ (е'т С)'1՜'" /<я+0 (С) Л, т - 0, • • •, п.

(и— т)ие1а
Отсюда

г 1 ’1/(т,(е'’)1<7-^—[Р (еЧ £)]"+’-» — - | , (’ |/<»+։> (е")1 Л 
(и—т)! Це* ’—е‘“|.)

Но поскольку

|е'’— eZej
|y(«+U (е'<)| dt const Л/(ffn+1))(e/’),

то оценка (2.1) доказана в втом случае. Если же

а (е1’) <֊-р(е% Е).

то повторяя рассуждения, приведенные при доказательстве леммы 1.4, 
получаем
2-606
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(е'’)| < const I ) sup |Л«+։> (ге'*)|.
'' ՝ 1 \ а (ет) / о<г<։

Остается применить теорему Б.
Лемма 2.2. Пусть и ~ тогда

=°- (2-2)
«-.О л+1

Доказательство. Для установления (2.2) достаточно дока
зать, что 

к
lira С(е^) (e'’)!" rf? = О, т = 1, 2, • • •, п 4֊ 1.
«-.О J ’ 

— X

С этой целью используем леммы 1.3 и 2.1, согласно которым

AOf—L-Y"
(е*)  .(е'»)| < CM (fl” ։>(е'*)  J Х

х 2 (**р\(0^аД(е'?))=см 
."Д рт *(е' т, £) /

у \ р(е%£)У
[а (е^)р(е^, £)]"«֊*  ’

Теперь, используя оценку

с
V ' Р(е'’> Е)

получаем

|Я(т) (е'?) Лл + 1-m) (е1Т)| СМ (/(я4 ։)) (е/т)2 3* (р (е.,։ £))4х
*-։

Для доказательства леммы остается применить теорему Лебега 
и лемму 1.1. ф

Д°казательство .теоремы. Положим снова /«<т=/4 
Исходя из лемм 1.1 и 2.2, достаточно доказать, что

lim /о,т=/б 7-0
з пространстве Н^+1, А.для этого достаточно заметить, что
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1Д.+1֊««) (е/.)|с с ( \ -Г М (f^)(e^), 
\ а (е •) )

и
|G^m) (е'*)|  <Со" (е'?), т = 1, 2, •••, п+1. 

Следовательно
|Дл+1-т) (е'») С('"Че/91<СЛ/(/<Л+1>)(е'9.

Остальное следует из теоремы А, леммы 1.1 и теоремы Лебега (см- 
[13])-

2“. Отметим, что имеет место аналог теоремы 1 для односвяз 
ных областей 2 с достаточно хорошей границей. В связи с известной 
теоремой П. Лакса остановимся только на случае, когда 2 = П+ = 
= {z: Im z 0}. Обозначим через Н+ класс аналитических в П+ функ՜ 
ций, для которых

+
= sup ( f |/ (х 4- )р*  dx \ <4-00

+ »о XJ /— «t 
и через

tfp. Я = {/. f^kHP W р.Л = тах
0<Д<л

Легко видеть, что при р^-1, Нр±п представляет банаховую ал- 
гебру относительно поточечного умножения. Рассмотрим в Нр^п опе
ратор

Тх (/)(ж) = eiuf (z), Х>0.

Нетрудно убедиться, что замкнутые идеалы алгебры Нр±п совпадают 
с инвариантными подпространствами этого оператора в Н^п.

Теорема 1*.  Пусть I — замкнутый идеал в Нр^п, l<j9<4-°°, 
тогда

т^О, 1,-..,п-1,

G/ делит G/},

где Gi, Ет (f) определяются как в § 1, только вместо Г нужно 
подставить R1-.

Особо следует отметить, что теорема 1*  не получается из тео
ремы 1 при помощи конформного отображения. В отличие от случая 
п= 0 пространства Нр в круге и Нр^ п в полуплоскости не „сравни
мы" при n > 1.

Пусть

Ргп (х) = 2 а*  х24, а*  > 0, (2.3)
к-0 

причем ain, а0 0.
Рассмотрим в пространстве

/ С \1/2
LPin <0’ + = Н ՛/ toi*̂ dr) < + °°>

о
оператор
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6х(/)(х) =/(*->.),  Х>0. (2.4)

П. Лаксом в известной работе [16] была дана характеристика 
инвариантных подпространств этого оператора в пространстве Z.’ (0, 
_|_ со). Из теоремы 1*  легко вывести аналогичные описания в про
странствах /.։р2л(0, -Ь 00) Для внда (2-3). С этой целью заме
тим, что пространство L*p 2n (0, 4՜ °°) по теореме Пэли-Винера пере
водится на пространство Н^п,и каждое замкнутое инвариантное под
пространство оператора Sx—переходит в замкнутый идеал Ли:

4 ■
Ли сЯ* ’.՛ Ли = (®: где <р (z) = J е"*  ? (f) dt.

о

Следствие 2.1. Пусть М—нетривиальное замкнутое подпро
странство в I? (0, + 00), инвариантное относительно ձ\, л > 0. Тогда

Л/=(<р£# (0, 4֊ оо): а¥>а.и, £*(?)  = Ек (Ли), k = Q,-• •, п — 1,

GrM делит Ga },

где af = sup (а: <?(/)=0 почти всюду в aM = inf [а-p], G <р,
а . Հ ?е<и

GiM определяются как выше.
И в заключение отметим, что используя теоремы 1 и 1*  и учи

тывая результат С. В. Хрущева (см. [17]), легко получить следующую 
теорему.

Теорема 4. Каждый замкнутый идеал алгебры X является 
главным.
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F. A. SHAMOYAN. Closed ideals in the algebras of analytic functions 
with smooth boundary values (summary)

Let and Hp be the set of all analytic functions f which are n times

differentiable in the closed disc analytic in the interior £ Lip to respectively 
/ Hp. The article gives complete description of closed ideals in these algebras.
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