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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ ДЛЯ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 

С БЕСКОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ НЕЗАВИСИМЫХ
ПЕРЕМЕННЫХ

В работе М. И. Ви шика и А. В. Марченко [1] исследована зада
ча Дирихле для эллиптических и параболических операторов второго 
порядка на специальном классе бесконечномерных многообразий с 
краем. Как выяснилось основную роль при изучении краевых задач на 
бесконечномерных многообразиях с краем играет, как и в конечномер
ном случае, изучение соответствующей задачи в полупространстве.

Настоящая статья является обобщением результатов работы [1] 
по разрешимости задачи Дирихле в полупространстве на случай не
которого класса эллиптических операторов порядка 2 т, т^>1, содер
жащих комплексный параметр. Построен двусторонний регуляризатор 
и доказана однозначная разрешимость первой краевой задачи (в со
ответствующих функциональных пространствах) при достаточно боль
ших значениях входящего в оператор параметра.

1°. Введем некоторые обозначения, используемые в дальнейшем 
(подробнее см. в [ 1], [2]).

Н— вещественное гильбертово пространство /„ Нх, по определе
нию, — гильбертово пространство последовательностей {хк}н=\, для 
которых конечна норма

2 х1 °;2 •
*=1 '

где последовательность (а*)£я  задана, при этом а*̂>0  и

2 ’Г2 < + «>.

Л*  обозначает полупространство: Н[= [х £ Нх, хг 0}, Ны— под
пространство Нх элементов вида (ух, у^,-՝-,уы, О,---), ^—опера
тор ортогонального проектирования Нх на №.

2". В полупространстве Н+ рассмотрим оператор с символом 
Р (.г, А (х, В, X)) вида

Р(х, Д(х, В, X)) = 2 ау (х) [4 (х, В, Х)]Л х£Н+, (1)
/-֊О
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где
А (х, Х) = (Л1(х) В, ?)+>*,

(А (х) 5, ;)=$։+ ^ аи (х) В: В*,
I. к-1

/•—комплексный параметр, принадлежащий С+={Х£С, Ие X 0}. 
Матрица Ца;*!|  предполагается симметрической, а функции а;*  (х) бес
конечно дифференцируемы на Н{.

Коэффициенты а/(х), у = 0, !,•••, т предполагаются бесконечно 
дифференцируемыми и ограниченными на Н* , ат (х)=/*0,  х£//*.  Пусть 
выполнено условие эллиптичности: существует постоянная ; > 0 та
кая, что Vх € и В £ Я

I՜’ РР < 5? + 25 ап, (х) В/ В*  < I ЦВр, . (2)

/ - 41/2

где И= £ еп •

Все результаты статьи остаются в силе, если вместо А рас
смотреть символы более общего вида, а именно

А (х, В, Х)=/1о (В, /) -I- Аг (х, В),

где Ао (В, X) — (А,В, ;'4֊Х, А3 удовлетворяет условию эллиптичности 
(2), а

(Лх(х) В, В)>0, ух^ЯЛ

3’. Введем в рассмотрение классы символов.
Класс^^. Пусть Ао (В, X)—фиксированный символ, удовлет

воряющий условию (2) (в качестве Ао можно взять, например, символ 
бесконечномерного оператора Лапласа: — Л + X*.

Функция (? (х, В, X), определенная на Я, (х) X \Н (В)\О)Х С+ (/֊) 
бесконечно дифференцируема.

Пусть, далее (?(х, Вл, X) = (^(х, РУ В, X) —ограничение (2(х, В, X) 
на Ях (х) X {Яу\0} X С+.

Обозначим через

в (х, г", Х)= (}( X, в", X) = (2к)-л'/2у е‘ 0 (х, В‘\ X)

Пусть (Ну) — пространство, натянутое на вообще говоря обобщен
ные функции следующего вида:/(х77) = / (гл,‘)Х 3 где 'хУ։ =(0, • • •
• ■ •, 0, хлг.хь • • •, Х^, + 'х֊у-, + Я։=Л, 8 (х^)-

о-функция. Норму вводим таким образом:



152 Р. Л. Шахбагжн

i/iZi = / («"՛) dzN‘՝

Предположим, что для любого целого неотрицательного N и 
у/'к£С+ соответствующее символу Q(x, Е*,  X) ядро

G"(x, х) ед (///).
Положим

|Q(x, Е, X)b = sup|G" (х, z", Х)|£|(^ 

и g+IPI . 
“ 2

IQ (х, Е, Х)|^= sup Ио (5. х) Dx Q (*•  '» >Ж. О)
в» р

где верхняя грань берется по всевозможным |в| <. %, |₽| <₽0, Re Х>о>0. 
Обозначим далее

III Q (х, Е, X) Ill _ 2 sup III Z> Q(x, E, X) ||| p. 
— |«|< s Rc X > a

Определение. Символ Q (x, E, X) принадлежит классу 2’՛ 3 , 
если при любых а, а0, 0О выполняются следующие условия:

1. ill Q (х, Е, Х)| III <<). <+« (4)

И у// ill Q (х^ Е, X) HI (»).< ч-оо,

2. lim III Q (x, E, X) ֊ Q (x*. • E, X) ||| Ю* = 0, (5)
W-*eo *

у/?, 0<Я< 4- OO.
Топология вводится следующим образом:
Последовательность символов {Q*  (х, Е, Х)}^р Qk £ сходится 

к нулю, если 
a) sup III Q*(x,  Е, X) |||<»)w <4-оо,

б) Um|||Qt(x, Е, X)|||W/? = O, уЛ, 0<Л<4-оо.

В связи с изучением краевой задачи (см. [1]), введем в рассмот
рение класс .

Обозначим Е = (ЕХ, Е')> Е' = (Е։, Е։,•••).
По определению, символ 5 (х, Е') (; '2^* 3, если выполнены условия 

(4), (5), при этом преобразование Фурье берется по (Е')7*՜^  (Ej, Е։, • • * 
•• •, Ед»), а под знаком нормы в (3) стоит дифференцирование по Е'.

4°. Введем в рассмотрение функциональные пространства, свя
занные с изучением краевой задачи.

Через Сф обозначим пространство бесконечно дифференцируе
мых финитных цилиндрических функций.
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Пространства С£' (/Д) и СЬ? (Н£).
По определению, функция С£-’ если С՛’ и для нее 

существует последовательность [/„}£.! цилиндрических функций, /п£Сф 
тгакая, что

I0.- аир < М + со, М—некоторая константа, (6)
Т. ИЛ-/М֊*0  уА’>0, (77

Л-»"
1где

№,>? =2 р*Л»,л»  о<я < оо, |«1<а
№. R = 8иР И С*)1»  0 < R < оо.И1</?

При выполнении условий (6), (7) последовательность /я £ СЬ3(Нг) 
будем считать сходящейся к /.

Функция / 6 СЬ1 (/Д’), по определению, если она является суже՜ 
1нием на функции пространства (/Д).

А
5°. Обозначим через Р оператор, порожденный символом (1). 

А
Теорема 1. Оператор Р допускает замыкание в СЬ°

Доказательство. Очевидно оператор Р определен на цилин՜ 
дрических функциях класса Сф (Н?) и отображает его в пространство 
С£° (7Д+).

Рассмотрим последовательность (ия)“_ь, ия £ Сф (Н\), стремя՜ 
щуюся к нулю в'С£° (/Д1՜), такую, что Рыя (х)—>/(х) также в С£° (/Д+)< 
Наша цель доказать, что /= 0 в Н\ •

Следуя схеме доказательства, проведенного в [2], построим глад
кое продолжение функций ия (х) на пространство Нг. Пусть 1ап есть՝ 
это продолжение, причем 1ип £ СРт (7Д), а //—продолжение функции- 
/£ СЬ° (Н\) на пространство /Д.

Имеем

1ип -*  0 в СЬ° (/Д) и Р 1ип —♦ I/ также в С£° (ЛД).

(Это очевидным образом следует из свойства ограниченности опера՜ 
гтора продолжения).

Построим последовательность (®я)"_1, «/.^^(ЛД), обладающую 
следующими свойствами:

?я 0 в Сь° (/Д) и Р<ря — // в С£° (д/х).
Докажем возможность построения такой последовательности.

Пусть (ея)я°1.1, ея^>0— последовательность, стремящаяся к нулю. 
Для каждой функции 1ип выберем «р,, £ Сф (/Д) так, чтобы выполни-' 
лись условия
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|D*  <оп — Dp /ил| < e„ f (9)!

где а = (в1, --, «я, 0,- ■•)— мультииндекс, |а| = У «<<2т, а 7>>0 — 
• 1—1

некоторые постоянные, удовлетворяющие условию
2 Т. <+«. (10)

Из ограниченности оператора продолжения вытекает, что ®я —* 0 в 
Л

С4°(М)« Далее, в силу линейности оператора Р можем записать

РЪ, = Р1ил +Р^п-1и„). <П)
Оценив

|Р(?л-/Ия)|<АгЛ(|>֊|2'"+ 2 Т«'|. 
\ |«| <2л> /

где К > 0 — некоторая постоянная.
Отсюда, переходя к пределу в (11), в силу (8) и (10) имеем 

Р<р„ - // в ОД0 (ДД).
Далее, из оценки

_ <Н >31 
2 

|Д0 ($,).) Я; д>. Р (х, А (X, 5, ).))|< СЙ֊’+2т

вытекает конечность нормы
||Р(Х, Л(Х, 5, ).))!{«)<-ь оо,

а также норм ||| Р(х, А (х, ;, /.)) ||| <’>*  для любого 0< /?<-(- оо и 5>0 
если положить у — 2т + в. Иными словами символ Д>$2?д,+։,։. Но, 

тогда, в силу теоремы 6.1 из [3], оператор Р допускает замыкание в 
СД° (ДД), при з ^>2 (тп-)-1) -{“в, то есть 1} = 0 в //1։ а отюда следует, 
что ее сужение на Н+ :/ (х) =0 в Теорема доказана.

6. Краевая задача. Для оператора Р в полупространстве 
рассмотрим задачу Дирихле:

Рп(х)=/(х), хб^, (12)

и 
<13> 

где /е CLP (//+).
Обозначим через 2R оператор, соответствующий краевой задаче 

(12), (13):

SR и (х) = 1Ри (х), х£Н?, ,/ = (>, 11.
I ՝ dx{ |х,-о ' ।
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Область определения замыкания оператора обозначим -эд. не-а
рез 2^ обозначим следующее множество:

= И“»՛|^=°-'-0՛ '

Построим регуляризатор задачи (12), (13).
Пусть Ро (х, 5, X) — главная часть символа Р, т. е.

Ро (х, Е, >)=ат (х) [А (х, Е, ))]", (14)
в а

Л (х, Е, X) = £ (х) [А (х, Е, ))У. (15)
/֊о

Поскольку ат(х)=/*0,  то не ограничивая общности, можно счи*  
т тать, что ат (х) =1.

* Можно доказать, что R не зависит от.конкретного выбора оператора: про՝-՝ 
-должения.

Представим символ Ро (х, Е, X) в виде:

' Л (х, Е, X) = (Ех 4֊ /5 (х, Е', X)” (Ех - /5 (х, Е', X))™, (16) 
где

(- \ 112
2 а/а Е; Е*  + X» •

Л к-2 /
Обозначим

Л±(х, Е, Х) = (Е1±»5(х, Е', X))".
По аналогии с конечномерным случаем правый и левый регуляризатор 
задачи (12), (13) будем искать в виде

Л/=Р+А (ф(хх)Л;։(х, Е, Х))8(»х) А(Нх1)Л21 (х, Е, X)//*,  (17)

где //—гладкое продолжение функции /£ СД° (//+) на Ни 1/£ СЬ° (Н^)г

0 (х։) — функция Хевисайда, а ф £ (R1), ф (хх)=1, при хх > — 
2’

ф(хх)=0, при хх ■<—з(в>0), Р+ —оператор сужения функции, за
данной на Нг, на полупространство /7/՜.

В силу теоремы 1.2 из [1] символы ՛!> (хх) А՜1 (х, Е, X) принад
лежат классу У (отличающемуся, по определению, от класса 

лишь тем, что эталонный оператор До зависит только от Е\ 
т. е. не зависит от Ех).

Естественно считать упомянутые символы продолженными нулем 
для |Х=(хх, х ) //], хх < е).

Л
Т е о р е м а 2. Оператор R, задаваемый формулой (17), ото- 

пространство СЬ2՞1 (///) в пространство С1?т (Н։+) П 21֊, ?бражает
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Предварительно Докажем лемму.
Лемма 1. Оператор Р+ ф (х^) А^՜1 0 (хг) отображает про

странство С1?т{Н1) в пространство С1?т (Н+) П 2^.
При доказательстве леммы нам понадобится результат, обоб

щающий теорему 3.2 из [3], на случай операторов высокого порядка.
Л

Теорема 3. Оператор О, порожденный символом О(*.  'К
д, продолжается с пространства С*  до непрерывного операто

ра, отображающего пространство СЬ*  в пространство С!. + (Н^, 
где в ■=։ + г

_ ([р] 4՜ 2/и, при р^>0
I 0, при р С О

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоре
мы 3.2 из [3] и поэтому мы его опускаем.

Доказательство леммы 1 будет опираться также на теорему 1.2 
работы [1]. Приведем ее формулировку.

Теорема А. Если символ Р(х, Е')£ хр то символы

0 (х, Е, X) =---------- Р-(-г ; )--------------------
' С1±г5(х, Е', >))*  5' (х, Е', X)

принадлежат классу *,  *Ае  д — р — к— I — е, ,в^>0—
՛.— произвольное число. При этом справедлива оценка

Ио («'. <2 (*,  Е, >-)8о < М |Яе Х|—л, 0 < вх < в, Яе ).> а > 0.
Доказательство леммы. Рассмотрим последовательность 

функций [фл}“-ь ?л£Сф, сходящуюся в к функции /£ СЕ1т (Н^.
Обозначим через

»л (хл') = Р+ А+1 (х", Е", X) б®„ (М>п) (18)
{здесь мы опустили сомножитель ф (х^, поскольку перед ним стоит 
оператор Р+).

Докажем, что последовательность о.у сходится в С£2т (Н+). С 
этой целью-рассмотрим для уа, |а|<2т производную £)*  »лг:

2 С. ։. а. А ? ?я +
«։+!։'1 + 1«1 1 ’ ' ОХг

+ 2 С,֊.а- Р+£>։' А-' б (Х1) £>’’ <?„ (19)

/К ^‘0(в первой сумме производная - а понимается в смысле теории обоб-
ОХ['

щенных функций). Слагаемые первой суммы выражения (19) можно 
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вычислить следующим образом. Пусть ? (хх)— произвольная финитная 
бесконечно дифференцируемая функция: ® £ С'^ (RJ.

Тогда
. Г) Па*  S rv.-< В *?л»  ?> = < ■ „ . Д’ ®Л-О> = 

Oxi ՛ Oxi

= Д*'?„(0,  (х')"-։) (20)

Заметим, что символ Л~։ (хл, 5я, X) =($х + /5 (хл', (Е')"՜1, М)՜“ как 
функция от аналитически продолжается в полуплоскость 1га 5Х ^>0 и 
удовлетворяет условию гладкости, приведенному в [4], откуда сле
дует, что С(-’(/7,:) и, следовательно, СЕ1т 

д*՝Символы А~' (х'у, 5я, X), ՛ ՛;■■■ Л11 5՞, X), а также 55՝ Л՜1
0X1 ֊ ..11-

(хлг, 5я, X), уах т ~ 1 аналитичны и ограничены в полуплоскости 
1т Ех > 0» откуда следует (см. [4]). что ид£2° . Таким образом,

■ ш? *
установили, что «л։6 С1?П1 (//.*)  П 2° . 

ЯИ
Перейдем к доказательству сходимости («д|дг_1;
Поскольку функция А՜1 £ то для АЮ$ОГО Целого в>0

имеем в силу (5)
2 (Л;1 (хл, 5я, к) - Л-» (х, 5я, ).-))Ц0 - 0, (21)

|а|֊2т т

откуда, в частности, следует сходимость последовательности ид, то 
есть существование предела Пт ид (хл) в СА° (//+). 

ы -♦ ■»
Обозначим

Нт 1ц(х")=№(х). (22)
> . л.»..

Рассмотрим вначале вторую сумму выражения (19). Пусть
ОеГ у-, д

«<'?= 1 с,-, Р+£>’■ Л-'0 (хг) Д’-<р„. (23)
|а‘) + |а*1-4а (

Из (21) и того, что <р„ -»֊ / в С1?т (/Ух) непосредственно сле
дует, что

Нт =з 2 с«-,«- Р+Д’՜ Л֊’ (х, 5я, ).) 6Д’՞ ?я (24)

(предел понимается в смысле сходимости в С£° ибо у R 0,

Нт зир и*} ։— 2 Р+ Д’'Л՜1 (х, 5я, >•) 6Д։'?Л| =0,
։ '1«'1+1«ч-|«1 «о

где 5+ = {х € Н1։ хх>0, Н < R}.
Рассмотрим теперь первую сумму выражения (19), состоящую из 

слагаемых вида
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„(2) =p+d՝' Л;։ ZX ?л (0, (х')-’) (xj. (25)

Перепишем (25) следующим образом: 

д ,-«(«-£!) д (—£»■).
Vj?) = PJ £>"' Л֊> Ао ‘ Ао 2 D“' (0, (х')’֊։) (xj,

(2б>
Обозначим через 

def А (">— •
«‘.’■’((х')՞-1) = А />' (х')л-։).

Тогда (26) примет вид
А А “• ("“ V) *

<#)=/>+/ХЛ-и0 ^((х')՞-1) = Gn (27}

Докажем теперь, что оператор Ао отображает простран-
ство С/,7՞1՜1"՛1 (ЛД) в СЬ’ЧНг). Действительно, пусть е^е, тогда очевид- 

(т а՜՝)*  у»2*1-3
но, что символ Ао £ 2ц '"-у . Выбирая теперь ^^>0 настоль»

ко малым, чтобы 2вх<^1 и применяя теорему 3, получим

Ао : C£2'"-|’֊,(//1)֊*€L°  (МК

Отсюда выводим, что оператор Ао £)*'  отображает непрерыв
ным образом пространство СЛ2т в С£° (//г).

-(т֊ф)е

Символ /)“' А՜1 А представляет собой сумму, слагае
мые которой имеют вид

/’(х", (Г)-’Мо ((Пя-1> X)
07+73^*7  (V)-1, >֊)*  5՝՛ (х^, (Л')՞-«,/.)

= Qk,l(x^,i՚^,l)A0 , (28}
где

Qk. I (X'v, 5», X)

Ядра этих операторов

P(xN, (S՜)՞-1)
(Ex+VS)*  Sl

- («’•Л֊1) • 
х1«.(ж/)Я-1).= Q*.  ((^)Я՜1։ X).

представляют собой операторы типа поверхностного потенциала. До
кажем, что они обладают следующими свойствами:
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а
лЛ->

б) sup jG;v;(x'v, х1։ (г')'1-1
N. 4-м

с) sup С М-г со, \fxN, N, п.-

Докажем свойство а). С этой целью представим Q*. / Ао 
в виде

Qt, i Ло 5- Ло • (29У

Как следует из ՝_еммы 3.3 работы [3]

15- Ао Ис (30)

при е։ < (2т — |а"|) е.
Рассмотрим обратное преобразование Фурье по переменной ;г

функции Р(х\ (S')՞֊1)

Легко видеть (ср. [3]), что оно вычисляется по формуле

(Г)«-֊«, д) = F^Zl Р(х", (Г)"֊1)
& + /S)*  5'֊-

= G Z,*՜ 1 e-SZ> Р (xN, (S')"֊1) S-' + ,'(xV, (S')՞՜1. А), (31}

при а при Ск„1 = 0; Сх>0 — постоянная.
Заметим, что Р£ где |а'| 2т — 1.
__ \Представим ик,1 в виде

Gk,։=Cx zf՜1 e~Szi S~l+tl + p 5֊₽ P, 
где p^>4m— 2 4֊ e. Тогда легко получить, что

JS-P Ло < С։. (32)
Далее проводя оценку, аналогичную оценке 1.14 работы [1], получаем 

(33).

Из неравенств (30), (32) и (33) вытекает оценка для G‘̂  z:

1^ X < ^Г՜1 е-521 5֊,+ - +₽8о IS-р Pit X
-(-л1)-

XIS-/1, и<с..с,с, (34>
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при этом участвующие в неравенствах константы не зависят от /V и п. 
Свойство а) доказано.

Докажем теперь свойство б), а именно, покажем, что
sup ,(*'>  *х.  (z')՞՜1)- GNk\3 (х"+' , х„ (zV-’JlG - 0 (35)

при N, s —» °?.
Действительно, из теоремы А легко вывести, что символы 
-(-*?)*

Qk.t AQ , соответствующие ядрам Gkl, принадлежат классу
У ч^3, где q =2 |а'| — Л — р — (2m —1«'| + 1) е.

Далее, в силу свойства (5) определения класса * принад
лежащие им символы „слабо“ зависят от далеких переменных, откуда 
непосредственно следует (35). Свойство б) также установлено.

Докажем, наконец, свойство с). Из принадлежности символа

i Aq классу у следует, в частности, что
■ д1 - (™ - ^') • Г

ffl? ГйГQ*՛ 'А- . (,<"<+”■
откуда получаем, что

sup Г |z*  G" t (xN, xv (д')’-1)| d (z')'1՜’ < M։< 4- oo
<>։ J

я"՜1
для любых N, xN и п.

Из свойств а) и б) следует сходимость последовательности
в С1Р(НЛ). Объединяя это с (24) получим, что сходится в
CL2” (Щ) к о(л1 (х), т. е. lim tx.v (xN) = х/я) (х) в смысле сходимости 

Л'-**
в CL2n(H[). Таким образом, доказано, что v(n> (; 25֊. П CL?m (Н{).

Докажем, наконец, сходимость последовательности [гХя։)л1.1. Под” 
ставляя в (18), (23) и (25) х вместо x'v и пользуясь тем, что соответ
ствующие символы принадлежат классам 1 (с соответствующими р) 
замыканием легко получить, что lim vn (x) = w (х) (где предел пони- И-»"՝
мается в смысле сходимости в пространстве CLln (Н{). При этом 

сходимость последовательности {х’2,,}“_|, где vjn) = lira v£J, является 
следствием того, что условия а)—с) обеспечивают существование се
мейства мер р (х, х1։ dz՛), заданных на Н\ с равномерно ограничен
ной вариацией (по х') таких, что их проекции на R^n-i порождаются 
плотностями Gn (х, хх (У)՞՜1).

Воспользовавшись полнотой пространства CL2m (Н+) получаем, 
что w(x) = P+ А + ‘ (х, 5, >.) б (xj) / принадлежит пространству 
CL?m (Н+) П 2™. Лемма 1 доказана.*лЛ
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Следствие. В условиях леммы 1 справедливо следующее ут
верждение: оператор R, задаваемый формулой (17), непрерывным об
разом отображает пространство С£° ) в себя. .

Доказательство аналогична доказательству леммы 1. Следует 
рассмотреть последовательность /я 6 СС1т (Н\), сходящуюся к 
/ в СЬ (Нг՜) при п-» со. Тогда по лемме /?/п£СЕ1т(Н1՜'), совершая 
предельный переход, легко получить утверждение о том, что

Доказательство теоремы 2. Оператор продолжения I 
отображает пространство СЕгт(Нг) в СЬ2т{Н1):

I: СЕт (/#) т- С1?т (М). (36)

Далее, поскольку символ ЛЗ £ 25՜,'"՜“* *,՝  а ф £ Со“>(/?1), то в силу тео
ремы 3 ,

ф (Ж1)Л֊1 : С£2" (Ях) - СЬ2т (Ях) (37)

(здесь мы воспользовались тем, что р= — тп-|-е<^0).
Применяя лемму 1 имеем

Р+ ф (х։)л;։ 6: сь2т (Нг) - сь2т (М+) Л 2^. (38)

Из (36) — (38) следует, что оператор

Л: С1?т (//,+) ->С£2т (Я^) П 2°ж,

при этом R непрерывен в смысле топологии пространства СЬ1т (Н\). 
Теорема 2 доказана.

7е. В этом пункте будет сформулирован и доказан основной ре
зультат статьи.

Теорема 4. Пусть оператор Р с символом, задаваемым фор
мулой (1), удовлетворяет условию (2). Тогда при достаточно 
больших |₽е Х| оператор R, определяемый формулой (17), является 
двусторонним регуляризатором задачи (12), (13), то есть имеют 
место представления

операторы 7}

30? о R = Е + 7\, где

R о 30? = Е 4֊ Т։, где

1Г,1 *<111 1 С (Н+)

17’4 □ <11 *С (Я+)

(39)

(40)

г‘=1, 2 отображают 2$^ в себя.

При доказательстве теоремы будет существенно использована 
формула композиции псевдодифференциальных операторов с символа*  
ми, принадлежащими классам и оценка для остаточного члена.
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Приведем формулировку соответствующих теорем.
Теорема В. ([1], теорема 2.3). Пусть символы (^(х, Е, к), 

1 = 1, 2 принадлежат классам У^ где в достаточно велико. 
Тогда оператор (2=(21'> Ф? порождаемся символом О (х, Е, к), при
надлежащим классу Уд,г, где р ֊ р1-^- р3, при этом имеет место 
разложение

<2(х, е, ).)= з -^<Ге<2х(х,г’ 'ШЫ։,'• *)  + <?з(х, е. к) (41) 
|«1<г “«

и 0,6 2л.’ * ЛЛ.Я любого р3~> р3 + р3 — Г.
Замечание. Теорема остается справедливой и в том случае, 

когда = 5А, 0։ С 2а *>  а также при (?х £ ^а,\ 0։ = Е? + 5®.
Теорема С. ([1], теорема 2.4). Пусть (?։£25?,'(V,>->» 0»(х, Е',к) = 

= .9₽*(х,  Е', к). Если р = Р1+р» — г, то оператор С?։ (остаточный 
член в формуле (41) порождается мерой ]»(х, бс, к), при этом

֊Ь’

Уаг,р»(х, Л, к) = |ф։(х, Е, к)Ь<С|Век| (42)

(е 0 достаточно мало).
Доказательство теоремы 4. Доказательство теоремы в 

идейном отношении близко доказательству теоремы 3.2 работы [1]. 
Установим формулу (39) (представление (40) доказывается аналогич
но). Пусть вначале / £ С£2"‘ (Н\), тогда в силу теоремы 2 /?/^С£2т (///).

А А
Применим к R слева дифференциальный оператор Ро, определенный по 
символу (16).

Имеем

А° Р*  * (Ф (хх) ) е (хх)А (ф (хх) Л11) //=

= Рх (Д+оД _ А (ф (хх) Л;։) 9 (хх) А (ф (хх) Д2‘) //.

Воспользовавшись теоремой В и замечанием к ней, а также тем» 
что Д+'б2л.՞' \ можно записать

Р+(Д + оД_(ф(х1)Л7։.) = Р+(Д..4- 2 с-г, (43)

где символы С-г в соответствии с формулой композиции имеют вид

С֊1= 3 4$ро(х, 5, к)Р:д;։(х, Е, к). (44).
1^|=/ +т

Рассмотрим теперь операторы Р+ (Д _ 9 А Г1) и Р+ (С-г 5 А 2։),
։ = — т 4֊ 1,- • •, т.
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Имеем
P+(4_0 4Z։) = P+(£-i-f CL/ + CL(„+U (45)

/-1

(здесь мы воспользовались тем, что оператор А—— дифференциаль
ный по переменной хх), а символы

С-, = s д:л.(х, 5, }.)д:лт։,

C-(m + i) — символ остаточного члена. В силу теоремы А и приведен
ной там оценки, символы С— ' *'  ՝, причем справедливо неравен
ство

|С_։(х, 5. ))Ц <M|Reh| ՝7 + *’ / = 1’ 2'"' т + Ъ <46>

Операторы Р+ (C-t^A-), (i =— т 4֊ !,•••, т) разделим на две 
группы. В первую группу включим операторы с индексами т,
а во вторую — остальные. 

А
Заметим, что операторы C-i первой группы порождаются мера

ми, поскольку их символы C-i £ 2а>+'' ft=Sx։° (см. [1], теорема 2.2).
При этом справедлива оценка

_ т I g
||C_M-’t<C|Re).| 2 .♦ (47)

Операторы второй группы представим в виде 
/ - tt< »j—■ i 

Р+(С-,6А21) = Р+ (С-^А02 бл/ оЛ1*)  =

(48)
«I 4-J

х д 2 А 2 д
= Р+ (C-iAo ) 6А, оЛ2։, /= — т -j- 1,-• •, О, 

i-ч «,
* 2 2

где символ оператора Ад есть Ад (;', >•).
— «1 X — «д
2 2

Заметим, что С-. Ао £Цл.1" ՝и при ег>г C֊iA0 отку
да следует, что соответствующие операторы порождаются мерами, при 
этом справедлива оценка

_ |С-,Л„~Ь<С. <49>

В соответствии с формулой композиции (41) можем записать, что 
' *» *■ —1

 -^о А-‘= Ао A-՝ + Q_(m+J+i) +,+,„

Здесь и далее через С будут обозначаться различные константы.
236-6
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2 ('п+0+«1+*при этом символы Ао А- £ и при достаточно малых
в, > 0 имеем — (т + ։) + 8 + 8х < 0, если — т + 1 < ։ < 0. Следо-

«I—
вательно, операторы Ао А՜1 и С}֊ (т+1+г> также порождают
ся мерами, при этом имеют место оценки

■1— I т+1 |
И02 Л1։Ь<С|КеХ| 2 , (50)

֊^+ч
Ю— (т+/+։) +»+ч 1о С |Ке л| . (51)

Таким образом, оператор Ро о R/ представим в виде

• А>о/?/=Р+/ + Л/, (52)

при этом в силу неравенств (46), (47), (49) — (51) имеет место оценка

-т+։
(н/՜) <С|Ие1| 1/1с (/4*՜) » (53)

где е>0 достаточно мало, откуда следует, что при достаточно боль 
ших |ReM можно добиться того, чтобы Ц7'1 была достаточно

мала.
Для завершения доказательства теоремы обратимся к оценке one 

ратора Аор/.

Обозначим через Pj оператор, соответствующий символу 
Оу(х)ии, е, 1)Р:

р/х, в, X) = ay(x)(B?4֊S»)A /^=0, 1, .., m-1.
Рассмотрим композицию

Pj о Rf= PjoP*'  (ф (Х1) Л7։) е (х,)^ (ф (xj Л21) //= 
(54)

= aj (х) О Р+ (A'fm oAJJm А (ф (хх) Л7։)0 (х։) * (ф (Х1) A-՝)) If

(здесь мы воспользовались тем, что оператор А։ дифференциальный 
по переменной хх).

Для оператора Р+ (А'+тоА ’l"1 (ф (хх) ЛХ1)) имеем представление 
(в силу формулы композиции)

Р+(ЛГоЛ^тЛ (ф(х1)Л;1)) = Р+(Л^Л«~’+ 2 Q_,). (55)
/—-2У+Ш+1 
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где символы оператов 0.-1 имеют вид

<2_1 (х, ?, ).)= 2 ? х). (56)
1Ч-։+ч,-т а!

» *2-  -1
Запишем операторы Р+(Л-тА + о в Л 2՛ в виде
, .1___ 1 , ։ 1 _ • _ т-‘ , .

Р+(А-т А™ ЛА-') = Р-(А' 47‘А2 (5',Х)о9До 2 оЛТ1),
У = 0, !,•••, т — 1, 

при этом, как легко^видеть, операторы
. —4-2131 + /
А'^(А+՝А02 ) и Ло 2 о Ат1

порождаются мерами и имеют место оценки
-у

{А^А+։ Ао2 НоСО, (56'>

֊—+/
Ио 2 Лг’К С |₽е ХГ+'-Л 7 = 0, !,•••» т -1. (57>

Из оценок (5б')։ (57) следует, что

0 4 (я ։+) < с ։Ке )|'1+/՜'" НА (и ։+) ՛ (58)

/=0, !,•••, т —'1.
Далее, из неравенств (58) вытекает, что

1А 0 я Яс (я+) < С |Ие М-1 |/)с („ +). (59}

Представление (39) теперь следует из (52) и оценок (53), (59),
если обозначить полученный в результате оператор 'через 7\, а не- 

*
равенство |7\|с (//1+) 1 обеспечивается выбором достаточно боль
шого |Ке Х|.

Теорема полностью доказана.
Следствие. Оператор ЗХ гомеоморфно отображает На՜

пространство С£° (Н?) при достаточно больших |Ие Х|.
Доказательство. В силу представления и оценки (39) опе

ратор £’4-7’1 обратим, при этом обратный оператор (£"+Т^)՜1 предста
вим в виде ряда Неймана и

(Е + А)֊1 = С£° (Н?) -*  С£° (/УГ),

отображение непрерывно. Имеем

Ж ор=Е+



166 Р. Л. Шахбагян

Применим справа оператор (Е + 7\) 1 . Получим

ЭХ " {Е^Т^ = Е,

откуда следует, что оператор Е '< (Е + Л)՜' является правым обрат 
ным оператором к оператору ЭХ. Совершенно аналогично из (40) мож
но вывести, что существует также левый обратный оператор для ЭХ- 
Этим завершается доказательство утверждения.
Ереванский государственный университет,
Институт математики АН Армянской ССР Поступила 25.XII.1980

Ռ. Լ. ՇՍԶԲԱՂՅԱՆ. Դիրիխլեի խնւյիրը կիսատարածությանամ անվեր; թվով անկախ 
փոփոխականներով թարձր կարցի էլիպաական տիպի օպերատորների համար (ամփոփում)

Հոդվածում ընդհանրացվում են Մ. Ի. Վիշիկի և Ա. Վ. Մարյենկոյի արդյունքները կիսա- 
տարաէությունում Դիրիխլեի խնդրի լուէման գոյության և միակության վերարերյալ րարձր 
կարգի էլիպտական տիպի օպերատորների համար։

Կառուցված է դիտարկվող խնդրի պարամետրիբսր համապատասխան ֆունկցիոնալ տա
րածություններում և ապացուցված է լուծման գոյությունն ու Ա իակութ յունր դիտարկվող օպե
րատորում մասնակցող պարամետրի բավականաչափ մեծ արմե բների դեպբոոմ։

R. L SHAKHBAG1AN. The Dirichlet problem In the half-space for the elliptic 
operators of higher order with infinite number of Independent variables (summary)

The paper deals with the solvability of the Dirichlet problem in the half 
space for a class of the elliptic operators of order 2 m, m >■ 1, which contain a 
complex parameter. The main theorems generalize the results of the paper hy Visik 
and Marchenko [1]. The bilateral regularization is constructed and unique solvability 
of the first boundary value problem in the appropriate functional spaces is proved 
for value of parameter large enough.
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