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ЗАДАЧА КОШИ В КЛАССАХ ЖЕВРЕ
ДЛЯ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

В настоящей работе приводятся достаточные условия коррект
ности в классах Жевре задачи Коши для псевдодифференциальных 
(п.д.) уравнений специального вида, к которым сводятся слабо гипер
болические дифференциальные уравнения. Такого рода условия для 
дифференциальных уравнений были получены ранее в работах [1], 
[2]. [3].

Использование алгебры п.д. операторов, действующих в шкале 
банаховых пространств Жевре ([4]) и получение энергетических оце
нок для п.д. операторов, образующих модуль над кольцом п.д. опера
торов нулевого порядка, позволяет в данной работе значительно уп
ростить доказательства и охватить более широкий класс уравнений.

Статья построена следующим образом. В § 1 формулируются ос
новные теоремы. В § 2 приводятся вспомогательные факты из теории 
п.д. операторов, действующих в классах Жевре, а также энергетиче
ские оценки для простейших гиперболических (эволюционных) опера
торов. Здесь же уточняется большинство определений и обозначений. 
В § 3 устанавливаются достаточные условия Ся-корректности задачи 
Коши, а в § 4 на их основе доказывается основная теорема о кор
ректности задачи Коши в классах Жевре (теорема 2 из § 1). В§5 
приводятся примеры.

§ 1. Постановка задачи и основные результаты

Обозначим через Нп (5/) пространство Соболева с нормой 
_ _ г г 11/2

р"нЛ|= 2 |£>’и|"= 2 |£)«и|’ </5/ . (1>
|։(<т |а|<л>и 1

здесь
И=К = |(х0, х), 0<х0<6 л€$ссЯ"),

А=|(х0, х)€ К *0 = Ф

Шкала гильбертовых пространств Жевре определяется как
С(ъ з) = {/(х), 1Л.;<оо1, <2>

где __
1Л=1Лт„=1Е(|а|1֊Тз«|£>:/|)։Р^ 7>1. 

Ж
Если 2 с/?, а X — линейное топологическое пространство, то 

Ст (2, X) — пространство т раз непрерывно дифференцируемых ото- 
236-4
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бражений 2 в X. Введем элементарные гиперболические операторы 
первого порядка

д1= — -- ----х> 2’՜ • » т՛
I 01

где Лу — п.д. операторы первого порядка с вещественными символа
ми ку(/, х, Е). Для единообразия дальнейших формул положим (?т+1=1.

С целью описания класса символов п.д. операторов введем 
функцию

А{х, о=А(?)+ А (*. 0. (3)
где А^С- (/?"), Д։£-С“(/?"Х /?я)- Если р, т>;0, 7 > 1, I, д^՞, то 
введем обозначение

Л/(Л, 7. Р» 01, д, 1) = №1 (Лп т, д) т^։(Д> 7> Р, т, д, I), (4) 
где

М(А, т> <?) “ ( <?>։’|-т |<?е А(«)1Ь
ЛГЯ(А„ 7, р,«п, д, /) = зир {р|'и|рГтО'’,""|х*^^И։ (х, Е)|Ь 

ж. 5. Р
<?>== (1-НМ’)1'’.

Класс символов Жевре 08 определяется как
О8(-(, р, т) = {А (х, 5), Ы(А, 7, р, т, д, /)< ос. для всех д, (5)

Соответствующий класс п.д. операторов обозначим через СО.
Класс символов 8т состоит из бесконечно дифференцируемых 

функций а (х, «) таких, что для любых мультииндексов 1а, и 
компакта К с R" справедлива оценка

а (х, ЕЯ <С., ₽, к <Е>"՜14. (6)

Пространства 08 и 8т являются линейными топологическими 
пространствами с топологией, индуцированной полунормами (4), (6). 
Монотонно убывающую функцию р (/) £ С ([0, со)) назовем масштаб
ной, если р (0) = 1, р и существуют положительные постоян
ные М, <1 такие, что

рОХе՜'-՛ (1 + М՜1- (7)
Если X} — шкала банаховых пространств, а р (/) — масштабная функ
ция, то /(/)^В{7՝, Х„ р, т] означает, что

зир 17и)Ьго<со,/(*КС'п[0, т], Х։Р1Т)), [0, #].
^6 |0| Т]

Настоящая работа посвящена изучению задачи Коши для п.д. 
оператора порядка т вида

т-Г.р+1
-Р=Т504- 2 2 (<4—<?./)•• ։(<?у_1—(?;) дт+]-р-• -дт -1 дт, (8)

р-1 )-2
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где
т-2

Ро = <>!<?։-.• дт + 2 Ьхрдр^--- (?т_1 дт + 6։,m֊j , (9)
р=О

a bjp, bip — п.д. операторы нулевого порядка.
Обозначим через 2R множество непрерывно дифференцируемых 

на [0, 7] вектор-функций H U) =(’<*i (*)> И» (0» ’ ' ’ > Н™-։ (0)> компонен
ты которых на полуинтервале (О, Т\ положительны вместе со своими 
производными:

Ну (0 >0, v'j (/) 0 при 0 <C.t -С T, j — 1, 2,- • - , m —1 (10)

(но могут обращаться в нуль при t = 4֊ 0), а также упорядочены в 
том смысле, что

£© <с feïïT' 2,-,m-2. (К).

Отметим, что если при ( = 4-0 слипаются г характеристических: 
корней оператора P (1 -С г m), то

1^ = ^=... =Ия|_г = 1.

Пусть существует вектор-функция такая, что
НГ* ДОА^-А^А^-А,).. .(Ai( ։ -At)eC(G0 (т, р, к)), (12)

к = 1, • • • , m — 1, 
и

нг* (0 П <х*+։ -W> х> $°’ х» ИтХ ÆAX°’ *==1’-’ •’ Л1~1” 7-1
(13>

что означает эллиптичность оператора

H** (0(^-*+։ ~ Aj)(A*+i — Aj)- • -(А*+։ — А*).
Введем операторы коммутирования ([, ] — коммутатор) 

adj(-) = [dj, •]. j = 1, 2,-• -, m.
(А) Пусть существуют неотрицательные постоянные сх, с2 

(cî + c2>0) и п.д. операторы нулевого порядка P*, P», р,

Р, Р*, Р* (6 X, Dx) е С (GO (1, Р, 0)), (14)

здесь £=cl-|-ctp/(0/!*(<)» И (0 = Hm-i (t) и такие, что справедли
вы операторные равенства

adit odi, • • • adi д_։ (d/À) = P* (âi M+ P*» 1 ‘
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<?«+։_, = ? 4֊ 2 в/, ••• <, <?Л • • ■ 1 < 4 < • • ■ < — Р- (16)

р = 1, 2, ■ • •, т — 2, 9=1, 2» —> т — р — 1.
Отметим, что если переписать эти равенства на языке символов (в 
частных случаях т — 2, 3 мы проделаем это в § 5), то в случае раз
личных характеристических корней они выполнены всегда, а в про
тивном случае эти равенства означают определенный характер слипа
ния характеристик.

Мы скажем, что младшие коэффициенты оператора Р удовлетво
ряют обобщенным условиям Э. Э. Леви, если

Ь1р, Г֊՞֊' Ь]РЦ, х, е)/лг(ое С(С5(Ъ р, 0)), (17)
р = 1, 2, --, т-1, /=2, 3,- •, р+1. •

Если выполнены условия (12), (14)—(17), где классы символов Жевре 
С (05) заменены более широкими классами С (5°), то справедлива

Теорема 1. Задачи Коши
Ри =/,(/, х)С Ут, (18)

<?5֊и(+0, ж)=0. к = 0, 1, — 1, (18')

при /£. С (РР (Бг))(д — достаточно большая постоянная, зависящая 
от оператора Р) имеет единственное решение и £ Нт (Ир), причем 
справедлива оценка

I

\Эт и, 5/|֊<с Ри, 5,1 Фс (19)
. о

для всех функций и^Н” (И).
Замечание. Теорема 1 остается справедливой, если вместо 

условий (16) потребовать выполнения условий (13).
Пусть

т-1 р+1
«(0=2 2 (о 16^Р (() ,

Р=1 )-1

2 (<>• (20)
Р-1 /=2

Если обобщенные условия Э. Э. Леви (17) не выполнены, но суще
ствуют положительные постоянные т), □, е, 1^-1 такие, что

6.Р, ^р/н;+т_г (0€С(С5(7, р, 0)), (22)

/ = 2»* • р+1, р=1» 2,• • •> т —1,
то в условиях (12), (14)—(16) справедлива
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Теорема 2. Для любого /^В(ь, С,, р, 0) задача Коши (18), 
(18') имеет единственное решение и£В(Т, С,, р ((), т), причем 
имеет место оценка (0< з'<^ з<^<7) 

. * /
2 И < >(/) < С (з, 5', 7) С Р։&р(-) </■ (23)
/-о У

для произвольных функции (С;).

§ 2. Псевдо дифференциальные операторы

Свойства алгебры п.д. операторов, действующих в классах Жев
ре, подробно описаны в работах многих авторов, поэтому мы приве
дем без доказательств важнейшие свойства, придерживаясь в основ
ном работы [4].

Приведем лемму о непрерывности п.д. операторов в шкале гиль
бертовых пространств Жевре.

Лемма 1 ([4]). Если А (х, 5) ^65 (7, р, 0) и С (7, 5), то 
имеет место, оценка

1А(Л, (24)
де постоянная с не зависит от А и з, з<^р, а

#=зир И (А, 7, р, 0, 0, I) 
|/|<» 

при некотором 1с.
Если же А (;)^ 5 ~>т, т > 0, 0 а <з' з < Ь <х>, то

ЦА (Ох) /Цг < с (з - з')-«т ИД, (25)
с постоянной с, не зависящей от з' и з.

Для символов, зависящих от параметра < £ [0, 3], справедливо
Предложение 1. ([4]). Пусть 7, р, р', т1г т։, 8, т, к, г, з 

— положительные числа,П^>1, р'<р. Если (при /=1, 2) Л/=?1У(#, х, 
0£С*([0, 8]» £>5(7, р, тпу)), то

А -г А2 £ Ск ([0, о], 05(7, р', тахОпр тп։))),

£>;^А(/, х, ?) СС*([О, 8], 05(7, ^-з)),

(АХА2)(1, х, 5)СС*([0, 3], 05(7, р', тх + ти։)),

2 4 (#А) ША^ С С‘([0, 8], 05(7, Р', /ПхЧ- тг~ т)). 
|р|<т-1 Р՛-

Предложение 2 ([4]). Пусть 8, р — положительные чис
ла, а полный символ ՝/֊(#, х, ;) оператора Л (^, х, П*) является ве
щественнозначной функцией, принадлежащей классу С°([0, 8], 
С5(7, р, 1)). Тогда для любой функции у (/) £ С1 ([0, 8], Ц) найдет
ся решение /(/) С1 ([0, 8], £2) задачи Коши
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Л «. х, Л) ]/ (6 х) =g (t, х), /(+ О, X) = 0, (26)

причем справедлива оценка

—1/(01 <с|/(01 + feWL (27)
dt

с постоянной с, не зависящей от f.

Если Dxg(zC([O, ч], Li) Аля всех а, то и D,f(zC[O, 8], £,) для 
всех а.

Предложение гЗ. (Неравенство Гординга). Пусть 
A£GO(d, р, 1), причем существует с^>0 такое, {что для любого 
и^Со (/?,>)

|Аир<с(|/։0г+|и|։)- • (28)
Тогда существует р0, 0 р0 р такое, что с некоторой постоян
ной сх имеет место неравенство

JAug < сх (ЦЛ< + ВО (29)
для u£G(d, s), O<s'<po.

Доказательство. Очевидно, что

|л< < 2 с 2 (S,։| |а|! ։|ЛЯ‘О + 2 с fuß. (30)
а

Поэтому достаточно рассмотреть ряд.
Обозначим через Л(%։ (х, ty-t^Dx А (х, £). Тогда

DxA(x, Dx)a = (2 0՜" (е/хЕ S БПЛ<т)(х, В)м(1)Л 
J ₽+т-. РФ 

и

А (х, Dx) D*u =(2 к)՜՞ ех' ։* А (х, Е) и (?) dt, 
повтому

[А, £>*]а= 2 Ли) (х, Dx) (Dßu). (31)
7/0

Следовательно

2(з|е| |a|rd И^Ч!2 =2Ии£+ 2 2 (S1*։ |а|Г4 |[Л, Z/J d)։. (32)

Последний член оценивается сверху через

2р,|нг‘'з едо’и|-^-՝)1; <зз>

Но для любой функции /

(Л(7)(х, Дх)/)-(т։)=Г(^_$)ТЛ(1;_^ 5)/(е)<Л, (34)
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и
12> (я +։+ItD

где

C1=^(A0,0)+ sup (p"l|/>|rd<B>-* Ьр<&>ГЛ(г, ou. 
in՜՜- " + 1

Тогда

Ит (х,Пх)Лэ<2с(сс1)։|А/1|=‘Кп 4֊ 1+ |т1)!М Р-2<Л+'1+W: 
т. e.

(35)

(36)

(37)|rfp-("J+։+lT»|A/|.

Из (33) и (37) выводим, что

-d S “Mwfe ^)D4â2<
₽+i-«Pnl J

T+0

SS S {|₽ird.s,₽1,P9'Au||i։X 
« Pi+T։*=« k+Ti-«

T>*o ï«+o

2 lull

Но

«1 IPI»h-PII <?
?!(a-p)! |a|! ’

(см., напр., [8]), поэтому продолжая (38) •

с3?՜ 2(Л + ։)S S 2 (IPJJ՜* sl?։l р* Au|)» x 
« 3i< «

_L / _ \1т*|я+։

-2(«+։) 
Р

2 (Л.+П

Для любого e>0 можно выбрать p0, s-<p0<^p так, чтобы
п ։ -2(л+П>/ s \2
2 с Р ( — )

т-« 2(л+1)
е.

Выбирая 2в<1 из (30),-(32), (40), (41) выводим необходимую 
ку (29).

(38)

(39)

(40)

(41) 

оцен-

а

s
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§ 3. Доказательство теоремы 1

Введем интегралы энергии

Еи==ь 2 5^р+2' ' "Ь
р =*0

+ 2 3<*+։"'"։(^1 — (<Ъ-«—д/) д^т-р--՝дт\, (42)
₽-։ 1-г

т—1 т- 1 Р + ։ , ,
Ей = 2 Г Р1др+2 • • • дт 0| + 3 2 ?ь ~т |р/-1 Л' д,+т-р ■■■дт14. (43)

р—о р"»2
Имеет место

Лемма 3.1. В условиях (12) и (А) справедлива оценка
I

Ц£и|5Р (о -С с (11^1 ■ ՛■■ “Ьр М + (Х)И ^и!1>р ։*>! (44)

для всех и^Ст (С1) удовлетворяющих начальным условиям

Доказательство. Очевидно, что достаточно оценить через 
правую часть (44), которую мы обозначим через } (/), каждое слагае
мое интеграла энергии. Имеем

I г (др+2* ՛ • (О -С I ---- ;—~ 1^Г ‘ пЬр (■։) -^ /(/).
.։ /»* ֊р о

Так как согласно (16) 
/֊«

(45)

■ ■ д/-1 (46)

(знак т означает, что оператор дк опущен), то имеем что

2^! ■•• <?*••• ^^41-•• ^яЦ-

+ Рг--^и |<сУ (47)
о

Протащив оператор д/, на свое место с учетом коммутационных 
ношений (15), получим оценку

к^՜՜2 ду • • дт п|^ (*) < } (I).

соот-

(48)
Аналогично оцениваются оставшиеся слагаемые интеграла энергии.

Лемма доказана.

<?«••• дт и| </■:.
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Если операторы р^՜’ (Л4+1 — Лх)... (Л4+։ — Л,) эллиптичны, т. е. 
для всех (/, х, ?)£ИгХЯя\0, к=1,—, т— I имеет место (13), то 
в силу неравенства Гординга (29) справедливы оценки

<?/+։• • • дт и||։ < с|| рд1։ (<?!—<);)• ■ • ((?/_) — д/) д]+\- • • дт 4.<+

+ 1^+։- • ■ дт 4,, у = 2, 3,- • т, (49)
поэтому справедлива

Лемма 3.2. В условиях (12)—(15) для всех и^С” (67), удов
летворяющих (18')» справедливо неравенство 

.«•
||£ (о < У с {д, дт и],, (-) + К (') |'£ «фр (Х)) </-. (50)

о

Отметим, что если выполнено первое из условий (17), то из 
очевидной оценки 

‘ . 1л т —-2 л х»
I 2 др^ч ■■■ дк и|.,р(-) <с I Ц£иц.,р(х)(Р (51)

о "-°֊ о
следует, что оценка (50) остается в силе, если выражение дг • • • дт и 
в правой части (50) заменить на Рои.

Если же условия (17) выполнены полностью, то справедлива 
оценка 

1 ։
А’(г)|ЁиЬр(х)</г, (52)

о о
из которой следует, что выражение • • дт и в правой части (50) 
можно заменить на Ри.

Полученные в леммах 3.1, 3.2 интегральные неравенства с неин* 
тегрируемым ядром К (т) можно обратить, используя обобщенную лем՜ 
му Гронуолла (см. лемму 2 [5]):

Лемма 3.3. В условиях лемм. 3.1, 3.2, соответственно, спра
ведливы оценки I 

< с (0 р—и (т)| Ро иЦр 1Х) <Л, .. (53)
п 

/
ЙЛр(0 < ср-и (0 у Р-Ж (т) (х) (53'>

и

для всех и£Ст (Ст), удовлетворяющих (18') и

Ей, Еи = ?м (I) о (1), { -♦ + 0, соответственно. (54)
Приведем теперь лемму, позволяющую сводить задачу Коши (18) 

(18') к новой с быстроубывающим к нулю при ^-»4֊0 свободным 
членом.
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Лемма 3.4. Пусть 7> 1. 5> р> 0, имеет место (к), и при 
некотором £^>0 выполнено (22). Тогда для любых а, Ь, г, 0<а<^ 

Ь < р, х > 0, существуют постоянные с, б такие, что для лю
бой масштабной функции р (0 и для любой функции /£ В [3, С (7, 
Ьв), р, 0] найдется функция V С В [3, О (7. 6։')» р, ш] такая, что 
и (0, х) = о»(0, х)г=...= <?7՜1 V (0, х) = 0 и

I
|Ро -/Ь (/) < сн'Со]* в'и Иям (55)

о
для всех а $х <^5^6 и 0 < / <С причем

/
|£ф,(/) <с (в, 5) у «•*МII/С=)| б֊.. (56}

о
Доказательство. Представим Р в виде

Р= Ро + (Р ֊ Л) = Ро + Рг (57)
и рассмотрим задачи Коши

Ро V* = /*-։» /о = !^~ — Рх (58)
<?{ и* (0, х) = 0, 1=0, т —1, к = 1, 2, • • •. (59)

Тогда, согласно лемме 3.3
И/*Ьр 1 «*)а> М) 

т /»+1

■^2 2 №и> ^у) д]+т-Р’ • • дт֊\ дт щ . (60)
я-1 /-»
Оценим теперь каждый член получившейся суммы. Очевидно, что

(61)

(62) 

(63}

(64)
У-т+2 г О

Применяя его к раз, получаем, что левая часть (64) мажорируется 
функцией

|6л>(0х—<)/)■ ••(£;-։ — di)dJ+m-.p-■ 
. t

Kc(s, Sx) Py-J (/) (0 J J/*- ihu» W

о
Здесь мы воспользовались тем, что

GO(t, Р, 0), 1, т],
Р/-։ (О (^1 dj)֊ • '(dj-\ — dj) £ Ct (GO(i, p, j — 1)), 

Поэтому неравенство (60) приводит к

m + l n
Ifi^'p (t) < c (s', sj 2 (pj-j J/k-iLp b) Л).
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/я 4-1 ' , т 4 1
с(з', з^---, «*) 2 Ру-ИЪ-1 (О( 2 I*/-։) И/ЬцР (*)<*'•

/—т+2—г 7-Я+2-Г '

Теперь выберем ( л/)* так, чтобы 51+1 — з, = 81— з։_,, зх=з и вспом
ним, что согласно условию р^+։ -< с [*,■> а к может быть выбрано 
сколь угодно большим.

Обозначим теперь через о сумму и, 4՜ ■и,+ • • • 4՜ и*. Нетрудно 
убедиться, что Ру—/равно —/* и поэтому удовлетворяет оценке (55). 
Теперь уже заметим, что норма любой из функций и/ оценивается 
через соответствующий интеграл нормы, поскольку у/ есть решение 
задачи Коши для уравнения Р</и) Следовательно, мы можем
оценить и V и получить желаемую оценку (56). Лемма доказана.

Покажем, что функция V, построенная при доказательстве лем
мы 3.4 такова, что разность а — у удовлетворяет условию (54).

Перепишем уравнение Ри=-{ в виде
Рп (и- V) = (Ро- Р) (и -«)+/- Ру. (65)

Оценивая первое слагаемое правой части (65) так же, как и при дока
зательстве оценок леммы 3.4, получим (з' я)

I
К рй— Р) (“ — «Ж'р (О < с (в, 5՜) у ЦЕ0 (и — и)и (-) (66)

о
Для второго слагаемого правой .части (65) справедливо неравенство 
(55), поэтому при ( -» 4֊ О

= (67)

Энергия ||Е0 (и — и)|։'р(о мажорируется левой ^частью (67) и мажори
рует с потерей гладкости энергию ^Е(и — и)||$р<о> откуда следует, что

8Е(ц — и)||,р со = н* (0 о (1) при / — + 0. (68)

Итак, к разности и — у применима лемма 3.3, поэтому справедлива 
оценка

Ц£(и — у)^р(1)-<срм({) ^-Л1(՝)4Р(и —(69) 

о
Из неравенства треугольника

ВЕиЦ -С ЦЕ (и — и)Й 4- ЦЕиЦ

и оценок (55), (69) получаем энергетическую оценку (з'<^з)
I

ЦЁи^'р (О < с (з, з') у ЦРи||։/, (т) </х. (70)

б
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Аналогично доказывается оценка
/

Р4>(/)< С (5, э') ^Ри^рИ) 4՜' ՛ (71}
О

Замечание 3.1. Для п.д. операторов класса С (£") справед
ливы аналоги всех утверждений, приведенных в § 2.

Поэтому, если в условиях леммы 3.1—3.4 классы символов (опе
раторов) Жевре (СО) заменить более широкими классами С (№) 
С(£°), то совершенно аналогично можно доказать справедливость оце
нок, полученных из (44), (50), (53), (54) заменой норм на 
А3-нормы |-|. Вместо оценок (55), (56) при этом мы получим оценки 
(с потерей гладкости д)

/
|р« - Л < (о 2 (55'>

1«1 < ч
I

С 2 (5б'>
‘'о 1-1 < ч

с постоянными с, д, зависящими от символа оператора Р, но не зави
сящими от и.

В этом случае будут справедливы также аналоги оценок (70), (71)1
<

|£^<сС 2 - (70')
о 1‘1-сч

I
Ы<с[* 2р;ри|л, (71}

«41-1 < ч
из которых следует единственность решения задачи Коши (18)— (18') 
а априорная оценка (19).

Доказательство теоремы существования 1 мы опускаем, т. к. оно 
получается с помощью оценки (19) стандартными рассуждениями (см., 
например, [9]).

§ 4. Доказательство теоремы 2

С помощью леммы 3.4 задачу (18), (18՜) сведем к новой со сво
бодным членом, который достаточно быстро стремится к нулю при 
{ —* 4֊ 0, точнее

Н-Л(7/€^(3, С„ р, 0). (72}
После этого рассмотрим последовательность задач Коши

Рч*п(1, х)=/я(б х), п = 0, 1,-.., (73)
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<#“4(4-0, х)=0, Л=0, 1,-.., т-1, п = 0, !,•••. (74)-
/,=/, /я+։э(Р0-Р)ея, п=0, 1,--.. (75)

Согласно теореме 1 и лемме 3.3 
/

|£ «4,, (0 < с Рм (0 у Р֊л (г) КР ֊ Л) еи-.|1р М . (76)

О

Поэтому, если через R обозначим оператор интегрирования по вре
мени, т. е.

г
£*+1 (₽)/ = | (<֊*)•₽ *=о, 1,-.

о

' т pH
|£ Ч, </) < с р" (/) л р֊л (т) 2 2 (д^-д^ ■ ■ ■ (^_։,- д}) х

Л , я-։ /֊а

Х^+„_р- - • дп вя_։|<си ри (О R- (?) (|р֊* £^,)). (77)

С другой стороны 

. ‘ т pH
НЕ е^р (|) < С рА1 р֊ и 2 2 Ру֊! |^р|,р (,),(։—Чт.։։-» X 

У р-1 /_2

՛ ։ . 1’ • .Л , т р+1
Х|^т+2-р-'- <?».еп_1||лр(,)<сри </т р-Л 2 2 Ру-1 ('5 — ЧТЧ-ЛХ

3 I р-1 у-2

X (|6у4՝։р (■։)՛£"+У-Р-1 (1) ЦЕ епГ։-1|.։, р

<С" р։ 2 2 Р/-1Ц6/р11(8'—5ро-л тТ^-ЧЛж+у-р^։ (1)| X
1 р-1 /=2 )

։
X у \\^тР р-л (т) </֊. (78)п

О

Если выбрать 5о=5, 81+1—51 = 51—51-1, Зт = з', Т©’

. л—* т Р1+ 1
<0 < сп рл։ (О Я? (РХ П £ 2 РУ1-1Х

՛ I -1 Р1- 1 1[=2
I

х (֊X Ет+}1-Р1-. (1) [ Р֊и (гуця,’р(։)^х 1> (79)"\П—к / А 1։
О
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где

со

Принимая во внимание (22), видим, что правая часть (79) не 
больше, чем

с" |*'И ■р (•) X
о

® ^<н+/{—Р1~։ (1) , (!)• (80)

С помощью теоремы о среднем 
метрическом легко показать, что это,

арифметическом и среднем гео- 
в свою очередь, не больше, чем

..и

о
с

о

'Г*

Т р-к

(л —А)!

т(։-яч(л-*)

(81)
к

И (л - £)!։ л о *
Пусть теперь к — целое, определяемое из условия

лк = к (л) = л —
[(Т-1)(/п-1)

|, [ ]—целая часть числа. (82)

Теперь уже с помощью основного условия (21) нетрудно показать, что 

ряд |£ е,| сходится и также, что имеет место (23). Для доказа-

тельства единственности достаточно заметить, что решение однород
ной задачи, как легко видеть, стремится к нулю при I -> +. 0 с нуж
ной скоростью и при некотором о 2> 0 оценивается через л-й член ря
да для всех # 8. Теорема доказана.

§5. Примеры

Пример 1. Рассмотрим дифференциальный оператор второго 
порядка

Л = Л» + Рп + ^м, (83)
— а>(/, х) дх. — а.1) (6 х) дХ1 дХ/,
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РЛ = ЬО х) х) £гу> Ло = с (/, х),
здесь и далее знаки сумм по повторяющимся индексам опускаются. 
Функции р-у (/, х, В}^_։ определяются из характеристического урав
нения

X1 — X (а/(6 х) Е;) — оу Ь =0, (84)
т. е.

Х։, 2 = 0/5/ + !^ (а/ а, + 4 ау) с/ ?> -

Вводя операторы = — А.., / = 1, 2, где Л? — п.д. операторы 
с символами X, (/, х, ?), соответственно, оператор- Р2 можно пред
ставить в виде

Р2 = д,д3 + Ь10дг + Ьп (<?1- дг) + (85)
Определив скобки Пуассона,

Р1. М = 2>4лх2(Л-х։(Пл<л),
/-։

=()-։-М/+|ха, Ч) 
и субсимвол

Й(К») х’ ') + уР22(Л^’ х> 5о> =

= 6О’о+ Ь) «7 + — [01-Н-1)/ + Ео (4+ )։)՝У) — (Ч^։)(7)1| (86)

для символов псевдодифференцияльных операторов 6։0, 6П, получаем 
следующие выражения:

= Ъа(1, х),
Ьл х, 5) = [2 (>-.֊ У)՜1 (2 рг2 + (<, (Ы + (4֊ *1) >^>). (87)

Условия (14)—(17) теоремы 1 упрощаются и имеют вид: существуют 
неотрицательные постоянные с1։ с2(с? 4-с^ >0) и функция и- (1) клас
са ПК такие, что

ьа, 610, №, ^/^(О^-Х,), Р^3)/К{\- (88).

К(О^С1+С։/(О/Н(О
(см. [6]).

Условия (14) — (16), (22), (21) теоремы 2 в этом случае имеют 
вид

ьи, ь1о, ^-6а/И', {<?1։ <?։)//Г(0(^-М€С(С5(1, р, 0)), (89)-

(1^Н|| (=0, (90)՝»-о ։.б 10. П (3 \ 3 | Н (•։) <т) / )
о ։,

Если, в частности, р=<", р3 = Р, «, ₽^+> 0 — Р > 1, то послед
нее условие означает, что
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т<2 + -?а2-т- (’։)а — р — 1
Это условие является необходимым и достаточным условием коррект
ности задачи Коши для оператора Р2 (см. [2], [3]).

Пример 2. Рассмотрим дифференциальный оператор третьего 
порядка

Р3 = $ 4- С/ОГ1 д-ч + с/у д{ Оч д-ч 4֊ с/у* дл1 дх, дхк 4֊

4- Ьо д2 4- Ь/ д։ дх/ 4- а*у дхк дч 4- 4՜ <1/ дх} 4- с (/, х). (92)
Пусть (Ху(/, х, ?))%., — корни уравнения

+ (с7 ер К* 4- (су* 4 е*) к 4- с//4 е, 4=о. <93)
Определив элементарные операторы {<?/] ? с помощью функций 
Хур, х, ?) обычным образом, перепишем оператор в факторизованном 
виде

Л = д3д3д3 4՜ Ь10д4- 6И (д3 — д3) д3 4-
+ 4։ (<?։ <?») (<^з ^1) + Ь33д3 4՜ (б*! д3) Ь13. (94)

Приведем формулы главных символов операторов ЬР) через ко
эффициенты оператора Р3.

4о= 4 (#, х), б„= [бу еу—Ьа (4 4֊ 4) — р'и — Р^— р'3] /(4—4),
(95)

4«— (а/у ?у + )֊1 Рад + 'а р5э + 4р’г 4՜ 6о44 "Ь ^։»4 0'1— 4) 1/(4—4) (4 — 4), 
Ьп=*,+ р«։ + ром +роц + Ьт _ }.։)(/)>

ьл = Сч- Ч)՜1 (</у ?у + чР°и + >^?з + М1 ֊ Ч*н-

Р123 "Ь Рч (Ч ^։)](у)+ (\— ^֊։)<л Ч (у։ + (95')

+ [(ч- ч) (>з- Ч)](Л + Ь33 (Ч- ч)<>’ (Ч- 4)0)1.
■где

Р։։8 = (л2/’4(у) ^з/)|"Ь Ч^Ч/сл ~

~ 4<о)(у)~ Ч'7’ 0*2(о 4 (у) + 4 гл Ч»))՛
Введем обозначение для скобки Якоби:

1ч> ч՛ 4) = {Ч» 41 + (ч> 41 + 14. 41-
Если Р — п.д. оператор с главным символом

г ({, X, ?)= [л1։ 4, 4/ /(>^4) ^С(5°), (96)
то из тождества
:0- Л։ = (Л1-Л։)-։ (А։-Л։) (4֊ -4) 4-^-Лз)-' (А, - Л։)($о- Л3) 
-следует, что найдутся п.д. операторы я1։ а„ R ■ класса С (1°) такие, 
что имеет место условие (16) теоремы 1, что в нашем частном слу
чае означает, что
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’ (97)
При этом условия (12), (14) теоремы 1 принимают вид

>:3=\ [ММЯ'АЯ (>,֊>•»)(/)]/С (5°), (98)
н

{^ > д'\ !^1» ^։)1 } С £'/50) (оо\
Л/-»(Х<֊>у) ’ Ря-М ’ (Ч֊М

Кх = сН сг ^/н, А:։ = с1 + с, Р-^/на, ։</, ։', 7=1, 2, 3.
Обобщенные условия Э. Э. Леви (17) имеют вид

^ю> Ьи, ^1я€С(*^), (ЮО)

Ьп (I, X, 1)/Ки (Ь^Ки Ьзг/К, £ С (5°). (101)
Отметим, что в условиях (101) символы Ьз։, Ьп, 6։։ можно заменить 
функциями Леви оператора Р3 (например, Ьзл заменить субсимволом 
Рз и т. д.).

Условия (12), (14), (16), (22), (21) теоремы 2 будут выполнены, 
если выполнены условия (98), (99), (96), (100) с заменой класса С (5°) 
на С (65(7, ₽» 0)) и функций К1։ К3 на Кл, а также если

^։- Ьп/Р՛, И2՜’ Ам/!*'. Р2՜* b3t/\L'£ С (GS (7, р, 0)), (102)

г>0, р (?) == р8 (£).
G t

lim max ( t3 Г[6։Jjp (т) rf'V Г | ֊’’I rf՜՝) =0, (103)
'-° /,6(0, »1 \ J ■ /\J | ji։ ||v(x) )

0 <i

6 t
lim max ( P~J ii||6։;|Lp t-.) d՛. ( t2՜1 fl—i d~ =0, y‘=l, 2
/-o 66[o. q\ J /\ J | 14 ve) /

о

(104)
и только один из символов b3i, 6И, bn не удовлетворяет условиям 
Э. Э. Леви (101).

Если, в частности, a, P£Z+, 2а — Р>-1 и

G֊.-MU> х, i) = r |М, р»=»р? = ^. ьл = г-2, bn = t^1, b3t = fi,
(105)

то условие (103) упрощается и означает, что

или

3 , к 2
2 ՛ 2 (2а— р-1)

?>2а —1-֊1+21. 
2(7-1)

(Юб)

(106')

236—5
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Если

то условие (104) при у = 2 означает, что

а-р-1
(107)

Если же

то (104) имеет вид
6Я = <₽, ь։։

3(?+2) 
а—[3—2
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Գ. Ռ. 2ՈՎ2ԱՆՆԻՍՅԱՆ, Կ. Հ. ՅԱՂՋՅԱՆ. ’էոյու քսնդիրր ժևրհի դասերում պոևդ>դիֆե- 

րենդիալ օպերատորների Տամար (ամփոփում)

Ապացուցվում է Կոլոլ խնդրի կոռեկտությունը ւդսևդոդիֆերևնցիւպ հավասարումների հա
մար Օորոլևի տարածությունում, եթե րավարարվում են է. է. Լևիի ընդհանրացրած պայման

ները՛ Եթե այդ պայմանները խախտվում են, ապա նույն խնդրի կոռեկտությունը ապացուցվում 
է Ժևրեյի դասում, որի ցուցիչը կախված է Լևիի ֆունկցիայի զրոյի ձգտելու արագությունից։ 
Հոդվածում ուսումնասիրված պսևդոդիֆերենցիայ հավասարումների են բերվում թույլ հիպերբոլա
կան հավասարումները փոփոխական պատի կութ յամր։

G. R. HOVHANISIAN, К. H. YAGDJIAN. The Cauchff problem for peeudo- 
dlfferential equation* in the tcale of Gevrey space* (summary)

The paper deals with the Cauchy problem for pseudo-differential operator with 
characteristic roots of variable multiplicity. If the generalized Levi conditions are 
satisfied then the wall posedosss in the Gevrey space with the order depending on 
the symbol of operator is proved. '

ЛИТЕРАТУРА 
t

1. А. Б. Нерсесян. О бесконечно дифференцируемых решениях задачи Коши для вы
рождающихся гиперболических уравнений второго порядка, Изв. АН Арм.ССР, 
«Математика», 4:3, 1969, 182—191.

2. В. Я. Иврий. Условия корректности в классах Жсвре задачи Коши для гиперболи
ческих операторов с характеристиками переменной кратности, Сибирск, мат. 
жури., 17:6, 1976, 1256—1270.

3. К. А. Ягджян. Задача Коши для слабо гиперболического уравнения в классах Жев- 
ре, Изв. АН Арм.ССР, «Математика», 13:1, 1978, 3—22.

4. S. Steinberg. Existence and uniqueness of solutions of hyperbolic equations which 
are not necessarily strictly hiperbolic, J. of Differential Equat., 17, №1, 1975, 
119-153.

5. А. Б. Нерсесян. О задаче Коши для вырождающегося гиперболического уравнения 
второго порядка. Изв. АН Арм.ССР, «Математика», 3:2, 1968, 79—100.



Задача Коши в классах Жевре 149

6. Г. Р. Оганесян. Задача Коши с весом для слабо гиперболических псевдодифферен- 
пиальных уравнений с данными на гиперплоскости вырождения. Ученые записки 
ЕГУ, № 1. 1975, 10—16.

7. К. А. Ягджян. О некоторых задачах для гиперболических уравнений в классах Жев
ре, УМН, 34:4, 1979, 146.

8. Н. Я. Виленкин. Комбинаторика, М., Изд. «Науак», 1969.
9. А. Б. Нерсесян, Г. Р. Оганесян. О задаче Коши для слабо гиперболических уравне՝ 

пин, Изв. АН Арм.ССР, «Математика», IX, № 2, 1974, 149—165.


