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§1 . Введение

А. А. Талаляном были доказаны следующие теоремы, [(1], [2]).
Теорема I. Пусть (х))*°-։ —система функций, определен

ных на измеримом множестве Се[0, 1]; |б|*̂>0  и образующих нор
мированный базис в пространстве Ьр (б); р^>1. Тогда для любой 
измеримой функции /(х), определенной на множестве С, суще
ствует ряд

* Символ I G| обозначает меру Лебега множества G.

м> ; . «■։ л ■

* 2 а*  тч (х) (а*  — действительные числа), (1-1)
*=1 ֊ .

обладающий следующими свойствами։ '
1) если обозначить через А множество тех точек из С, где 

/ (х) конечна, то на множестве А ряд (1.1) асимптотически схо
дится к / (х) в лгетрике Тр, а на множестве И\А этот ряд 
сходится к { (х) по мере;

2) 1։т а» =0. ч. . .
• * - -

Теорема II. Если (х))*̂ ,1  — базис пространства Ер [0, 1]; 
р^>1, то для любой функции /(х)££’ [0, 1]; 0<^7<^1, существует 
ряд

£с*<р*(х),  (1.2)
А-1

который сходится к ] (х) в метрике Ь9 [0, 1]; 0 1, т. е.
1 ’ .

В 1977 году К. Гофман и Р. Зинк [3] опираясь на лемму 3 ра
боты [1] доказали следующую теорему.

Теорема III. Пусть {?*  (x))*°~i —базис во всех пространствах.

L” [0,1]; р > 1 и inf >0.

Тогда для любой измеримой функции F (х, у) существует ряд
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2 ал, J ф  (х) <р.։ (у), (1-3)*
*. J—։

обладающий следующими свойствами՛.
1) на множестве Е, где F (х, у) конечна ряд, (1.3) по Прингс- 

хейму асимптотически сходится к F (х, у) в метрике L. [0,1] X 
X [0,1], а на множестве [0,1]Х[0,1) ряд (1.3)'сходится к F (х, у) 
по мере,

2) lira а,  • = 0.*
4f, 5 ֊♦ *»

В этой же работе авторы поставили вопрос в возможности дока
зательства теоремы III при менее жестких условиях на систему 
■{?*  (х)}*°-։,  в частности, для полных ортонормированных систем.

В настоящей работе удается доказать еще более общий релуль- 
тат, т. е. получен полный аналог, теоремы А. А. Талаляна для дву
мерного случая. При этом здесь также применяется техника рабо
ты [1].

Имеет место следующая
Теорема 1. Пусть {«р*  (x))£~i — нормированный базис про

странства Lp (G); р > 1; |G|>0.
Тогда для любой измеримой функции F (х, у), определенной 

на множестве G X G, существует ряд

2 с*,  , ФЛ (х) Фз (у), (1,4)
*, з=1

обладающий следующими свойствами:
1) на множестве Е, где F(х, у) конечна, ряд (1.4) по Прингс- 

хейму асимптотически сходится к F (х, у) в метрике LP(GX G), 
р > 1, т. е. для любого s>0 существует множество Е,а.Е такое, 
■что

(п, т р

2 СЬ ф*  (х) ф, (у)- Г(х, у) =0; |£։|>|£|- е,

а на множестве Н\.Е(где H=G'XG), ряд (1.4) сходится к F(x,y) 
по мере,

2) lim Ck, j = 0.

Основываясь на лемме 2 работы [2] можно установить следую
щие теоремы.

Теорема 2. Пусть {ф*  (х)}»=ц — базис пространства Lp [0,1], 
р>1-

Тогда для любой функции f (х, у) £ £? [0,1] Х[0,1]; 0 < q <1 
существует двойной ряд

2 С*.  фл (х) (у),
*, з=1

(1.5)
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который по Прингсхейму сходится к / (х, у) 
X [0,1], 0<9<^1, т. е.

в метрике Ьч [0,1]Х

С*.  ։ <Р*  (х) % (у) ֊1 (х, У) бхбу — 0. (1.6>

Теорема 3. Пусть {?*  (х)}*-1 —базис пространства /Л [0,1], 
р>1.

Тогда существует ряд (1.5), у которого не все коэффициен
ты сь, л равны нулю и который по Прингсхейму сходится к нулю 
в метрике всех пространств Ьч [0,1]Х[0,1], 0<^д<Г 1, т. е.

я ‘
(х) 7, (у) г/х4у = 0 для всех д, 0 < д < 1.

(1.7)-

В дальнейшем через |ф*  (х)]*̂1  будем обозначать сопряженную к 
{?« (х)}“-1 систему функций.

Мы будем пользоваться следующим хорошо известным свойством 
базиса.

Если {<р*  (х)}“-1 — базис пространства 1/(0), р > 1, |Са*̂>0,  то 
для любой / (х)^1/ (б) имеет место неравенство 

где

1& (/)||4Р(0)= £ аа (/) ц (х) 
>=-1

(1.8)-•С Ср (О),
/ (О)

и Ср—абсолютная постоянная, зависящая только от р и от базиса՛ 
I?» (х))л“_ 1.

§ 2. Доказательства основных лемм

Лемма 1. Пусть даны прямоугольник Л= Т = [0,1]Х
X [0,1], натуральное число И, действительные числа 7=И=0; 0< 8 <^1 
и т?>0. Пусть, далее |(х)}*1։  — нормированный базис простран
ства 1/(0), р^>1, бс[0,1], |б|^>0, Н = б X б.

Тогда существуют лшожество е и функция § (х, у), обладают 
щие следующими свойствами՛.

\ , [ Т при (х, и)<Л\е . ,
I 0 вне Л

б) г(х, »)=А(х)-/։(г/), (х, у)£Т, где/г«>е^(А); / = 1. 2
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2 (Р-11

в) |5н.т[?Ь(«)<4-сГ8 " •1тНД1% /н, Л = 1, 2,. -,

г) 151, m ч. пРи min (л> m) < N>** в

гле
S„, rn [g ] = 2 al. о (g) • ?*  (х) <р4 (у); 

*. J-l
at. <j (g)= J J g (*>  У) Ф*  (*)  <[», (10 dxdy (2.1)

«
н cP — константа неравенства (1.8).

Доказательство леммы 1. Положим

( |T|W при х£Д։. / v _ f sign Г|Т|։/2 при у£д։
gi(x) = ( п * -> gt\y)~ п * ' IU-*)10 вне Ai I 0 вне Д։

Функция {ik(x)}*Li  и (<р*  (x))£-i продолжим до отрезка [0,1], полагая 
равными нулю вне множества G.

Применим лемму 1 работы [1] к функциям gi(t} i= 1, 2 |։ (<),•••
фл (0> рассматриваемым на Д/J r=l, 2. По этой лемме, где 

положено 
р-1

6в = ± И 8=71-0 ’ •[2-tf h|V’.|A|W.c,]֊i , 

**
где Ср—константа неравенства (1.8), можно определить^ограниченную 
функцию fi (t) и множество е/СД/(։=1, 2), обладающие свойствами: 

/«(0=g։’(0 при *Ге«; 1е'Ку1дИ; *=1» 2. (2.3)

Г 2 с| \fi (01* dt < (֊7^֊J lg< (01* dt; i =1,2, • (24)

4I 4<
I r I p՜'

!o(?l=|j fl (0 Ф*  (0л!<Ч-о P •[2--V-|fV ’■ |Д|։/2*-Ср]- ’; k^N. (2.5)

T ‘

Функции //(0; /=1, 2 продолжим до отрезка [0,1], полагая равными 
нулю вне Д;; /=1, 2.

Положим

g(x, у) = fi(i) fa(y) и е = е1ХД1и е։ХД։. (2.6)
Очевидно

•Si.m [g] = 5n (/J-Sa, (/,) n, m=l, 2---. (2.7)

Из (2.2), (2.3), (2.4), (2.6) следует, что функция g (х, у) и множество 
е удовлетворяют условиям а) и б) леммы 1. Неравенство в) вытека
ет из условий (1.8), (2.4), (2.6) и (2.7)
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2 (Р-1)

Р- Л. [^»Р. (/Лр(О)- (4Жр(О)<с’-4.о р . Ц| - |Д|'/р.

(2.8)
Учитывая (1.8), (2.2), (2.4), (2.5) и (2.7) при пйп (и, т)^П получаем

5^>՝Л, т [^]1/Р (Н)~(АДр (О) ’ (А)®ДР го>

Л' 
сР • 11/< 17р *2  (а^! • ]?*/ д р (О)

*-։
Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Пусть [?л (х))”-1—нормированный базис простран

ства Ьр (С), Ос[0,1], |<։|^>0, р>1 и /(х, у) — произвольная сту
пенчатая функция, определенная на [0,1]Х[0,1].

Тогда для любого положительного числа е^>0. и натурального 
можно определить измеримое множество е^ и действительные 

числа {а*,  д)^4-ЛГ1 так, что выполняются условия:

1°. е0 с Н= О X С; |е0| < а,

20. I 2 а 4о  (х) <?(у)  — /(к, у) I <е,* * *
•*,  д—м I*

3°. |в*,а|<։,

|л, т
2 а*.  , ®4 (х) <р4 (у)

где е — произвольное измеримое подмножество множества Н\е0.
Доказательство леммы 2. Функции (х)]«_| и (<|»& (х),՞-! 

продолжим до отрезка [0,1], полагая равными нулю вне множества С. 
Пусть Д», к~1, 2,•••, V — прямоугольники постоянства функции 
/ (х, у) и / (х, у) —14 при (х, у) £ Д*.  Тогда

’ ( 1 при (х, у) С А*/(х, У) = 2 1* ֊/\ (х» у)« г-«е (х> | <2Л0)
4_1 I 0 вне Д4.

Без ограничения общности можно считать, что
_ 2 (р-1)

]тах[^Ы|А*Г/Р.е՜  Р ]<А. (2.Ц)

В формулировке леммы 1. полагая
Д = А1։ 1 = 1!, о=е, ■»] = £.2֊2, П = Пг, 

получаем функцию ^(х, у) и измеримое множество е1сД1 со следую- 
щими свойствами:

236-3
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(71 при (х, у)£ Ах'՝«!, |е։| < в |АХ|- 12)
81 х> У) | о вне

81 (х, у) =Л” (х) Л։) <УН где /}» (0 6 ЬР (0,1), г=1, 2, (2.13)

ПРИ т1п (л= «КД. (2Л4> '

_ 2 (р-1)

1^’«[л]М(«)<с’.4.в Р • |ъ1 • |Д111/р<е/2*>  п, т=1, 2--, (2.15) 

где
-Я։)тЫ = 2 вУ?*  а*?з = [ ( 81 (х, У) '?*  (х) 'Ь (у) dxdy.

», г —1 л,
(2.16)

Из базисности системы (х)}“_1 в £р (б) и из условия (2.13) 
следует

Нт |5<От Ы“ 81 (х, уИдр^ = 0. (2.17)
Л. /7А—вс

В силу (2.12) и (2.17) имеем
Л®. 11X41 (х’ (2-18)

Возьмем число настолько большим, 'чтобы выполнялись сле
дующие условия:

Н’^К6/2* ПРИ к> (2-19)’ *л  *
1^*,«  1^1]—7Г/А, (х, рЯдр:(я\<։) <«/2*  при п, т>^. (2.20)

Предположим, что определены функции g1(x, у),---, gц֊1 (х, у), 
числа Л^<7У»<? •' < и множества е^, •••, е*,-ь  где

81(г, у)=Ап(х)А'։(у); №. (О [0,1];/=1, 2, /=1,֊ • -, *>-1,
(2.21)

^.(х,у)=Р' ПР\(Х’У)^' /=1,2,..,Лв֊1. (2.22)
( 0 вне А/

Положим
4;--иЛ;4

Легко видеть, что число можно выбрать настолько боль
шим, чтобы выполнялись условия

IИ [ §81 {х’ (х) (д) = 1а"'|< 2^՜ ’

Ч-1

при /, 5 > Л^* о/ (2-23)
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где

a^j = Jj gi (х, у)֊Ь (х) ф/(у) dxdy= J Jg/(x, У) 'Ь (*)  Ф/ (у) dxdy> 

47пя о о
(2.24)

I 2 2 Tiz^U.ir)) (яч . ) n, m>N^. (2.25)

В формулировке леммы 1, полагая
Д = Л*.;  7=7*.  5 = е. 1 = в/2*» +։, N = Nk„ 

получаем функцию g>, (х, у) и измеримое множество е*,сД1,  со сле
дующими свойствами:

g*.  (х, у)=| (Х> У)де А‘Л^: |e*J< е |A*J,  (2.26)
( 0 вне А*,

g*.  (х. у) = /<* ’> (х) • Д*->  (у), где /!*• ’ (0 е [0,1], i =1, 2, (2.27)

։% [g<P(H> <в/2‘։+3 при min (и, т) < М„ (2.28)
»(Р-1)

ВД, ЬЛр(Л-> <4 с’ е ' .|Т*,|.|Д 4,|1/Р<А, т-1, 2 (2.29) 

где
-ЧН [£*.]  = 2 (х) (у); a(tf = С Cg>, (х, у) ф, (х)ф/ (у) dxdy.

/=։ V
(2.30) 

Ввиду того, что

Ы + п ֊1 [?*.]  - ^л.,п [?*.]֊  ад֊։ [я*.]  (2-31)

из (2.28) получаем

1ал* ‘ш I *\ e/2t,+1 при min (n, т) < 7V*,.  (2.32)

Таким образом, определяются функции gt(x, у),•••, g, (х, у) и числа 
• • • <Z N՝ такие, что для каждого kQ, ICfcj-C*  удовлетво՜ 

ряются условия (2.26) — (2.32). х
Положим

f(x, у) = 2#*(х,  у), е0= и е*,  (2.33)
4—1 *“*

а*,  д = J J ^(х, у) ф*  (х) ф, (у՝) dxdy, (2.34)

■S., m]/]=2 а», 4-<р*(х)ф л(^). (2.35)
к. Л=1
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Отсюда будем иметь

. = 2 <</■ - И - 2 te,J- (2-ЭД
1-1

Очевидно, что Jeol < е> т- е- Условие 1° выполнено.
Легко видеть, что .

11m 15Я, т [/] - Г(х, у) О. (2.37)
я, т - —

Ввиду того, что F(x, y)=f(x, у) при (х, у)£Н\е0, из (2.37) 
получаем

lim |Sn, «[•/■] /(х»i/)iliP(//\er) = 0. (2.38)
. я. т~-

Выберем натуральное число М настолько большим, чтобы

f (2-39>

*, ' '
Покажем, что числа (<։*,,)£.,_, v, удовлетворяют всем условиям лем
мы 2.

В силу (2.28), (2.33), (2.36) имеем i

|5Я, « [^Х.Р(Я) Е 11*$".  т (Я) Е/4 яри min (п, т) <СТУХ. (2.40) 
/-։

Ввиду того, что ,
j М . |

£ а*.  * ъ ~ f^x՝ я) < 
’ *,  г—Я,

■С м [Т7] /(х, у)|/.Р(//\,։) + |*5 Л>,_1։ Л1-1 [Одр (Я) 4՜

+ ^№-1, л 1^Т?др (Я) 4՜ 1^и. я,-11^1 кд (Я)» (2-41)

из (3.39) и (3.40) вытекает 
.и .
3 ар, , (х) * (у) —/(х, у) I, (яЧг>) < е. (2.42)

Таким образом, условие 2° леммы 2 доказано.
Проверим условия 3° и 4".
Для любых натуральных чисел к., з, < к, з<^ найдутся не

которые г и /, такие что

М < Л < М+։; ТУ; < $ < Л(/+1. /,/<*.  (2.43)
Из (2.36) получаем

|«*..|<|.2< ф +|«й>,1+| з «<?,

4-1

Согласно условию (2.23) первое слагаемое в правой части неравен- 
стга (2.44) не больше в/2,+1.

где g = min(z,/). (2.44)
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Из условий (2.29) и (2.31) легко следует, что
6/2. (2.45)

Согласно условию (2.31), ввиду того, что min {k, s) Nv+i • • •<^N?
получаем •

S <\1<е/2’+2+'--+е/2’+1< Е/2’+։- (2.46?
|-»+1 I

Итак, при к, будем иметь 
|а*.  4 < s/2* +1 + е/2 + е/2«+։ < в. (2.47/

Неравенство (2.47) для случая ппп (к, $) -С /V, доказываете# аналог 
гично. Если к, то неравенство следует из (2.23)՜.

Выполнение условия 3° доказано.
Теперь проверим условие 4° леммы 2.

Очевидно

2 ?*  (х) ф, (у) | < |5Л,т (еГ +
։ *.  д~ЛГ։ М <е)

4- ГИЬ1 (г) +|$Я, .V,-։ (е) + л/,-1 (<), (2.4$)

где ес//\е0.
Для любых натуральных чисел и, т, < п, т •< ТУ, найдутся՛ 

некоторые / и у, такие что

М < п< М-ц, ТУ/ < т < ТУу+1. (2.49)
Из (2.36) вытекает . ,

< | 2 ад֊2 I +
" <-1 *-։  ՛«>’(«)

+ |2 I , +|2 1*Х..(х, 8)| , . (150>

где ч = пйп (/, /).
Согласно условию (2.28), (2.29) и ввиду того, что нйп(л, М)<^.

<^ • • • получаем 5

|2 «'-[8.1 |£Р„1<1«’.[гЛ£р,.,'+ Ё |Л‘>.(Л,.><•/«• Р-5։>

'1 *=? ' к—$+1

Отсюда и из (2.10), (2.25), (2.49) и (2.50) получаем

(2-52>

Учитывая (2.48), (2.40), (2.49), (2.50) и (2.52) при п, т < М имеем

I 3 ал,Ъ(»)ъ(»)Ь(<)<-в + М11₽(»)« (2-53/
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Неравенство (2.53) при тах (л, л։)доказывается аналогично.
Лемма 2 доказана.
Из леммы 2 непосредственно следует
Лемма 3. Пусть (<р*(х))*_  1 — нормированный базис простран

ства П’(С), р>1, [0,1] |С|>0 и /(х, у) — произвольная почти
всюду конечная измеримая функция, определенная на С.

Тогда для любого положительного числа е^>0 и натурального 
Н можно определить измеримое множество е0 и действительные 
мисла (а*  л1«*«  что выполняются условия:

1. е0 с Н = С X С, |е0К 8»
2. |а.  ։|</։ /V < к, а М,*

Т» (։) Т. (у) ֊/(*,  < •>

4. I 2 ак, <?*  (х) <6 +1/1^ («>; Уес=П\ е0; П<п, т^М.

Лемма 4. Пусть {<рл (х)}л-1 — базис пространства £[01|, 1
/(х, у) €£[о.1| х [О.лДО<р < 1 и р0 — фиксированное число 0 < ра < р.

Тогда для всякого натурального П и положительного >0 су
ществует полином вида

Н (•-• У)= 2 с*  , <?*  (х) гз (у/, (2.55)
*. з—ы 

.который удовлетворяет условиям
1 I

я) I \Н (х, у)— / (х, у)|« бхбу < 7), р։< ч < р,
о о

У У I/ (х> р)|’ бхбу,Ро^ч ^р, к,

'Р) дх с‘) VI (х) <РУ (у) | бхбу < »1 + 

1 1 

+

00
Доказательство леммы 4. Возьмем ступенчатую функцию 

(х, у) таким образом, чтобы
I I

У У 1Я (х, у) - / (х, у)!» бхЛу- < т,/2, р0 < ч < р. (2.56)

о о ,
Пусть Д*  = Д<Ь1> X д^, 1 * — прямоугольники постоянства функ
ции г (х, У) И £ (х, у) = при (х> у) £ Д4
Положим

1
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«՛՛«= п*  г

Ясно, ЧТО ч.

8 (X, у)= 2 Л» (у) (2.58)
*-։

и
11 1 1
Гря(х, «/)|^х</у=2 У||Л։,(х)Л’,(у)1’^, (2.59)

о о *=]о о
Положим

1 1
а, = 1 4- зир [Г |Л‘> (х)|’ бх + [ |Л»> (у)Н бу 1 • (2.60)

р»<9 < р I J 3 ’ )
о о

В работе [2] для полных ортонормированных систем доказана 
лемма 2. Точно таким же образом доказывается следующая

Лемма 5. Пусть (<р*  (х))*=1  — базис пространства £г [0,1] 
т >֊1, / (х) £ Ц1 [0,1]; о<р<1 и Ро—фиксированное число, 0<р0<^р. 
Тогла аля всякого натурального П и положительного е^>0 суще-*  
ствует полином по системе {<рл (х)}^.1 вида

Н(х)=2 6*т*(х),  (2.61)

который удовлетворяет условиям
1

\Н (х) —/ (х)|? </х < Б, р0’< ч < Р, (2.62)
о ’

։ { 1
П 2 А*  ф*  (х) I с/х<е+ С |/(х)|’Же; ^<s<m, р0Кч (2.63) 

и I ।

Если М — заранее заданное натуральное число и е = т;.(4'* >аз)՜1 , то 
в силу леммы 5 существует полином

2 (2.64)

удовлетворяющий условиям

Л <17. [4*  .а,]՜1 1=1, 2, (2.65)2
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о
1, 2. (2.66)

Таким образом, для фиксированных 5 и /,!՝-> 5 V, ։ 1, д опреде
ляется полином по системе (<р*  ('))*-։  вида (2.64), удовлетворяющий
условиям (2.65) и (2.66), при этом, очевидно, можно взять 

= Л4-1, м = т, + 1. 1 < 5 < *■
Докажем, что полином

м ' » т‘
Н(х, д) = 2 с*.  ,?*(х)ъ(у)  = 2 2 (х)?Л (у),

*, *—։ *•*

(2.67)

(2.68)

где
М=тЧ и ск., = Ь^-Ь^, к, s — N, 7V+1---, М (2.69)

удовлетворяет требованиям леммы 4. 
Покажем, что

о о
2 c* z ?*  (х) Vily)— f™ (х)-Д’> (у)

*. l-Nt

я 
dxdg

< -rfbis — 1, 2, • • •, v; ра < q < р. (2.70)
В самом деле, пользуясь теоремой Фубини получаем

՛ "Ч ? (Ч т* 1а

Л = 2 ^Ч(х)-№(х) ^’ 2 (») dy +
о о

, (2.71)
<*х  • У 1Л։) (*)1*  dx, Ра^д^. р. 

о
4-f 2 «М-М у л—

Отсюда и из условий (2.60), (2.65) и (2.66) вытекает (2.70). Учиты
вая (2.56), (2.58), (2.68) и (2.70), получаем

с*.  i ‘f’i W ?, (у)-f(x, у) dxdy-^ti, р0 < g < р. (2.72)

Теперь проверим выполнение условия ?) леммы 4. Пусть к, 
■С М и числа г'о и /0, в силу (2.67), выбраны так, что

\+ 1 mi,+ v ^J.+ 1 С s -С mJt +J.

Обозначая п = min (/0, у0) из условий (2.69), (2.73) выводим,
(2.73)

что

с1,1 (х) <р, (у) dxdy =

/,

м

о о

Q

(2-74)
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1

шах

2 6(։,?/(х) </х- 
/֊л-/

2 4?1։ (»)■ -г 
I

о « о

Отсюда и из условий (2.60), (2.67) получаем
I

тп

=т(/2+ У(х, У|< 4х4у^, 7) 4֊| 

о о

4 у)\ч4х4у.
и о 

Лемма 4 доказана.

(2.75?

§ 3. Доказательство теорем

Доказательство теоремы 1. Пусть Е (х, у) — измеримая 
функция, определенная на множестве Н = С X С.

Обозначим
4={(х, у)£Н, |Г(х, ։/))<+ °о|, В='\(х, у),Г(х, у)= + оо],

С= {(х, у); Г(х, у)= — 'х\. (3.1)
Положим

Г(х, у) при (х, у)£А
1 при (х, у)£В 

— 1 при (х, у) С С,
(3.2)

Для е = 1/23, 1 и функции 4 (х, у) согласно лемме 3 можно оп
ределить множество и действительные числа {ак которые
удовлетворяют условиям

|а*.  < 1/2»; 1 < к,1 $ < е1с Н, ^1 < 1/2», (3.3)

I л'։
2 а*.  5 <р*  (х) (у)

'4. т -։
(3.4)

о

б

А(*. у) =

| 2 ак. 1<р*  (х)<Ра (у) |/Р)(е)< 1/2։ + й/112(*)»  есН^; п, (3.5)

Предположим, что определены числа |а4 ,}^“։։.
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Положим 
лг<-1 

р (*,  у)֊ 2 а*.  з ®*  (х) ?з (у); (х,у))^А
*> »”> (3.6)

при (х, у) £ В 
при (х, у)£ С.

Для в = 1/2'**,  Л=М-։4֊ 1 и функции // (х, у) согласно лемме 3 мо
жем определить множество е/ и действительные числа {а*,  >

которые удовлетворяют условиям

е,с Н, |е,| < 2֊'֊* |а*.,|  <2՜*-*,  М-1 + 1 <*,  5 < М (3.7)

2 а*.  з ?*  (х) ч»з (у) — Щх, у)
к, 3-^_-+)1

(3.8)

2՞ а4,з«?*(х)?з(у)|  <2-‘-*  + 1Мр(<);
1 1М(*)

уесНхе/, М-1 + 1 <п, т< М. (3.9)

Продолжая вышеописанный процесс, можно определить действитель
ные числа [а*.  з}“*=1,  последовательность натуральных чисел (М и 
множества {е/}/1|, для которых выполняются условия (3.7), (3.8) и 
(3.9) для всех { (։=1, 2, 3, • • •).

Покажем, что на А двойной ряд

2 ак, ։Т*(х)  *։(у) (3.10)
*,з-1

до Прингсхейму асимптотически сходится к /• (х, у) в метрике Lp, р^-1. 
Пусть е^>0—произвольное положительное число. Положим

Л. = Л\ U eit где i0 — [log, е՜1] +1. (3.11)

Очевидно
Ас4\е/ при и |Л.|>|Д|—г. (3.12)

Числа п д т возьмем настолько большими, чтобы

. q = mln (i, j) > j0, (3.13)
где i и j определяются из условий

Ni <n<M+i; 7Vy< zn<A4+1. (3.14)
Из условий (3.6), (3.8), (3.9), (3.13) и (3.14) ввиду того, что

лгг
4+1 (х, у)= fq (х, у) — 2 а*.  , (х) (у), (3.15)

к, 3 —+ 1
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получаем

а*,  , Ф*  (х) <?. (у) — Г (х, у) I

• (1 1
.(*» у) € В, 2 о*. а ф* (х) ф, (у) > — Мо > |В| — 8/4.

1' д₽ (Л.)

II2 2 “*•»  71 (»)—у) I +
м-։ лг/_։+1 ։д^(Ла)

4֊ тах 
Яя<п’, т'<Л’ч +։

п', т*
2 а*,  в ф4 (х) фа (у) 

'У<+1 кл м*)

. й
Я 2 ?*  Фа-л (X, +2-’+|/?+։Рдя(л։)<3-2-’. (3.16)'

1лгв+։+։ 1д/’(Л»)

Отсюда следует, что

Нт | а*,  а ф* (х) фа (у) — Г(х, р)|£Р (Л։) = 0. (3.17)
Л,Ш -*СО  I |

и >, $ —1 ’’

Теперь докажем, что ряд (3.10) на множестве В (по Прингсхейму) 
сходится по мере к + ос. •

Возьмем г'о настолько большим, чтобы

е.[4 (2^ + 1)]֊’ .

Учитывая (3.6), (3.8) получаем

3 ] 2 а*.  Т Ф*  (х) фа (у) — ,1 <Шу < 2-4

Из (3.19) следует
”1

(х, у) £ВпН\ е1, 2

(3.18)

(3.19?

(3.20).

Отсюда учитывая неравенство (3.7), получаем

Г 1(х, у№, 2 ак. (х) фа (у)< 1/2 <2֊'^ +2-‘֊։<2֊' (1+2^)
' , 1-1 '

(3.21)

Пусть )И>0 и 1^>е2>0—произвольные положительные числа. 
Возьмем некоторое большое число М0^>0 такое, что

(3.22)
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Очевидно

В л |(х, у); 3 Як. з®*(х)<р,  (у}}< 
‘ ЛГ/.4-1

<0—4>)-т с, Ц Вп ) <х’ X ак->* { I луи

В силу (3.18), (3.21) и (3.23) будем иметь

I/| (х, у)£В, 2 а*, 4?к(х)®.(у)<(у-
11 лг/։ +։

(3.23)

(3.24)

Для любого у, у >4» сравнивая (3.22) и (3.24) получаем

(х, у)£В, За*,, |В|֊8/4.
I ։ к, •-! >

Зозьмем Уо2>*о  такое, что 
(у’о֊ 4) 1/2 - Мо> М + 2 (4/е)’/Р.

Из (3.25) и (3.26) для всех у > у0 имеет место неравенство

(3.25)

(3.26)

?*(х)?Ду)>Л/+2(4/г) 1//’| >|В| —е/2. (3.27<

Пусть п > т^> тогда для некоторых у и г имеем

Очевидно
М-С и М-ц, М) т Л/у+։,

п, т И)
3 а*.  ,’<р*  (х) <р, (у) = V а*,;,  <рк (х) (у) ֊1֊
* -1 -1

+ 2 3 а*.з  <Рк (х) ?4 (у), (3.28)
к-/^+1 в—Р/։+ 1

В силу (3.9), где ?'=у+;1, имеем 
п*, т* р
3 а*. к Ф* (х) ®, (у) йхду < (1 + 2-'՜1)1’ < 2р, 
^+1 I

/V, <п', 7п'<Л/ ,у+։. (3.29)
Из (3.7) и (3.29) вытекает

тах 
Л7<։,

Л Ч у ..
(х, у) £ В, 2 ак., ®* (х) я», (у) >—2 (4/в)’> 

П:+ 1 * ^1 ֊ е/2.

(3.30)
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Сравнивая условия (3.27) и (3.30), получаем

{(х, у^В; (3.31)

Аналогично доказывается, что ряд (3.10) на множестве С сходит
ся по мере к — со.

Теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 2. Пусть /’’(х, у) (0.1]х (одр 

0<р<1. Предположим, что определен полином вида
. т1

г1 (*>  у) = 2 ч, у к (*)  (у)- (3-32)
к. 5-1 

удовлетворяющий условию 
1 1

У у 1^(х, у) — 8' (х> у)|р dxdy < 2՜', (3.33)

Согласно лемме 4, в формулировке которой берется ЛГ=7т։/-Ь1, 
т) = 2_/_։, т} = 2՜2-1 и/(х, у)= у) —8‘(х> у), существует полином

"4+1
Я (х, у) = 2 Ск , <гк (х) О, (у),

к, з—т,+1
(3.34)

удовлетворяющий условиям
1 1
У 1^1+1 (х> у) — у)1р <* Х(*У  < 2֊/ “*»  

с о
где

&+1(х, у) = 81(х, у) 4- ЯДх, у),

(3.35)

(3.36)

п, т

к.
ск, зУк^^У) dxdy<2 ‘ 1

(3.37)
I 1

+ У У 1Е(х, у) — (х, у)\р (Шу, п, т<^т1+г

о о
По индукции можно определить последовательности полиномов 

(х, 1/)}^*1  и (х, у))Г-1, удовлетворяющих условиям (3.35), (3.36) 
и (3.37) для всех г(г = 1, 2, 3,•••).

Ряд

2 С4.
к. 5-1

сходится к /• (х, у) в метрике Ьр [о.ихю.Ц п° Прингсхейму.

(3.38)
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Действительно, пусть пч ту <1 Л1<^тпу+1 и <у=т1п (/,/')•

Тогда из (3.35) и (3.37) следует

УЛ 2 с*,  ,<?*(*)*  (у) — /’(х, у)| <!хду<

р
3 ?*  (х) ?5 (у) — Г(х, ^)| 4хду + (3.39)

■4֊ впах СП 2 Ск, з <р4 (х) Тз (у) 4/х</у<2-» 4֊ 2-’-։+2֊«. 
тд<п։. т'<тч+1^ |*,,_ т։ + 1

Ясно, что 2-»+2 —0, при л, т -» со.
Теорема 2 доказана.
Теперь докажем теорему 3. Возьмем последовательность {/>*],  

где 
0<р1< --<р*<р* +1< --, Ит р*=~1.  (3.40)

Согласно лемме 4, в формулировке которой берется у = 1/2, 7У=2, 
р = Рх и /(*>  »)=Фа (х) существует полином

/П1
М(*.  1Г)= 2 О1, з?։(х)?з(у), «(3.41)

I. з-а 
который удовлетворяет условию 

1 1
У 1М (х> !/) ~ Ф1 (*)  <Р1 (у) Г’ ^У < 1/2. (3.42)

о о
Предположим, что определены полиномы 

"/+։
Н1(х,у)= 2 а/. 1<ц(х) ®з (у), 0< ։</— 1, (3.43)

I. ։—ггц+1 

где
1 < Л1о<п։1<-• • <т; (3.44)

и имеет место неравенство 
։ * mյ

У 3 * *Р»  (х) Ф*  (у) — Ъ (*)  ?1 (у) < 2-У Р1 < ч < рр (3.45)

Согласно лемме 4, где положено р0=Р1, р = р]+и 1^=т) + 1, 
т<

1։ = 2 1 2 и / (х> у) — ?1(х)-?х (у) — 2 а/. зТ; (х)?з (у), существует
I, з -а

полином
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тУ'1
2 а/,а (х)«а (у),

I, ։*-т

который обладает свойствами:

/Яу+1 Г т }

2 а1.. Ъ (х) «а (у)֊ 2 а/. т?/(х) ®, (у)
1,з**т^\  ' /»л=2

X ։/х</#<2--' 2; р0^-Ч<'.р/+1>

(3.46)

(3.47)

9/ (*) (у) ' дхду<2֊^^тах
ллу<л, т < /Пу_|_|

2
а/, йх<1у. . (3.48)

я

Продолжая это построение, определяем двойной ряд

2 СИ, з ®/ (х) фг (у)
I, а=2

(3.49)

и последовательность натуральных чисел {/п;։7=1, для которых усло
вия (3.45) и (3.48) выполняются при всех у, у =2, 3,•••.

Покажем, что ряд (3.49) по Прингсхейму сходится к 44 (х) <рх (у) 
в любой метрике 0<д<1.

Пусть рх^д<^1—натуральные числа, л и т выберем настолько 
-большими, чтобы и т,- -С т < тпу-и, то ра^-д, где
А =ппп (։, у).

Тогда имеем

л, т
<Р1 (х) ®1 (у)— 2 а1։ ։ ф/ (х) Ф, (у) 

/։т-2

я
(1х<1у <

«•а 
*?1(х)?1(у)— 2 а/.*?։  

/, 5-1
<?* (у) dxdy +

+ тах
т^<п'в т' *^£4.1

’</х</р<2-*4-2- ‘֊'֊>0

(3.50)

и следовательно ряд 2 а, где С1,1 = 1, сг. т = —а։, а, I, 5 ^>2 
I. а—1

по Прингсхейму сходится к нулю одновременно во всех метриках
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Ь" [о,։ х (0,1)» о< д<С 1«

Теорема 3 доказана.
Замечание. Справедливы также ТУ-мерные аналоги доказан

ных теорем > 2.
В заключение выражаю благодарность А. А. Талаляну за поста

новку задач и внимание к работе.
Ереванский государственный 

университет Поступила 15.VUI.197»

Մ. ժ. ԳՐԻԳՈՐՅԱ.Ն. ЭшфЬф ֆունկցիաների ներկայացումր կրկնակի շարքերով (ամփոփում)

Դիտարկվում է 2 փոփոխականի լափե/ի ֆունկցիաների Տ (X) (ձք),
*, յ -1

ոցաէպ ր>^֊Ւ բազիսն I, կրկնակի շարքերով ասիմտոտիկ Մ, ր> 1
մետրիկայով ներկայացման հարցը։

Տրվում կ Դ. Գսֆմանի և Ռ. Զինկի հարցի դրական պատասխանը.

M. G- GRIGORIAN. Repretentatlon of meatarable fanctlont by doable ter let 
(summary)

The question of representation by double series aks (x) (у) (where
k, s »1

{f*(x)}£.j  is the basis in Lp) of two variable measurable functions asymptotically in 

the Lp, p > 1 metric is considered.
The affinnativeVnswer to a question of G. Goff man's and R. Zink's is given.
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