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О ПРИБЛИЖЕНИИ ОПЕРАТОРАМИ ТИПА БЕРНШТЕЙНА

1’. В заметках [1], [2] рассмотрено приближение функций 
/£С [0; 1] положительными операторами

Вп (/; х) = 2 ркп(х), (1.1)
*=0

где ркп — неотрицательные на [0; 1] рациональные дроби с данной 
матрицей полюсов (х/л);=|, х1п £ [0; 1], n £ N. С другой стороны,
в статье [3] при помощи производящей функции, которая встречается 
в теории вероятностей ([4], стр. 69), введены операторы вида (1.1), 
где ркп имеют более общую природу, но точки tkn выбираются рав 
ными к/n, как в классических многочленах Бернштейна.

Здесь объединяются оба подхода и указываются достаточные ус­
ловия равномерной сходимости Вя/ к /, обобщающие результаты для 
многочленов Бернштейна и их аналогов, исследованных в работах 
[1] — [3]. В качестве примеров приводятся случаи, когда ркп — функции 
с вещественными алгебраическими или логарифмическими особенностя­
ми, лежащими вне отрезка [0; 1].

2°. Введем обозначения, х£ [0; 1]; |/]| = sup|f (х)|; пусть Л/я£С[0, 1]; 
0<х<1

։ = 1, .•••,. n; n^N, причем 0 < htn (х) < 1, fltn (0) = 0, hi„ (1) = 1 и, 
кроме того, функция

?я (х) = — 2 Л։я(х) (2.1)
П 1=1

строго возрастает на [0; 1]. Точки ~кп определяются равенствами

?я(-4,) = ֊(^ = 0. 1. - -> п). (2.2)
71

Функции ркп определяются при помощи производящей функции (см. 
[3], [5])

Gn(t; х) = е т,< ’ П(А,Я (x)etln + 1 — Л/Я(х)) = 
/—1

e S Ркп <х) ехР [Тп (х*я) — ?я (*)] (2-3)
k-0

Таким образом, операторы (1.1) построены. Если, в частности, все 
Л/Я(х) = х, то <ря(х)=х, Чп=к/п, ркп(х)==СпХк(1 —x)n~t, и (1.1) 
совпадает с многочленом Бернштейна. Если для краткости положим
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Ф*л W = ?л “ *« (Х)’ (2'4)

5,„ (х) = 2 Ф*л (х) Р„л (х), (2-5)
A«“O 

то можем написать
Сл(с x)=3^tf. (2.6)

,.0 vI

Далее обозначим

Ш=2(’..-')ЧЫ. <27>
А—0

7л (*) = inf вл (У) — ?л W] (^ ~ х^՜՛* (2-8)
0<у<1

Интерес представляет случай, когда 7Л(х)^>0 в Р! И- При ?ЛЙ=* 
имеем 7л(х) = 1, но обычно не удается вычислить функцию 7я(х), а 
находится некоторая ее оценка снизу.

3°. Если в (2.3) положить t = 0, то получим

.%.-(*)=£ />*„(*) = !■ (3.1)
*-о

Благодаря (2.4) и (2.8), имеем
7« (х) (х*я - х)։ < Ф*Л (*). (3.2)

откуда следует неравенство

т2 (х) Dn (*) < st, „ (*)• (3.3)

Применяя известную схему Т. Поповичиу [6], получаем следую­
щую теорему.

Теорема 1. Если 7„(х)>0 при 0<х<1 и f£C(0; 1], то

|ВЛ(/; х)-/(х)|<2ш(/; )<ОТОО)<2«>(/; T^WZS^I)), (3.4) 

где <о (/; о) — модуль непрерывности f.
Таким образом, В„/ сходится к / равномерно, если

лИтЬ7г(х)52, Л(х)|]=°. . (3.5}

Так как Вл (/; 0)=/(0) и В„ (/; !)=/(!), то оценивать разность 
(3.4) нужно только при 0<х<1. Благодаря (3.1), имеем

|Вл (/; х) -/(х)[ < 2 //(тДл) -/(х)\Ркп (х) <
А-0

л
< 3 ш (/5 Ь*Л - *1) Ркл (х). . (3.6)

*— о
Неравенство м (/; о) < ш (/; e) (1 + 8/е) дает
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<•’ (/; I'*« ֊ *1) < » (Л кТГОУ) а + К» ֊ -I (*))• (3.7)
Подставляя (3.7) в (3.6) и замечая, что

2 (3.8)
«-0

получаем (3.4).
4°. Из равенств

5,л(х)=^°л(?; (4.1)
0t

находим
п

5j, л (х)=0; 5г, л (х) = n՜՜ hin (1 — hm),
/«xsl

5з. Л (х) = и "3 2 hin (1 - hm) (1-2 hm), (4.2)
1—1

5< Л (х) = 3 51. л (х) + п՜4 2 hm (1 - hm) (1-6 hm (1- hm)). 
i~=l

Заметим, между прочим, что формулы (4.2) для 5j, п и 52, Л лег­
ко получаются из соображений теории вероятностей. Если считать, 
что независимые случайные величины В/Л (։ = !,•••, л) принимают два 
значения 1 и 0 с вероятностями hm и 1 — hm, то р՝п — вероятность 
того, что принимает значение k. Остается вычислить математи­
ческое ожидание и дисперсию ЕЬл.

Так как 0 hm <1, то имеем оценку
5։.„(х)<(4л)֊։, (4.3)

к сожалению, не достаточно тонкую для некоторых дальнейших при­
менений. Впрочем, в классическом случае, когда все hm (х) = х, нера­
венство (4.3) точное, равенство достигается при х = 1/2. Очевидно, 
при л > 4 справедливы неравенства

|5з,л(х)|<л-15։.„(х)<(4п2)-1,
(4.4) 

54. л (х) < 52. я (х) (3 5г. л (х) + л֊։) < л֊’ п (х) < (4 л*)֊’.
Для функций f^C* [0; 1] при дополнительных предположениях, 

что ։ря € С3 [0; 1] и ®„(х)^>0 на [0; 1] можно получить формулу типа 
Вороновской [7]. Обозначим

L°(f; х)=/(х); £’(/; X) = [£’-’(/; х)Ж(х) (4.5)

и напишем формулу Тейлора в таком виде
2 1

/(п) = 2֊7^(/; х)Ь(»)֊Ф»(х)Г+ /?(«), 
,-о
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R (и) = А у £» (/; ։) [<₽л (и) — (01 ?л (0 Л. (4.6)

Разлагаем /(хкп) по формуле (4.6) и подставляем в (1.1); учитывая, 
что 51, я (х) = 0, получаем

ВЛ (/; х) —У(х)= 4՜ & х) - («) + 2 Ы Р>п (х). (4.7)
х *-о

Можно указать некоторую оценку второго слагаемого

21/г м Ркя (х)< ֊4 И'*/! 2 I0*- Н։ Ркя <*) <
*=о 2 *-0

< 4 /։ (х) п (х) < (8 и*»)-’ Щ УК. (4.8)
£

Следует, однако, иметь в виду, что £* / зависит от отношений 
(^ = 2»։'’> ■*)• Поэтому утверждать, что первое слагаемое в пра­

вой части (4.7) является главным членом, можно только при специаль­
ных допущениях относительно свойств <рЛ. В случае дробно-рациональ­
ных операторов этот вопрос рассмотрен в [1] и [2]. Здесь мы остано­
вимся на нем детально в случае операторов (1.1) с данной матрицей 
логарифмических особенностей.

5°. В качестве первого примера применения теоремы 1 приведем 
операторы, которые имеют фиксированные алгебраические особен­
ности. Пусть (х/Л)"_։, («1Л)"_։, п £ И,—данные матрицы; Х1„£Я\[0;1], 
«1лС[0; 1]; ри, — расстояние от х/л до [0; 1]; гл = п։ах р՜1. Положим 

։<|<л
£74 / Х/л \ /Я
Лм(х)=х(---------- ) . (5.1)

\ X — Х1п /

(х)= — 2 (р։л |х - х/л|-։ )“'", . (5.2)
п 1=1

И
вл = 2 (р/л (1 + р/л)՜1 У"1 • (5.3)

1-1

В дальнейшем индекс п будем как правило опускать. Так как

Р1 <|х֊х,|< 1 + рь (5.4)
то
„ / Л՜1 ВЛ <е„ (Х) < 1. (5.5)
Покажем, что

0Л (х) < Тя (*). . (5.6)
где у* определено в (2.8). Действительно, если х։ < 0 и 0<х<^^<1, 
то
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hi (у) — hi (х) =(!+₽, )*' У (х -4- р< У —х (у + ?1 У' 
(х + ։>/)"' (у + ?'У

так как

Р/' (у —х) 
(х—Xl У

р*1 (у— х) 
(У-Х1У

(5.7)

(х +р)’>(1— — )р* + — (.V + р)’, 
\ у/ У

благодаря выпуклости функции (t hp)։- При х/>1 и 0 < х<^у <1 
из xi — х Xi — у непосредственно вытекает

(х/ — у) 1
?i‘ (у—х) .

(х/ — х)а/

Неравенство (5.6) следует из (5.7) и (5.8).
Используя формулу (4.2), докажем, что

nSa, п (х) < &„ (х).
Действительно, при х/<^0

(х + р)' < р* + х (1 -Ь р)",
так как

благо деря выпуклости функции U + p)։. При х/^>1 имеем

(5.8)

(5-9)

(5.10)

(5.11)

Так как 0 то (5.9) следует из (4.2), (5.10) и (5.11). Из (5.5)
и (5.9) вытекает основная оценка

6Л (х) 5։,я (х) < л՜1 6՜1 (х)< s„ 1 • (5.12)

Благодаря (5.6) и (5.12), теорема 1 приводит к следующему резуль­
тату для оператора (1.1), построенного по функциям (5.1).

Теорема 2. Если /£С[0,1], то
|ВЯ(/; х.)֊/(х)|С2и>(/; б֊1*). (5.13)

Таким образом, для равномерной сходимости Вя f к / достаточ­
но, чтобы

lim s« = oo. (5.14)Л -• ОО

Заметим, что если в (5.1) все ам = 0, то hin (х) =х, и мы по­
лучаем классические многочлены Бернштейна. Случай, когда всеа։я = 1, 
т. е. когда все xin_ являются полюсами, рассмотрен в [1] и [2].
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Для операторов (1.1), построенных по функциям (5.1), при не­
котором дополнительном предположении относительно (х/я) и (л1л) 
имеет место следующее обобщение теоремы Вороновской (см. [2]).

Теорема 3. Если У € С * [0; 1] и матрицы (х,„), («/„) таковы,
что

lim s« (14-г»)՜’ л-։/։ = °°. л
(5-15)

то
lim sH В„ (У; х)- У (х)—-- (У; *) 5։. я (х) = 0. (5.16)

п

В [2] указано также обобщение соответствующей теоремы Берн-
штейна [5] для случая, когда f^.Cm [0; 1], т > 3 и все ։/я = 1.

6°. Пусть (х/я), рь, гп имеют тот же смысл, что в п. 5°, а в ка­
честве А/л выберем функции

Будем считать, что х/л<^0 при ։ = !,•• -,р, и 
4֊ !,•••, и. Положим

М*)= — (— 2 (1 - /«(х)) + 2. 
п \ I — v

(6.1)

что х/л 1 при i = р 4֊

Л ч

2А/(х)), '(6.2)
•• * UL * 1—р+1 /

°-= 2 ((14֊ Pi) In Л + ±У)՜'.’ - (6.3)
/=Д \ Р/ //

Мы докажем, что
п՜1 зя < 9„ (х), nSi. „ (х) < Чп (х) < ■(„ (х), (6.4)

откуда вытекает неравенство, аналогичное (5.12):
t’W&.iUXç’. (6.5)

Иэ (6.5) и теоремы 1 мы получаем для оператора (1.1), построенного 
по функциям (6.1), следующую теорему.

Теорема 4. Если /Ç С [0; 1], то 

|ВЯ (/; х) -/ (х)| < 2ш (У; <,֊'12 ). (6.6)

Следовательно, условие 
lira зд = оо (6.7)

достаточно для равномерной сходимости Bnf к J. 
Так как

1—А/(х) ,. h, (х) , ֊- — Л, (5 ։), ---------- (т), ),
1 —х х
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то для вывода первого из неравенств (6.4) достаточно заметить, что 

1п6- —У — ГпЛ-Ь—(6.8) 
\ XI /1 X р/ /

откуда, благодаря (5.4), следует, что

Неравенство я (х) < 0„ (х) очевидно, если учесть, что 0<А(я(х)<1, 
и формулу (4.2). Доказательство того, что бя (х)^]» (х), основано 
на неравенствах

у ։
1 ГЛ 1 Г 

у — х и < 4- р 1—х 3 / + р
X X

У •«
1 г Л1 1 г

у— х} 14-р—< х ] 14-р—#

справедливых при х, у £ ]0; 1[ и ?>0, из которых следует, что

(у) — (х) > 1—Л<(х) 1
у — х 1 — х

(6.10) 
му)-_*.(*)> *4*1 (,=,+1,•••,»).

у — х X

Итак, доказаны все неравенства (6.4), а значит доказана и теорема 4.
7°. Для операторов (1.1), построенных по функциям (6.1), спра­

ведлива следующая теорема, подобная теореме 3.
Теорема 5. Если У£С*[0; 1] и матрица (х/я) такова, что

Ит оя (1 + гя)՜2 п~։/2= оо, (7.1)

то
11тоя|вя(/; х)-/(х)-у £։ (/; х) „ (х) | = 0. (7.2)

Для доказательства заметим, что из явных формул для <р’։*) следует 
неравенство

|ф?»(х)1<е-1)!г;֊’<р;(х). (7.3)

Если положить g,^ = 1/<$п и учесть, что g'n = — ®' g^, то можем на՜ 
писать

и оценить это выражение, используя (6.9) и (7.3):
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IL3 (/; х)|< А,, շ gn (х)(Гп+1) —. (7.4)
°л

где А/. ՝ = шах Аналогичное вычисление дает
1</<V

/ И \2

|£э (/; х)| < 4Лл з gn (х)(г„+1)։ ( — ) • (7.5)
, \°Л /

Применяя (7.5) для оценки интеграла (4.6), получаем

,|Л (т*)|֊< 2Д/, з (г„ + 1)Հ ֊Y *ï (х) խ- х|. (7.6)
\3Л /

Далее, если учесть (3.3), (4.4) и (6.4), то будем иметь

3 Ф* (х) Ւ* — х| />* (х) < ՀճՀ п (x)Dn (х) < п՜3'2. (7.7)
*-о

Предельное равенство (7.2) следует из (4.7), (7.1), (7.6) и (7.7).
Неравенства, подобные указанным в [2], приводят к обобщению 

теоремы 4 для случая, когда f£Cm [0; 1], 3.
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հյո ֆունկցիաներով տրված մատրիցայով (3.2) և (3.3) բանաձևերով որոշվում են 
(1-1) գծային օպերատորները! Ապացուցվում է բավական ընդհանուր (3.4) անհավասարու­
թյունը։ Դիտարկվում են մասնավոր դեպքեր, երբ հյո ~ևրը որոշվում են (3.1) կամ (3.1) 
բանաձևերով։

i V. S. VIDENSKI, On approximation by Bernttein type operators (summary)

For a given matrix of fonctions (А/я) positive linear operators (1.1) are defined 
by formulas (2 2) and (2.3). A general unequality (3.4) is proved. Spécial cases where 
the hln functions are defined by (5.1) and (6.1) are considered.
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