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§1. Введение

Мы будем пользоваться следующими обозначениями: 5 (Е) — со­
вокупность всех измеримых функций, определенных п. в. (почти всю­
ду) на множестве Е, которые принимают лишь конечные значения п.в. 
на E; S (£)— совокупность всех измеримых функций, определенных 
п. в. на Е, которые могут принимать также бесконечные значения оп­
ределенных знаков на подмножествах Е положительной меры.

Далее обозначим через {(С, 1), /, Е\ множество всевозможных 
рядов вида 00

ui(x), а (л) £5(£), i = l, 2,---, 
1-1

которые суммируются методом (С, 1) к / (х) £ S (Е) п.в. на Е, где 
= mes Е^> 0.

Кроме того, скажем, что ряд 2 колеблется симметрично вокруг 
функции / (х) £ 5 (£) п.в. на Е, если любая подпоследовательность 

(Q, х) частичных сумм ряда 2 колеблется симметрично вокруг 
f (х) п. в. на Е, а именно: если

5(2, т, х) = 5«z (2, х)^>— со на Е, ■— I — м
то

S (2, т , х) = lira 5Я/ (2, х) < + со п.в. на Е1 «* 
и вместе с тем

/(■«) = -— (5 (2, ш, х) + 5 (2, ni, х)} п.в. на Е.

Теорема А (Марцинкевич—Зигмунд). Тригонометрические ря­
ды вида 

00

2 — 2 a» cos кх + bk sin кх,
*—о

принадлежащие классу ((С, 1), /; Е], колеблются симметрично вокруг 
/ (х) п.в. на Е*.

См. [1], стр. 264, где доказывается симметричное колебание последователь­
ности (2, х) частичных сумм рада 2, но, хак нетрудно убедиться, то же самое 
доказательство обеспечивает также симметричное колебание любой подпоследова­
тельности Sn/ (2, х). По этому поводу см. также [1], стр. 256.
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Вместе с тем, согласно известным теоремам Зигмунда и Колмо­
горова (см. [2], стр. 325, 326), если {к.} лакунарна, то из принадлеж­
ности ряда

cos£,x + b, sin к,х (кг (1)

классу ((С, 1), /, Е), |Е|> О, в частности, следует сходимость ряда 
2 к / (х) п.в. на Е.

Таким образом, в двух крайних случаях, когда последователь­
ность (А,) совпадает с натуральным рядом или является достаточно 
редкой, тригонометрические ряды вида (1) из класса {(С, 1), /, Е} 
обладают хорошим поведением—колеблются симметрично вокруг / (х) 
п.в. ня Е.

Естественно возникает вопрос: как обстоит дело в случае рядов 
вида (1), когда {Л,} отлична от вышеописанных.

В настоящей статье показывается, что теорема А допускает обоб­
щение, т. е. распространяется на ряды вида (1) для определенных 
классов последовательностей (£<), например, когда {&,} имеет вид 
пчт, * = 1, 2, • ’ ■, где п >1 и т^Л— произвольные натуральные чи­
сла. Вместе с тем доказывается, что, вообще говоря, ряды, вида (1) 
не обязаны колебаться’ симметрично вокруг какой-либо функции на 
множествах положительной меры, если даже от них потребовать го­
раздо большего, а именно, (С, ®^>0) суммируемости к конечной функ­
ции п.в. для всех а^>0.

Теорема 1. Пусть {£,) = (&Х<С к% <• • •)—некоторая после» 
дователъность натуральных чисел, 'удовлетворяющая следующим 
условиям:

к / 1 \ 1 я՜2
I - = о —) > г- X * 12*’+’- *’+2 - (2)

к,+\ \ V / кп "։

Тогда из принадлежности ряда (1) множеству {(С, 1), /, Е} сле­
дует симметричное колебание ряда (1) вокруг f (х) п.в. на Е. В 
частности, если ряд

00

2 — 2 a, cos и ■ V” х + 6, sin n vm х, 
»—։ .

где п^-1 и т 1—какие-либо натуральные числа, принадлежит 
{(С, 1), /, Е} классу, то 2 колеблется симметрично вокруг / (х) 
п.в. на Е.

Теорема 2. Для произвольной функции /(x)£S(0, 2к) суще­
ствует ряд 2 вида (1), обладающий следующими свойствами:

1) 2 суммируется к f (х) п.в. на (0, 2 к) любым методом 
(С, а>0);

2) для любой функции F(x)£S(0, 2«) некоторая подпоследова­
тельность частичных сумм ряда 2 сходится к F (х) п.в. на (0,2«)'
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ОО

3) У |а, |2+։ 4֊ |6,/2+* <С + °° Лля любого е>0, где а., Ь,—коэф­

фициенты ряда 2.
При этом можно добиться того, чтобы 

“ 1
4-Е ֊<+֊со и {£,} имела плотность нуль.

■>֊1
Ввиду приведенных утверждений естественно возникает следую­

щая, на наш взгляд, интересная и по-видимому достаточно сложная
задача: в тех или иных терминах охарактеризовать те последователь­
ности (Аг,|, для которых тригонометрические ряды вида (1) из класса 
(((7, 1)» /, обязаны колебаться симметрично вокруг { (х) п.в. на Е.

Представляется интересным и следующая более частная зздача: 
для заданного 7 £[0,1] существует ли последовательность [4,] плот­
ности 7, для которого ряды вида (1) из класса {(С, 1), /, Е} обяза­
ны колебаться симметрично вокруг / (х) п.в. на Е.

Из теоремы 1 непосредственно следует, что эта задача имеет 
положительное решение для любого

Теорема 2 получается из следующего более общего утвержде­
ния. Обозначим через {Т}'— класс всех линейных вполне регулярных 
методов суммирований, высота строк матриц которых стремится к 
нулю (см. стр. 58).

Теорема 3. Для произвольной последовательности {Тг} .ме­
тодов суммирований из класса \Т\* и для произвольной функции 
/ (*) € (0, 2*) существует ряд 2 вида (1), который суммируется 
к / (х) п.в. на (0,2«) всеми методами [Л} и вместе с тем обла­
дает свойствами 2 —4 теоремы 2.

Отметим, что ряд, существование которого утверждается этой 
теоремой, в определенном смысле является контрпримером для вы­
шеупомянутой теоремы Зигмунда о лакунарных тригонометрических 
рядах (см. [2], стр. 526). Отметим также, что теорема 3 доказывает­
ся в основном по схеме работы [3].

Наконец, точные аналоги приведенных утверждений доказывают­
ся и для рядов по системе Уолша*.

§ 2. Необходимые леммы и доказательства 
теорем

Теорема 1 является непосредственным следствием теоремы А и 
следующего утверждения о числовых рядах, которое мы сформулируем 
в виде леммы.

♦ Относительно аналога теоремы А для рядов по системе Уолша см. [4].
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Пусть имеем некоторый числовой ряд
ос 

а*,

где а* = 0, если Л? {Аг/) для некоторой последовательности нату­
ральных чисел • • •}•

Положим
а а*м 5д= £ а*р ая = 

/-1 /-1 П 1=1
Л Iя

•5« = V Ок, 3Л = ---У, -5».
>-։ «,_1

Лемма 1. Если последовательность (&/) = '' I удов­
летворяет условиям (2), то из (С, ^-суммируемости ряда 2 к 
конечному числу 5 следует (С, ^-суммируемость ряда 2 к той 
же сумме 5.

Доказате льство. Имеем

Зя = л оя—(л—1)яя_:, л=1, 2,---;

= 5/, если к։ < &<+!, г=1։ 2»,֊>.
Следовательно для кП-^}<^кп+1, л = 1, 2,••• будем иметь’

=Л £ £=4֊е з\-1+4֊ и-ы ~5п=
] ,-1 ■ 7 ,=2 7

7 ,=։ 7

= —£ (2Л,+։ - к.+2 - к,) ч ^+ х
7 ,-։ 7

X (л -1) ^_։ + ]~кп п ёя. (3)
7

Обозначим матрицу перехода от последовательности {ау} к по­
следовательности (а/) через |»Д Из (3) следует

£ = ֊ Г2 (2^+1 ֊ ^+2-*,) " + (2*я ֊ *«-! ֊ /) +
>—1 / ]

+ ^=^Л = — {2 (л-2) + (п - 3) йл-1֊(л-2) кп +
7 7

+ 2 (л —1) кп— (л—1) кп-\— (л —1)/+ и/ — кп-п} =■!— =1, (4)
7

когда кп -С 7՛ <7^/1+։ для любого л > 1.
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Теперь учитывая (2) и (4) легко убедиться, что Ца7,( является 
регулярной матрицей. Лемма доказана.

Перейдем к доказательству теоремы 3. Предварительно введем 
следующее определение и сформулируем необходимые леммы.

Определение. Пусть Ф = {Фя (х)}?—ограниченные' в сово­
купности функции, определенные ва некотором интервале (а, 6). Ска­
жем, что система Ф удовлетворяет условиям (К') на (а, Ь), если для 
произвольных функций /(х), Г(хК5 (а, Ь) и произвольного е>0 су­
ществует натуральное число р=р {/, Г, е) такое, что для любого на­
турального существует тригонометрический полином вида

Р(х) = Р(/, Г, ։, х) = V с*Ф„4(х) (лх<п։<- ••),
*-1

обладающий следующими свойствами:

К՛. 1. П1 > м

^.2. £ |с*|’+։ <2е;
*—1

К՛. 3. mes {х: |/(х) - P <х)|>е} < s;

для некоторого çÇ (1, р).
Тот факт, что р не зависит от N, мы будем называть условием 

Г. 5.
Лемма 2. Тригонометрическая система

[1, cos х; sin х, cos 2х, sin 2х, • • •}
удовлетворяет условиям (К՛) на (0, 2я).

Лемма 3. Система Уолша [ Wn (x)j удовлетворяет условиям 
(К') на (0,1).

Эти леммы непосредственно следуют, соответственно, из лемм 
1 и 2 работы [3].

Пусть Т— некоторый метод из класса {Т}՛ с матрицей |б^|, где 
։՛ индекс строк, a j индекс столбцов. Тогда, согласно определению 
класса {7’]', имеют место

Т, 1. i, j=l, 2,
T. 2. lia» h/=0; j=l, 2,---;

T. 3. lim E *v = i;

T. 4. lim sup {tij} = 0.
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Замечание. 1) Если какая-либо числовая последовательность 
(з/) сходится к конечному или бесконечному пределу з, то (зу) сум­
мируется к 5 любым методом Т, матрица которого удовлетворяет 
условиям ТЛ—Т.З (см. 2, стр. 126). 2) Нетрудно убедиться, что ме­
тоды (С, а > 0) принадлежат классу (Т\' (см. [5]).

Далее, пусть

3 аг, |д/|<1, :»=1, 2,-- (5)

—некоторый числовой ряд и (п*|, [р*]— две последовательности на­
туральных чисел, удовлетворяющие условию

к к
а/= 0, если £ (лу + ру) + 1 < (пу 4- ру) 4֊ л*+։, (6)

/-0 у —о
где ло = ро = О.

Положим
* к

(Р/ + лу), 5* =2 а/.
/=1 1-1

Имеет место
Лемма 4 ([3]). Пусть |7\}—некоторая последовательность 

методов суммирований из класса {Т}', ряд (5) удовлетворяет усло­
виям (6) и вместе с тем

։+2 л) 2 
Н-1 ' )='к+1>к+1+1

для 7=1, 2,--; Л = 1, 2, ■••;/ = !, 2,•••, 1с, где —матрица ме­
тода Т:. Тогда, если

111П 5г* = 5 к—
(з может равняться также ± со), то ряд (5) суммируется к з 
любым методом Тг, 1՜=!, 2,••••

Мы будем доказывать следующую теорему, из которой, в силу 
лемм 2 и 3, непосредственно получаются теорема 3 и точный аналог 
последней для рядов по системе Уолша.

Теорема 4. Пусть последовательность функций {|Ф (х)| -С 
-С1}“ удовлетворяет условиям (К') на (а, Ь), а [Г,)"—произволь­
ная последовательность методов суммирований из класса {Г]'. 
Тогда для произвольной функции (а, Ь) существует ряд

00

с*Ф,*(.г) (*1< *։<•••),

обладающий следующими свойствами:
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1) ряд 2 суммируется к/ (х) п.в. на (а, 6) любым методом 7} , 
/ = 1, 2, --;

2) для любой функции ,‘Г(х)6-5(а» Ь) некоторая подпоследо­
вательность частичных сумм ряда 2 сходится к Л (х) п.в. на 
(а, Ь);

ОО

3) £ |с*Р+*<4֊ со для любого е > 0;
*—1

00

V — <^4-оо и {у*) имеет плотность нуль.

Доказательство. Пусть {//(х))Г—совокупность всех сту­
пенчатых функций, принимающих рациональные значения, интервалы 
постоянства которых имеют рациональные концы.

Зафиксируем какую-либо последовательность положительных чи­
сел {еА}Г, удовлетворяющих условию

2%<։1- (7)
*-=։

Положим
Е= {х: х£(а, Ь), |/ (х)| < 4֊ оо),
Е+= (х: х£ (а, 6), / (х) = 4- оо), 
Е~ = {х: х £ (а, Ь), / (х) = — оо}.

Теперь, исходя из того, что последовательность (Ф, (х))“ удов­
летворяет условиям К'Л — К!.5 на (а, Ь), определим последователь­
ности натуральных чисел {р*}Г, {и*)“, {т*)Г, {<?*)“ функций {/* (х)}Г и 
тригонометрических полиномов ((?* (х))Г вида

тк +пк +л* +р*
(Л(х)- 2 6/Ф/(х)4- £ Л/Фч(х),

/”1Я* /-т* +л*

удовлетворяющие следующим условиям:

х) ^=0, /€ [»»*, т*4-и*—1], Л=1, 2,...; (8)

2) 6 + 2рЛ 2 /<'><-֊^,^=1,2,...,/=0, (9)
' и—։ '/-'4-։+л*+։ л

ь
где гц = У (р; 4- пу);

/-1
3) '|«*4-п* 4-р*<т«+1, к = 1, 2,---;>

։<■*/<*/+1, г'= 1, 2,•• •; [
т* +"* +Рк .. -

4) 2 ~ к~ 2 * 4»*”> (11)
‘=тк 1 г
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5)
/(х)- 3 0/(х)։ х£Е, 

/-։
+ 1, х^Е+,
-1, х^Е~, к = 1, 2,--; (12)

6) тез (х: |/* (х) — <2*(х)|>е*} < е*. к = 1, 2,- • •; (13)
*—։ +»*-։ ?*

2<2/(х)4- £ [б/Ф/(х)-р 2 6/ф,1(х)_
/=։ /—л։ 4 1~тк+пк

— Г* (х) > е* | < е4, (14)-

к = 1, 2, • • •, тк 4՜ п* 74 Шк + Пк 4՜ рк'г 
+пк +Р* <

8) 2 |6/Г‘*<2г*, Л = 1, 2,..-. (15)

7) тез < х:

Эти последовательности определяются следующим образом: положим

А(х) =
/(х), х^Е, 

4-1, х^Е+, 
֊1, х^Е-

и для Д (х), Еа (х) и вц воспользовавшись условиями К.'Л—1С.5 опре­
делим натуральное число р։ = Р1 (А £։, ег) и составим полином

МЧ (х),
ггь+п,-! Р1

где Ьг = 0, /£[т1։ т14-п1), а пх и тг выбраны последовательно таки­
ми, чтобы имели место (9) и (11) для к'=1 и .вместе с тем выполня­
лись (13)—(15) для Л = 1. ։ •

Далее, положим

А (х) =
/ (х) — <21 (*). х £ Е, 

+ 1, х££+, 
— 1, х £ £՜

и снова, воспользовавшись условиями К'Л — К'.5, для /։ (х), £։ (х) — 
-<21(х) И £։, определим натуральное ^число' /»։ = ₽։(/։> Ел—0^. и 
составим полином

(Л(х)= 2 6|Ф1(х)+ 2
1= тг 1~т, + л.

где Ь։ =0, 1' [т։, та 4֊ п։), а п։ и та выбраны последовательно та­
кими, чтобы имели место (9)—(11) для к= 2 и вместе с тем выпол­
нялись (13) —(15) для к = 2.

Продолжая этот процесс, мы последовательно определим выше­
упомянутые последовательности, удовлетворяющие условиям (8)—(15)».
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Теперь составим ряд

3 с* Ф.* (х), 
*=1

(16)

полученный из ряда^Х С* (х) раскрытием внутренних сумм. Из не­
равенств (10) сразу следует, что V* <С »4+1 для всех к > 1.

Убедимся, что ряд (16) является искомым, т. е. удовлетворяет 
всем утверждениям теоремы 4.

Для этого сперва заметим, что ряд

(17)

сходится к / (х) п.в. на (а, 6). 
Положим

Я«= и Л (#*П£),

H+=(J п (/7*п£+),

Н~= и П (#* п Е~).

Из (13) сразу следует, что
mes H = mes Е, mes Н+ =mes £+, mes Н~ ֊ mes Е~.

Пусть теперь Хд^Н, тогда х0£ “п (Я*Л£) для некоторого 

Отсюда, согласно (12) и (13) будем иметь

(18)

1Л (х0) — Qk (х0)|= /(х0)— £ Q/(x0) <6*

для всех к п0. Следовательно, в произвольной точке х £ Н и сог­
ласно (18) почти в каждой точке Е ряд (17) сходится к / (х).

Пусть теперь х0£//+, тогда

хо€ Л (Я*п£+)
*-я, 

для некоторого п0 > 1. Отсюда, согласно (7), (12) и (13) будем иметь 

2 Q/(-ro)= £՛ Q/(xo)-t-£ Qy(x0) = 3IQy(x0) + (i-n0)+ 

>“* /-։ /-». ;=i
* к

+ 2 [<2/ (*о)֊1> 2 Qj (XO)+(Æ -n0)— 2 . |Q,(x0) -fj (x0)|
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> 2 0/ (х0) + ( к— л0)— 2 Еу > 2 <2; (х0) + к — п0 —1. 
/-1 /-«, у-։

Последнее выражение стремится к -4- оо вместе с к. Таким образом, 
в каждой точке Н* и следовательно, согласно (18), почти всюду на 
множестве Е '■ ряд (17) сходится к / (л՜). Аналогично рассматривается 
и случай Е~. Итак, мы убедились, что

2 С*(х)=/(х) п.в. на (а, Ь). (19)

Учитывая, что |Ф,(х)|<Л, х£(а, Ь), ■* = 1, 2, ••• из соотношений (8) 
и (9) сразу получаем, что в каждой точке х0, где имеет место (19)» 
ряд (16) удовлетворяет условиям леммы 4 и следовательно суммирует՜ 
ся любым методом Г,, I = 1, 2,- • • к / (х0). Таким образом, ряд (16^ 
удовлетворяет первом у утверждению теоремы 4.

Теперь возьмем произвольную функцию Е (х) £ 5 (а, Ь) и пусть
Ига /*т (х)=/'(х) п.в. на (о, Ь). (20)

Рассмотрим частичные суммы ряда (16) вида
*_1 ™*т+я*т֊>

Ч(х) = 2<2У(х)+ 2 6дФ,(*)4֊ 2 6/Ф,,(х).
У-1

Из соотношений (14) и (20) следует, что
Нт (х) = У7 (х) п.в. на (а, Ь).

Убедимся, что ряд (16) удовлетворяет также остальным утверждениям) 
теоремы 4. Действительно, для произвольного е 0 согласно (7) йай՜ 
дется к0 такое, что е* е при к /с. Следсн։тел։нс, >з (7) и (15 
получаем 

~ „ т + пк-¥рк *0-1

21Ы։+* = 2 2 1Ыг+։<2 216/Г- +
1 ”“я։*+п> 1 1

+ 2 21*/1։+‘<2։2^12+*+ 2 2е*< + °°-
к—к, I к-1 I к—к.

Вместе с тем из (10) сразу следует

Остается заметить, что при построении ряда (17) нетрудно было бы 
проследить за тем, чтобы последовательность (тл| имела плотность 
нуль. Теорема 4 доказана.
Армянские государственные педагогические

институт им. X. Абовяна Поступила 23.IX.1979՛
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Լ. Ա. ՕԱԻՆՅԱՆ. Մարցինկևիչիս և Աիգմունղին պատկանսղ մի բհորեմի մասին (ամփո- 

փումJ

Ուսումնասիրվում է Q Օ, COS к/ *+ b, Տ1Ո kf X (£։ < kt < • • • ) տեսքի շարքերի մաս.

/=1
նա կան գումարների վարք g E դրական չափ ունեցող րաղմոլթյունների վրա, երր Q-ն (С, 1) 
եղանակով հանրադումարվում է վերէավոր ֆոլնկցիաքի E-ի վրա լ

L. A. SHAHINIAN. On a theorem of MarcinkeWics-Zygmund (summary)

In this note, we consider the behavour of partial sums for series of the type

2 — У а4созлжх + 6tsinnkx (ni<n2<- • •), 
*=1

where is summable (C, 1).
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