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Введение

Пусть К (1)^1 — непрерывная функция, определенная при 0 < 
< { 1. Обозначим через Ац множество аналитических в единичном
круге функций, для которых

sup log l/(z)| 
М<< K(l-|z|)

<Հ оо. (1)

В частном случае, когда /T(f) = l, Ак совпадает с пространством 
ограниченных аналитических функций Н~. С. Я. Хавинсон [5] доказал 
следующий результат. Пусть последовательность {zi]*Li, |г*[<^1, та­
кова, что 

00

2 (1—1**1) = 00
*—1

а
>+i| - |ц|>8>0 

(1-1«+։1)(1-ЫГ
где 3 не зависит от L Если / (z) £ Н՞ и

Jim (1 — |z*|) log l/(z*)|= — оо, (2)

то f (z) = 0.
Аналогичный результат, при несколько других предположениях 

ва {z*}*Lj, ранее был получен И. В. Ушаковой [7].
В работе автора [1] было получено обобщение приведенного вы­

ше результата. Смысл этого обобщения заключается в следующем: 
на последовательность (zjt)£.j налагаются более сильные условия, чем 
■в теореме С. Я. Хавинсона, однако условие (2) заменяется более сла­
бым. Эти новые условия на {z*}“=i заставляют точки z* рассеиваться 
по кругу. Таким образом, рассеиванием точек (z*]“_i удается осла­
бить условие (2) в теореме С. Я. Хавинсона.

В настоящей статье доказана теорема единственности для функ­
ций из Аь, аналогичная результатам работы [1]. В этой теореме по­
казано, что для врех классов Ак, для которых функция К (t) удов­
летворяет условию

•О
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можно, с помощью рассеивания точек ослабить условие на
скорость убывания функции по этой 'последовательности.

Кроме того, в последнем параграфе настоящей статьи показано, 
что эффекты указанного типа могут быть получены не всегда. По­
строены примеры, показывающие, что для весовой функции K(t), ра­

стущей при /—*0 быстрее, чем[-֊-, нет таких эффектов.

1°. Введем некоторые обозначения. Пусть h (г)—неотрицательная 
непрерывная функция, заданная при г^>0, a E^dD—некоторое мно­
жество, где D={z; |лг|<^1}. Рассмотрим ^все покрытия множества Е 
счетным набором кругов Si радиусов г*..:

U = £ 
I

и положим
(£)=ы(3h(n) Y 

\ I /

где infimum берется по всем таким покрытиям. С величинами Мп (£) 
можно познакомиться в книгах Л. Карлесона [2] и А. Роджерса [3]_ 
Ниже мы приведем некоторые элементарные свойства этих величин. 
Для любого dD, Мп (/) > 0. [Если F S=. Е, то Мп (/•)•< Мп (Е) и 
для^ любых Е и F v

Mh (EUF)^ Мп (Е) + Мп (Г).
В случае, когда К (г)>с^>0, г^>0, для любого Q=£Fc^.dD, Мп 
Легко проверить, что если

lim Л.(г) —о, 
г - о Г ’

то Мп (dD) = 0. Из последних двух свойств Мп (Е) следует, что на. 
функцию h (l) естественно наложить ограничения

lim Л (г) = 0, lim AIzl >Q։ 
'-° TZn՜ г

Пусть F с dD— некоторое множество, а х—точка из замкнутого еди­
ничного круга D. Обозначим

> Р (х> F) = inf |х — у|,
уег

где |х — — расстояние точек х и у. -Предположим, [что х (/) > 1 — 
невозрастающая интегрируемая функция, определенная при £>0. Обоз՜ 
начим через х (/■) следующий^ интеграл:

2«
х (£) = J * (р (ен, £)) Л. 

о
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Лемма 1. Пусть х (f) > 1—непрерывная невозрастающая 
функция, определенная при t > 0, причем 

lim х (£) = оо. 
t—o

Если для некоторого множества F с dD, z (?) <С °°» то
Мл (?) = О, 

где 
t

A (f) = J * (х) dx. 

о

Доказательство. Заметим, что из условий х (?) < со и 
lim x(f) = co следует, что т (F) — 0, где т — мера Лебега на dl)< 

Далее, для любого в > О существует 3 > 0 такое, что если dD и 
т (G) <Z S, то

Jjx (р (еп, ?)) dt в.

Так как F имеет нулевую меру, то существует открытое множество' 
FC G такое, что т (G) < 3. Обозначим через Gj, j—1, 1, - •• все 
составляющие интервалы множества G, которые пересекаются с мно­
жеством ?. Тогда имеем

m (Оу)
Мл (F) < S С X (х) dxC S Сх (р (eV, F)) dt<. Сх (р (ем, F)) dt< вг

7 0 1 Оу о

I
где A (t) = j Х*(х) dx. В силу произвольности в имеем 

б;
Мл (Г) = 0.

Лемма 2. Пусть х (Q>-1, непрерывная интегрируемая 
функция. Тогда для любой неотрицательной неубывающей функ" 
ции А (/), которая удовлетворяет условиям lim А (/) = 0, th (х) -С 

/-о
-С A (fx) при 0 t, х 1. и

t 
lim —Г х (х) dx =0 
<-о А (/) J

существует такое замкнутое множество E£^dD, что Мл (Е)>0 и

Доказательство. Построим семейство интервалов Д/„ 
и = 1, 2,՛--, где индексы независимо друг от друга принимают' 
значения от единицы до щ. Это семейство мы выбираем- таким> обра­
зом, чтобы удовлетворялись следующие условия:
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1. Д/„/«•••. — замкнутые интервалы, которые не пересекаются 
друг с другом при разных наборах индексов /1։ • • •, 1Я одинаковой
длины;

2. Для любого допустимого набора индексов ։»>•••> М имеет 
место включение

Д/ь /я_|. ‘п с Д/.... . /я_р„

3. Для любого п интервалы Д/„..., /Л имеют одинаковую длину, 
т (Д/„..., /„)=/<•

Числа 1к мы выбераем таким образом, чтобы
п։ па- • • л* А (/*) = !, А=1, 2,-• •. (4)

Натуральные числа пк будут выбраны несколько позже. Заметим, что 
существует семейство {Д/и..., /„}, обладающее приведенными выше 
свойствами. Действительно, для этого достаточно проверить, что 
имеют место неравенства

(Лт+-։ \
Д/1. --./т\ и Д'» ‘т+1 ) т=1, 2,֊ • •.

Вспоминая соотношение (4), вышеприведенные неравенства можно при­
вести к виду у А՜’ (х)= А՜1 (ух), 0< х, у <1, где А՜1 (х) — функция, 
.обратная к А (у), или, что то же самое, у к (х)<^ А (ух).

В качестве множества Е рассмотрим пересечение

£=а(а,(1.
Из (4) следует, что ЛГл(£)>1. Если inf —-—>0, то из условий 

<>о Л (0
теоремы следует, что * (t)—ограниченная функция и поэтому * (Е)<^со.

Предположим, что lim - =0. Легко заметить, что тогда т(Е)=0.
։—0 A (t)

Рассмотрим открытое множество dD\E. Составляющие интервалы 
этого множества состоят из составляющих интервалов множеств

лт+1
Д/1. и △/„•••, 1т, 1т + 1>

‘л+1-1
где I!»*"« г»п принимают всевозможные допустимые значения. В силу 
определения имеем

I о
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Пусть ш (х)— неубывающая непрерывная функция такая, что

Имеет место неравенство
ш(т)=п1--- Пт, Л1=1, 2,••••

После замены переменной у = Л-1 последнем интеграле՛

получим

«(*)< [гК( (*<(> л )*•-’ (тгУ
А (у) \ и / \ А (у)/

° 0

где а = Л՜’ (—-—V Так как по условию леммы

(5)

։
Нт —-— I х (х) бх = О, 

А (0,1

то существует неубывающая непрерывная функция ш (х), которая՝ 
удовлетворяет условиям: <о (п)—целое число при целом п\ и (п+1/ 
делится на "»(и); Нт «> (х) = оо и сходится интеграл (5). ГСущество- 

вание такой функции ш (х) позволяет выбрать числа пи с нужными
Ц) (&-Т-1)

нам свойствами следующим образом: пи = —1-------. ЛемМа доказана.

2°. Пусть ф (0— непрерывная неубывающая функция,՛ заданная 
при 0 < I, причем ф (0) = 0 и

вир ------- <, ОО.
о<< £

Для любой такой функции V (<) и любой ТОЧКИ У^дй положим1

д9 (у) =

Мы будем пользоваться также обозначением

д? (А) — II (у),

где Г—некоторое множество в дБ.
Многомерный вариант приведенной ниже леммы был доказан 

работе автора [4]^
Лемма 3. Пусть — невозрастающал непрерывна*

функция, заданная при /^>0, а ф (/) — неубывающая непрерывная
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функция, определенная при t^>0, причем ф (0)—0, sup - 00 •

Тогда для множества

F=lrufdD; sup — -----= оо|,

где и (z)—любая неотрицательная гармоническая в D функция, 
имеет место равенство

Мл (F) = 0,

где А (0 = ? (О g (ф(0)>
Обратно, для любого F^. dD такого, что Мл (F) — 0, сущест­

вует неотрицательная гармоническая функция и (z) такая, что 
в любой точке у£Т имеет место

(у) г (1 — |г|)

Следующее утверждение показывает, что существует функция 
<р (/), удовлетворяющая условиям теоремы 1.

Лемма 4. Пусть К (/) — невозрастающая непрерывная функ­

ция, определенная при <>0, причем 0<^К (/) < 1, (Ух* К (х)) > 0
</х։

.И

Тогда существует неотрицательная неубывающая функция ? (t) 
такая, что

JЛ (<р (/)) ОО.

Доказательство. Положим ? (х)= /х1 К (х). Тогда

1
Остается проверить, что J К (<р (х)) dx < оо. Имеем

о
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В последнем неравенстве мы воспользовались тем, что <р* (х) 0г 
Далее имеем

[*(• (х)) Л« Г dv (х) =
J J ? (х)о о

Лемма доказана.
Отметим, что функция <р (t) из леммы 4 может существовать и 

при других предположениях на К (t). Поэтому в теореме 1 на функ­
цию К (t) налагаются только те ограничения, которые нам кажутся 
наиболее существенными.

В дальнейшем мы всегда будем предполагать, что функции К (t), 
g (t) и ф (/)> фигурирующие в формулировках наших результатовг 
удовлетворяют условиям:

sup—1—\°°, sup —-----< co, sup 1------ - < oo.
o<t K(2t) oo g (2t) o<t <p (t)

Теорема 1. Пусть K(t) и g (/)—невозрастающие непрерыв՜ 

ные функции, для которых 1 -С /S (Z) -С g (/) -С — и

Пусть <р (t) > 0—неубывающая непрерывная [ функция, определен-' 
ная при 0 <,1-^.2, причем ---- неубывающая, ^-—-—монотоннаяг

if' (0 sup -----— < со и
о< t <р (t)

О б

Для любой, гармонической в единичном круге функции и (г՝), 
которая удовлетворяет неравенству

и(г)<М К (1— |г|),

где М не зависит от г(^.П, положим
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£= [у £ д£>, зир = <4 •
Г ' му (1 — И) I

^Если Е^Е—произвольное замкнутое множество, для которого 
К (? (Г)Х °°» то М/‘ (А)=о> ։«<в А (0= Т (0 8 (? (О)-

Доказательство. Предположим обратное, т. е. множество Е 
содержит замкнутое подмножество Г такое, что К (<р (Л)) < со и 

/8л "**
(/)>0. Обозначим через {(е , в )}?-ь семейство состав­

ляющих интервалов множества дО\Е. Определим функции
(!■-»;)( >;-о)

/<») = с у

о
при в* 0 -С и /(&)=0 при е'8£/՜. Здесь с>0 некоторое число, 
которое будет выбрано в дальнейшем. Рассмотрим ^область и, опре­
деляемую условием

С={^А/(аг^)<1-И1-
Заметим, что если точка г лежит на границе области 6 и !> = аг^г ~ 
€ (&*> °*)> то

(°Л)( °;֊8)
°*՜8*

1-И = /(») = с у <Н <с? ((Ь ~ &) )<

о
<с?^-֊ппп (&*—? (₽(|гр

где А—число, зависящее только от функции <р (<). С другой стороны, 
имеем

/(&— &:) (&;-0)\ / / г \\>с1о։2т(^в;—■^Г)>сВ. (р(^./՜)).

где В зависит только от (/). Очевидно, что полученные нами не­

равенства имеют место и при — Г.
14

Обозначим через то = и (г) функцию, которая конформно ото­
бражает единичный круг на С. Мы утверждаем, что производная 
функции ш (г) удовлетворяет неравенствам



О единственности аналитических фувкдин 11

0<^ 1п£ |о/ (г)|, зир |«/ (х)1 со. 
1^0 /££>

В силу теоремы Варшавского (см., например, [6]) для втого достаточ* 
ио показать, что модуль непрерывности функции / (8) удовлетворяет՜ 
условию

хЗл
г

Пусть 8Х и 8, принадлежат интервалу (8*, 8'). Тогда

•(^-да-м
,д (*;+»; --
(’г-МЧк

у к -—ё; ֊ъ )
(8,-84)(8;֊ 8,)

(8; + »;-28^

В случае, когда 81 С 8, имеем

ф

\У (»1) -у (»,)!-<-
\ )

о;֊»;

р,-»Ж֊Ж)\ /а,-а' \
П о;-а, ) 28,-(8;+8;) <р \-֊гу 8,-8, 

+ (8,֊8ж֊^ »;֊<>; ^֊х՜ -г=т-<

—»Гж— •
? (»;-&*)
(8;-8;г (8,-80.

Если <р (О — неубывающая функция, то

I/' (&2)-/'(»1)1<Л (8,-80.

Если у (0 невозрастающая функция, то

1/4^)֊/'(&1)! < в •

Окончательно получаем
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1Г (»1) -Г (».)1 < д*8_ ֊-} ■
Рассмотрим случай, когда 8* 81<^8։<^ ' . Заметим, что

если 8Х —8* -С 8։ — 8։, то

/8Х-»; \
1Г <8 >-Г (8 >1 < 4 Т <Л ' <й- - й-’ .
I/ <»Л /(»,)!< 4 -■֊ и;_а;^л , „

3 случае, когда 8։ — 8Х &! — 8*, достаточно оценить разность.

7 к о, / 
(81֊»;>(«;-м

V-»;

/М(»Н,П 
7 \ 8*-°* /

(8։-8д)(и;-0։) 
«; к к

(<?' (0 —ф (О
8?-О՜.

’(,)֊ л.

с Ф (0 <■ьсли--------- г неубывающая функция, то

»1-о;

„(».-»1) 1»;+»11
—м 8* - 8; <^18,-8,!

ф 0)Если -----невозрастающая функция, то

-(».-»ж-оо

*2-< 
с Ф (О

3£8,-81)

1'

а' э: •
2
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Следовательно

1Г (».)-/' (».)!֊<« (|».-А|+ 7 (9‘ + С <л).
®*-°* ,Л ' 7

Из того, что ? (В) = 0 при е/в£/՜’, следует, что полученное нами не­
равенство имеет место не только для и &։, принадлежащих какому- 
то интервалу (&*, &*), но и для любых расположений и &։. Таким 
образом

Поэтому

ГлН^л<а։
3 8

Определим функцию V (*)=и (то (х)), 
Имеем

и+ (г) |«/г| = I и+ (то (г)) |</г« М \ К (1 —|то (г)|) |</г| -С

МД К <? (Р (г, Г))) |<М
дО

где и+ =тах {«, 0}, ЛГ1( Л/։, Л#։—постоянные. Следовательно, функ­
ция «(г) допускает представление в виде у(г)=у1(г)—о։(г), где 
юг(г) и «։(г)—неотрицательные гармонические функции.

Число с^>0 в определении области б можно выбрать настолько 
малым, чтобы при С £ Дф (Г՛) имело место неравенство

1֊|С|<2р(С, дв).
Пусть С £ б удовлетворяет неравенству

< 2р(С, дв),

та& — некоторая точка из множества Г. ^Так как то (я) и ш՜1 (С) 
имеют ограниченные производные, то существует 0 < А оо такое, 
что
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w-J (Q
|w-։ (01

Ар (С, дС) -Ср (ш 1 (С), дО).
Следовательно

Л. ( П < ? (г) - -У )< 2р (С,
Л |«-1(011/ Х| ю |/

<_2 р(«,-> (0,<Ю) = ֊Ч1-!«г։(91). 
А А

Поэтому
Ду (w(z)) С W (Ад«у (z)), 

2

при z^F. Откуда следует, что FC w (Н), где 

Н=1у£Ы>, sup I” (w) 1 ■ ■ 
l «6АД» , (y) S ~ I® I)

2
В силу леммы 3 ЛГ*(//) = О, что противоречит предположению 
Л/л(Е)^>0. Теорема доказана.

3”. В этом параграфе мы докажем леммы о произведениях Бляш­
ке. Эти леммы в некоторых частных случаях были доказаны в статье 
автора [1]. В конце параграфа мы приведем основной результат на­
стоящей статьи о единственности аналитической функции из Лк.

Лемма 5. Пусть {г*)£_1— последовательность 'в единичном 
круге, удовлетворяющая условию

со.

Пусть 1< 8 (О'С ~— невозрастающая [непрерывная функция, а

0< У (О С I— неубывающая непрерывная функция. Тогда суще­
ствует Е С дИ такое, что Мл (£) = 0, где ’Ь (0 = у (0 8 (у (0) ‘ и 
для любой точки у £ дП\Е сходится ряд

V 1 
»»6‘у (»? (1— |я*|)

Доказательство. Для любой точки 0 г £ О положим
Су (г) = {у£д&, г е Ду (^}-

Через Ху у) мы обозначим характеристическую функцию множества
С<р (г)> У 6 Определим функцию

/(ж)-2
к-=\ 8 (1 1г*|)
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Заметим, что

/(У)= ,* (у) ^(1-|г*|)'

Поэтому достаточно доказать, что множество
E={y£dD, f(y)=<*>}

имеет нулевую Л-хаусдорфовую меру. Предположим, что это не так. 
Тогда по теореме Фростмана (см. Л. Карлесон [2], стр. 14) сущест­
вует константа а такая, что едля любого компактного множества F 
существует неотрицательная мера р, обладающая свойствами

Р(5Г)<А (г)

для любой дуги Sr^dD длины 2г и

^F)>aMh (F).

По теореме Безиковича (см. Л. Карлесон [2], стр. 18) Е содержит 
замкнутое подмножество F, для которого Л/л (А) > 0. Пусть р—мера, 
соответствующая множеству F. Тогда имеем

■»=('/(«) 4*(г) - 2 7‘п <

(1 -|։д|) sup------f (ж))-------
‘ ' М* <1֊И) И1֊Ы)

Заметим, что Ст (z)— дуга на dD с центром в точке — и длиной 
1«|

т (Ст (z)) = ®“։ (1— |z|). Поэтому

°° -С f V (1—k*l)^ sup ---- * ------- -С ( Vi (1—IzJ)^ X
J (1֊ kl) g (1 — |zi) ;

SZ A <f-։ (0)X sup ———г-LL <2 co.
°<«<i tg (/)

Из полученного противоречия следует, что Л/л (Е) = 0.
Аемма 6. Пусть i—последовательность в единичном

круге, для которой сходится ряд

“ 1
X ------< °о,

где 1 < g (0,<-^---- невозрастающая, a tg (t)— неубывающая функ­

ция. Тогда для любой последовательности (гл)л°11, удовлетворяю- 
щей условиям
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,?։А’(1֊Ы)

inf |g (1—1*/1)—g (1—

имеет место неравенство

■r— log IB (zn, {w»})l x. _
-- g(i-N) >

аде B(z, («,*))—произведение Бляшке с нулями в точках |ю*|.
Доказательство. Рассмотрим отображение

'<*’-7(77^0՜)'

где О =/= D, при z = 0 положим я (0) = 0.
Заметим, что к (г) отображает единичный круг на себя и для 

любого z С D, |я (г)|< |z|. Докажем, что имеет место неравенство

И (z)i — |я (w)i I < I н — 1 ц>| I. ,9)
1 —Iя (*)1Iя (w)il " 11 — 1*1 lml I

Обозначим х = 1—|w|, у = 1 — (z|. Тогда неравенство (9) примет вид

1 
g (х)

1
1*—»1g (у)

1 + 1 1 |х+у—ху|
g (х) g (у) g (х) g (у)

Не теряя общности можно предположить, что х у. Неравенство 
(10) эквивалентно следующему:

2Е_ + лг_ + —»—+ — (11)
#(х) 8 (у) #(х)?(у) 8(у) g(x) g(x) 8 (у)

Так как g (/)—невозрастающая, а tg (I) — неубывающая функция, то

У х ХУ _^У_ 2У < 2т
8 (х) 8 (У) 8 (*) 8 (У) ’ 8(у) ' 8 (х) ’ g(x) g (у)

Суммируя эти неравенства получим неравенство (11). Далее, в силу 
(9) имеем

1В (КЫ1, (I- («..)||)| = П п |^~|">||<
*=! 1 — 1« (*)1 1« (»*)1 *_։ 11 —

<|В(я, (ш*])|. (12)

Заметим, что последовательности (я (гя))“_1 и (я (ш*)1^։ обладают 
свойствами
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li-J ((1— |к(д/)|)(1— Мг/)|)| '*/
3. 2 (1-н..)|)=Ё - 1 = <».

Из свойства 1 следует что произведение Бляшке с нулями 
{|к (ш*)|}д1.1 сходится. Из 2 и 3 следует, что последовательность 
[|к (гЛ)|}л-1 удовлетворяет условиям'теоремы С. Я. Хавинсона (форму­
лировка этой теоремы {приведена во введении настоящей статьи)- 
Следовательно

lim (1 — |я (дя)|) log |5 (|к (ся)|, {|к (ш*)|})| > — оо. 
Л-»»

В силу неравенства (12) имеем

log|B(zK, {w»})| > _ то 
g(i— knl)

Лемма 7. Пусть 4ф (<) <^ — неотрицательная неубывающая 
функция. Положим, что для точек у^дО\ г, имеют место 
неравенства

2 (l-|w|) < ? (L- -2-1) , 1 - \z\> с<р (у-֊|)> 
\1 X kl I/

? (2<) Тгде с = sup ------ 1огда имеет место неравенство
0</ ф (f)

-4 (1- ш —z
1—w z

3

Доказательство. Имеет место оценка

(1-|ш|«)(1-И) 
|w — z|։

(1 ->Р)(1- н»)
|ш — z|8

Заметим, что если имеет место неравенство
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Следовательно

Поэтому, если точки z и w удовлетворяют неравенству (13), то
(1- w|’) (1֊|*1։) <log

W -Z 2

1 —w z

Таким образом, достаточно доказать, что из условий леммы следует, 
что г и т удовлетворяют оценке (13). Пусть г.£дО такая точка, что 
имеет место равенство

|у-сц-2(1_|и,|)=’г,_^ . 
। 1«»|

Имеем
2(1-1« |)<?

Поэтому

-2 (1—|«|)=|у — С|.

в

2 (1-|«։х<рИу- üd 'j (iir-ci).
\| |w||/ \ 2 I |w| /

Отсюда следует, что 2(1— |w|) Aff> (у). Следовательно, 
lz£D; z— ^-|<2(1— |w|) Iß Aef (y)=0.’ 
I |w|l J

Так как (у), то

2(1-|«|)

Теорема 2. Пусть К (I) и а (/)—невозрастающие непрерыв­
ные функции, для которых

1<АГ(О<у (<)<֊, зир-^֊И<оо
* 0</ |?' (01

.и 

о
Пусть ® (0>0 — неубывающая непрерывная функция, определен­

ная при 0 <<<2» причем неубывающая, —монотонная,

С (0 Бир -—— <՜ оо и 
0</ (О
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• 1 1 t
[■ ’Ш. dt<co> [к (? (/)) dt < СО, lim 1 С К (ф (х)) dx = 0.
J t* J ‘-o?(O^(?W)J
• ° ° 
Пусть [z*|*Li—последовательность точек в единичном круге D, а 
Е—замкнутое множество в dD. Предположим, что для любой 
точки yk.E существует подпоследовательность (znJ*Lj, удовлет­
воряющая условиям-.

1. *=1, 2, --;

2. inf lg(l-l^l)-g(l-l^)l>0;

“ 1
3. У,------- = оо,

а множество Е удовлетворяет условиям

Мп(Е)>Ь,

где Л (/) = «(/) g (<р (/)).
Тогда если и

Ит bgj№)l _ от>
Л— ?(1 — М 

то f (z) s 0.
Доказательство. Предположим обратное, т. е. что суще­

ствует / (z) £ Ак, f (л) ф 0, удовлетворяющая условиям теоремы. Сле­
дуя конструкциям, приведенным в теореме 1, построим область G и 
обозначим через w = w (z) функцию, которая конформно отображает 
единичные круг на G. Повторяя рассуждения теоремы 1, легко убе­
диться, что F (z) = f (w (z)) имеет ограниченную характеристику. 
Обозначим | а*) — последовательность в D, где w(a*)=z* и пусть 
F= \z£dD, w (z)^E}. Заметим, что Мь и последовательность 
{ал)л^1 удовлетворяет условиям 1, 2, 3 нашей теоремы, где вместо Е 
нужно брать множество F, а вместо <р (f) функцию с<р (f), где с—по­
стоянное число. Имеем

Ita l»g|F(a»)l _ _
*— g(l — |a*|)

Из теоремы Неванлинна следует, что F(z) допускает представление 
в виде

Si
I f e" 4-z 1F(z) = zp В (z, {6*]) exp ,, dp(0+fCl»
I J te“ — z J

о

где p — натуральное число, В (z, )—произведение Бляшке, состав­
ленное по нулям функции F {z), р—конечная мера, С—действительное 
число. Следовательно
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1о% 1^ (*)1 = р 1ог!4 + 1°г |Д(», {6*1)1 ------ ц Ф—։ (М)
я(1-И) *(1-Н) 8 (1-М) . г(1-Н) *

где и (г) можно представить в виде разности двух неотрицательных 
гармонических функций. В силу леммы 3 существует Е2 с дО такое, 
что М/1(Г,) = 0 и для любой точки у^дВ\Г1

я(1—|г|)
(15)

Так как
1!т =о,
И-1 8 (1 — Н)

то остается исследовать второе слагаемое в (14).
В силу леммы 5 существует Е2с.дО такое, что Мк (Е2) = 0 и

(1—16*|)

при у £дВ\Е2, где сх — постоянное число, удовлетворяющее неравен­
ствам

О с , г 2-------------- 77Гл՜ , С 1ПГ --------2„ор Ь®)
0</ ® (/)

Введем функцию

V

Заметим, что V (г)— неотрицательная гармоническая в О функция и в 
силу леммы 3 существует множество Е2с.дВ такое, что Л/л(Л'х)=>0 и

эир --------------
8(1 — И) (16)

при у^дВ\Е3. Так как Мп (/*)2>0, то существует точка у £2’\(^’1и 
иЛи/*։). Разобьем произведение Бляшке В (г, {6*]) на две части

В (г, {6*}) = В, (=) В2 (г), 

где 2?! (г)—произведение Бляшке, составленное по тем Ьц, которые 
попадают в Дс>? (у), а В2 (г)—по остальным точкам 6*. В силу леммы 6

.1^ М >__оо 
8(1-|ап|)

Далее, ® -.силу леммы 7, имеет место неравенство

(17)

1о։|В,и)|>- _2> ; 
ь*е4С։т<»)

16*1
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при Поэтому из (16) следует, что

(]8)
дел, ։у) я (1 — |«|)

Из неравенств (15), (17) и (18) вытекает, что

' ■ — 1о? |Г (а*)| __пш — ----------- — ос.
а*еА?1У)^ (1—|а*|)|о*|-1

Полученное неравенство противоречит условию, наложенному на'функ­
цию Г(г). Теорема доказана.

4°. Мы рассмотрели такие классы Ак, для которых функция К (I) 
удовлетворяет условиям

1</Г(ф<֊и
о

Естественно возникают вопросы: можно ли доказать аналогичные тео­

ремы для классов Ак, где К (1) растет быстрее, чем -֊-, при < —>0, 

а также обобщить результаты настоящей статьи, предполагая, что 
§ (I) -С К (О? В этом параграфе мы построим примеры функций, кото­
рые дают отрицательный ответ на поставленные выше вопросы. При. 
меры будут построены для таких функций К (/), которые допускают 
представление

(

где н — неотрицательная конечная мера, а е — любое число больше 
нуля.

Обозначим
оо

. Г V1
и (те“ )“2 Г։ соз (2* о ——- (0,

К-0 Л 1 V/*

где Г (/)—гамма-функция Эйлера. Заметим, что

|«(ге“)1<2 *('« С
Л—0 м ' V Л 1I 0 в

оо оо

1 Г (• * ч1*~*
=.֊֊ ( ՛ 1 <М*(0<1о?2 Луг(01ог'—

• 1ок — г
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1 r dy (t) < 1 f dy (t) = K(l—r)
<log2j iog< bg2 j (l-r)‘ ։°S2

■ r

Теперь рассмотри*։ функцию и (z) на радиусах (z; arg z =к2։ *л)* 
где л = О, !,•••» 2*. Имеем

'JD

4-1 i Г 2-"« (ге«2’-*"9= 2 г2' cos (к2/֊‘+>) ֊ dy (0+
/-0 У V?

Выберем г = г* таким образом, чтобы 24 log — = 2, где '8 — фикси- 
Гк

рованное положительное число. Тогда имеем

и (г* е*2՛ *Л/)
fer-M

2« о

Заметим, что число 8 0 можно выбрать настолько малым, чтобы
имело место неравенство
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=с /г(1-г*),

где с—постоянное число, не зависящее от к =1, 2, — • Окончатель­
но мы получаем, что

sup ---------------<՜ ՕՁ
K{\ - H)

и в точках £Л,А=ехр —- + ^2*՜* лД , где
12* J

имеет место неравенство

2*, £=1,2, -••

Заметим, что для любого у £ дО существует бесконечное множество 
точек вида г„, которые попадают в Д/_ (у). Поэтому

6

Ita -м-ц)
ծ»-У

0.

Существование гармонической функции с указанными выше свойства­
ми показывает, что функцию g (I) нельзя брать меньше функции К (I). 
С другой стороны, из результатов Н. К. Никольского [9] следует, 
что для достаточно широкого класса функций К ({), растущих при

է 0 быстрее, чем — (например, для К (է) = —а 1) гармоничес­

кая функция и (г), для которой -и (г) С- с (А7 (1—|г|) допускает такую 
же оценку снизу: и (г) > —сх К (1— |г|). Следовательно, для таких К {I) 
не имеет смысла брать функцию £ (<) растущей быстрее, чем К (1).
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Ա. Ա. ՎԱՂԱՐՇԱԿՅԱՆ. Եզրի մոտ անող անալիտիկ ֆունկցիաների միակության մասին 
(ամփոփում) .

Ներկա հողվածում ապացուցվում են նոր թեորեմներ ձ լՀ դասին պատկանող անալիտիկ 
ֆունկցիաների միակության մասին։

A. A. VAGARSHAKIAN. About uniqueness of analytic functions growing 
near the boundary (summary)

In this paper a new uniqueness theorem for analytic functions in classes Ak is 
proved.
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