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Введение

Пусть Rn—л-мерное эвклидово пространство точек [?),?. = («i,՜• ‘ 
• ••, ?„), Z+—л-мерное пространство мультииндексов а = (о^,• • •, ։л), 
где а/ (։ =!,•••, л)—неотрицательные целые числа.

Для ?£/?я, *>0  и положим ?։=^*  • с'Л,

i«i=S »/, ^ =(=#՛,•••, sA 1=1 = УзТ?’ 
Ы 1-1

21
D*  = D*՝  • • • Dnn, где Dk= —, к- = 1,- • •> п.

о?»
Определение 1. Многочлен Р (?) называется Х-однородным 

X£Rn порядка к, если Р(?՛ ?1։ ?n) = tk Р (?) для всех ?£Р„ и
f>0.

Определение 2. (см. [1], определение 3. 2. 1). Многочлен 
Р (5) сильнее многочлена Q (?) (Q<^P), если существует постоянная 
С > 0 такая, что

Q(?)<CP(0 (1)

где для данного многочлена R (?) функция Л. Хёрмандера R (?) оп
ределяется формулой

/?(0= S|£)‘P($)|«j • (2)

Определение 3 (см. [1], определение 3.3.1). Многочлен 
Р (?) доминирует над многочленом Q (?) (Q < < Р), если

sup —---- » 0 при t -* со, (3)

где для данного многочлена R (?)
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Определение 4 (см. [9], определение 0.1). Многочлен Р (?) 
мощнее многочлена <2 (6) ((2 Р)> если существует постоянная С^> 0
такая, что

|(2 (5)| < С (|Р (?)| +1) у И /?«. (4)
Пусть Р(?) = £ Ъ ։’» положим (Р)=[а, я££+,

(X, «)<т

РЯ(5) = 2 Е(Рт) ={?,?£ рот, Рт($ = 0].
(/., «)=Ш 

где

^Яп, п ь ^°|-

Определение 5. Характеристическим многогранником (х.м.) 
(многогранником Ньютона) данного многочлена Р(?)=2 7« 5*  назовем 

1
минимальный выпуклый многогранник ?Х = ЗХ (Р) в ЯЛ, содержащий 
все точки я£(Р).

Опр еделение 6. Число г = г (т),Рт) назовем /.-порядком ну
ля в точке т)/.-однородного многочлена Рт (?), если £•’ Рт (^)~ 0 при 
(X, ■*)  < г и для некоторого V £ Z+, (/., м) = г,

При этом будем считать по определению, что г (т/։ Рт) = 0, ес
ли Рт (7)) 0.

Пусть г (?, Рп)—Х-порядок нуля /--однородного многочлена Л.(0 
в точке ?. Положим

к —к (Рт) = зир г (?, Рт),
Ее։ (РО1)

В [2] доказана следующая теорема.
Теорема Б. Пин и. Для того чтобы многочлен Р (?) был ги- 

поэллиптическим, необходимо и достаточно, чтобы а) многочлен 
Р' (?) был гипоэллиптическим, б) |Р (?) — Р' (С)|/|?, Ц*  —► 0 при Ц?, Х(| -> 
— ос, где

Г п
К» 4=1/ Е М։°А. ао = пйп /ч>0. 

* , . 1</<лI
Из результатов работ [6] и [11] следует, что если К — любой 

п-мерный вектор с положительными компонентами и Р (?)—гипоэллип- 
тический многочлен, то существует число а = а (X, Р)> 0 такое, что 
неравенство

!?’}< С (|Р(?)|+1) у?6/?я, С=С0., Р), • (5)
имеет место для всех мультииндексов V таких, что м £ 9Х, ()., V) а. 
При этом, если ох > з, то либо для всех * £ Ей, (X, V) <; □, либо суще
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ствует мультиикдекс р £ Ж такой, что (>-, и) < и для этого мульти- 
индекса н неравенство (5) не может иметь места.

Таким образом, через данный гипоэллиптический многочлен У (?) 
и через вектор >■ единственным образом определяется число а = а ()., 
Р). С другой стороны, ясно, что неравенство типа (5) может иметь 
место для многочлена У5 (с) и мультииндекса V независимо от гипо
эллиптичности Р (с).

В настоящей заметке мы, в частности, устанавливаем критерий 
гипоэллиптичности многочленов в терминах оценок типа (5) и обобщаем 
теорему Б. Пини.

§ 1. Гипоэллиптичность и сравнение многочленов 
с постоянными коэффициентами

Определение 7. Многогранник Ж называется вполне пра
вильным (в.п.), если

а) Ж имеет вершины в начале координат и на всех осях коор
динат;

б) все координаты внешних нормалей (п—1)-мерных некоорди
натных граней х.м. Ж положительны.

Обозначим через Л множество единичных внешних нормалей 
(п—1)-мерных граней х.м. Ж.

Пусть имеем многочлен Р (?) = 2 Положим а

Р(0 = Р(0-2-Га 1«, 
а

где сумма распространяется по набору мультииндексов (а) = Ж*  та
ких, что (X, а) <С0 0՝» для любого X £ Л.

Так как (см. [12]) х.м. множества (Р) и {о} гипоэллиптического 
многочлена Р(?) является вполне правильным, то в дальнейшем, не 
умаляя общности, можно считать, что х.м. Ж (гипоэллиптического 
многочлена Р (?)) вполне правилен.

Теорема 1. Многочлены Р (?) и Р (?) гипоэллиптичны или не 
гипоэллиптичны одновременно.

Доказательство сводится к теореме 4.1.6 работы [1], если 
заметить, что для точек * £ Ж*  имеет место неравенство (5) для всех 

и, следовательно, Р (?) — Р (?) <£ Р (?).
Ниже рассматриваются многочлены с вещественными коэффи

циентами. Всегда будем считать, что >.£Л. ■
Определение 8. (п — 1)-мерная грань Ж?՜1 (1 = 1, 

х.м. Ж называется главной, если внешняя (относительно Ж) нормаль 
этой грани иМеет хотя бы одну положительную координату; Л-мерная 
грань Ж*  (: = !,•••, 1\!к, & = 0,• • •, и —1) х.м. называется главной, 
если среди (п—1)-мерных граней, пересечением которых образуется 
грань Ж?, существует хотя бы одна главная грань.
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Определение 9. Грань ЭХ*  (։ = 1, •••» /V», Л = 0, •••, п — 1) 
х.м. ЭХ многочлена Р (?) называется Р-регулярной, если подмногочлен

р>. * (Е) = £ ь Е» =/=о при е е р$,0» • 
«сЗХ*  •

Грани, не являющиеся Р-регулярными будем называть Р-нерегуляр- 
ными.

Пусть ЗХ — в.п. х.м. многочлена Р (Е), ЭХ*;  — некоторая главная 
Р-нерегулярная грань х.м. ЗХ. Обозначим через Л*«  множество еди
ничных внешних (относительно ЗХ) нормалей грани ЭХ)’.

Пусть X £ Л*»,  представим многочлен Р (Е) в виде
.их

где т0 (X) > (X) > • • • > тп.п, (X) > О,
Рто0.) (Е) = Р'. *.(Е)  ухел,ч

Введем следующие обозначения:
Е'..*.=£л..*. ) = (.г р/..*. (г։)==0},

= и 1 а), Рт, р.) 00 = 0} /=1, • • •, М.

Для Х£Л*.  и положим

№ = К о- Р^ы 00¥=о),

Мы будем пользоваться следующей теоремой (см. [4], теорема 2).
Теорема Г. Г. Казаряна. Пусть все главные грани в.п. 

х.м. многочлена Р (Е) кроме одной главной (п —1)-мерной грани 
ЭХ՞,՜1 Р-регулярны, а грань ЭХ^՜1 Р-нерегулярна, Х=(Х1, Хя)- 
внешняя нормаль этой грани. Тогда многочлен Р (Е) гипоэллипти- 
чен при одновременном выполнении следующих условий:

а) шах [тид (X) — (X, м)] < тг (X), 
/ •

в) для каждой точки П~1 существуют аналитические в 
функции г (г),' Е), Р (>), Е) и натуральное число к. (т;) такие, что 

в некоторой окрестности точки 7) многочлен Р1՝՛1,-1 (Е) представ
ляется в виде

р՛.. п-1 (Е) = [г (7)։ ]4 (.) р (Ч։ Е) > 0 « 0),
где

Р (^. + 0, Ог(^ ^^0 (€= 1, • ■п),
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с) Ря.1(а)(г/)>0 (<0)
В некотором смысле обратной к теореме 3.3.4 работы [1] являет

ся следующая
Теорема 2. Пусть Р (?) = Е ?’, <2 (?) = Е о, к. ^>т. (л, а) (X, а) т

Если для любого числа а£Рг многочлен Р (?)4-а (2 (?) гипоэллипти- 
чен, то <2 « Р.

Доказательство. Допустим обратное, а именно, что при вы
полнении условия теоремы, многочлен Р(?) не доминирует над мно
гочленом <2(?). Так как многочлен Р (?) гипоэллиптичен, то это озна
чает (см. [1], теорему 4.1.6 и замечание), что существуют последо
вательность |?*|,  I?1, Х|-» 00 ПРИ ։ м и число е 0 такие, что

|<2(ег)/ЛН1>®, 5=1, 2. •••• (6)
Поскольку к > т, то существует последовательность (т;4) такая, что 
для всех 5 = 1, ХЦ=|]?4, X) и при я -» =о

КМ/РДО-о. (7)
Из-за гипоэллиптичности многочлена Р (?), R (?) = |<2 (?)/Р (?)1 

является непрерывной функцией вне некоторого эллипсоида |?, 
В силу этого из (6) и (7) получаем, что для любого числа 8, такого, 

е
что — -С 8 е существует последовательность точек {т,| таких, что

Ьл» М и Р (",) ~ аля всех 5, для которых |?4, Так
как коэффициенты многочленов Р (?) и <2 (?) вещественны, то для 
бесконечного числа $ либо (2 (Т,)/Р (^) =8, либо (2(",)/Р ('։,)=—8. 
Взяв в первом случае а== —1/8, а во втором а =1/8, получаем, что 
для некоторой подпоследовательности {т։'}с: {-*),  Р (-'’) + а <2 (х4 )=0 
при Х|=|?4', Х| —*■  оо.

Это противоречит гипоэллиптичности многочлена Р (?) + а<2 (?) 
и доказывает теорему.

Определение 10 (см. [7], определение 7). Характеристиче
ской линией х.л. Х-однородного многочлена R (?) = Е в точке

(X, а)=т

1^РП, |Ь, Х|=1 назовем функцию 7֊ (т, R, 6) = т — 1о, 0<С 8 -$^1, где 
2 = / (т) — Х-порядок нуля многочлена R (?) в точке

Если т $ Е (Р), то по определению будем считать, что у. (", R, 
8) = т при всех 8 £ [0, 1].

О п р е деление 11. Характеристической линией х.л. многочлена 
.и

Р 0) = 2 Рт] (?), где Рш/?)—/-однородный многочлен порядка т;;/ =

= 0, !»•••> М, тп0 > тг , тм ^0 в точке х назовем функцию
X (т, Р> 8)=тах у. (', Рт ,, 8), 8 £ [0, 1].

Определение 12. Будем говорить, что Х-однородный много
член Ртц (?) является активным подмногочленом многочлена Р (?) в 
точке т £ Е (Рт>), если для некоторого числа
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гС [0,1], х (-> Ртк, з) = ’/(х, Р, «).
Обозначим через А (х) = А Р) множество тех индексов /, 0<

для которых Рту (5) является активным подмногочленом 
многочлена Р (?) в точке х.

Определение 13. Будем говорить, что многочлен Р (?) регу
лярен в точке х£Е (Рт.), если существует окрестность О (г) точек ? 
такая, что Рп1] (?) Рт. («)•> 0 для всех ?£О (х) и для всех /С А (х).

Всюду в дальнейшем будем считать, что 0 (?) и Р„, / (?), 
< М—Х-однородные многочлены для фиксированного X £ Л.

Лемма 1 (см. [4], лемму 2.1). Пусть п = 2, R (?)—Х-однород- 
ный многочлен, тогда R (?) представляется в виде

R («) = г (?) П (?! - х (г) ?4>А. )'<->, 
«€« (/?) 1

где I (х) — натуральные числа, ?■ (-)=/= 0 для х££ (Р), х (х1)^ х (х1) 
при х։=/=х։, х1, х։££ (Р), г (?) аналитическая в функция, г (?)=/=0 
при ? С Р|>0)- При этом функция х (х) принимает лишь конечное 
число различных значений.

Лемма 2. Пусть п = 2, (2т (?) и Рт1 (?) (։ =0, I,---, М) 
■^-однородные многочлены, удовлетворяющие следующим условия-, 

м
.1) х.м. многочлена Р (?) = 2 Рт1 (В) вполне правилен, 

/—о
2) многочлен Р (?) регулярен в каждой точке х££ (Рт.);
3) для каждой точки х£Е (Рт.) существует номер р, 

такой, что Рт] (х) ■/= 0, Рт, (^)=0 при и пц— Ц (х)<^т 
при гАе 1г(^)—^-порядок нуля в точке х многочлена Рт^)’,

4. 7А'-, 0-, 2) </. Ь, Р, 3) У’СЗ (Рт.); 8С[0,1].
Тогда существует число П такое, что

|3«(ЭД(|Р(;)1+1)<^у?6 Р։. (8)
Отметим, что из условий 1)—3) следует, что многочлен Р (?) 

типовллиптичен (см. [7], теорема 4).
Доказательство. Заметим, прежде всего, что в силу регу

лярности многочлена Р (?) в каждой точке х^Е (Рш.) имеем, что для 
н екоторой постоянной С 0 

м
1+|Р(?)|>С2 |Рту(?)| (9)

у-0
Пусть при выполнении условий леммы соотношение (8) нарушается. 
Тогда существует последовательность (?*}  такая, что при $-» оо

[?', - ъ, ?№?-, Х|^ х, х е 2 (Рл.), • 
|От(^)|/(|Р(?01+1)-><«. ' (10)

Из леммы 1 следует, что для некоторой постоянной Сх > 0
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м .«
1+1 P (Н1> С 2 \Рт, (î')i = С 2 5?, |РЖ/ (V/I?W)I> 

1=0 / = 0
м> 2 б, I?, /Г'՜ /w,
։=л

где h (х) — / -порядок нуля многочлена Рт1 (;) в точке t, О/ = 1 при 
։( U А (т), 0/ =0 —в остальных случаях.

Из представления многочлена Qm (;) по лемме 1 имеем для не
которой постоянной С2> 0

IQm (?')| < ад, Х|"֊'М I?' - X (T) (֊'Y’I'Ÿ (9.

Эти два соотношения вместе с условием 4) противоречат (10) и дока
зывают лемму.

м
Т е о р е м а 3. Если многочлены Р(5) = 2 Pmt (-) и Р(») + Q(S) од-

1=0
повременно гппоэллиптичны, Q(£) = У, 7»?“, то для любого числа (X, «)</п.
а € (0,1) существует число С—С (а) такое, что

|1+ |Р(В) + «QG)|>C(|P(0l + IQ(I)D vH*-  (И)

Доказательство. Очевидно, добавлением постоянной всегда 
можно добиться того, чтобы гипоэллиптический многочлен Р («) =f= 0 
при Rn.

Разобьем пространство Rn на следующие два подмножества:

A=U, |Q(î)/P(5)I>1},.D։ = /?b\D1.
Для произвольного числа N положим KN={t, ZÇRn, il;, X]-С Л}.

Если для некоторого числа 7V^>0, DxcKt\, то неравенство (11) 
доказывается просто. Если же множество не ограничено, то дока
жем, что существует число N такое, что для всех точек

ИАШ Q(5)/P(Q>1.

Предполагая обратное получим, что для некоторой последова
тельности (BJ); S* ■£ D1։ jç-, л|-»со; Q(E,)/P(S,)< — 1. Так как 
dq = ordQ т0, то, очевидно, существует стремящаяся к бесконеч
ности последовательность {т^{ такая, что Q(7ïJ)/P(7ïJ) —• 0.

Из этих двух соотношений следует существование последова
тельности (т*),  лЦ->оо такой, что Q (",)№('с*)  = ~1> т- е. Q(x,) + 
4-P(vr)=0, s = l, 2,։-։, что противоречит гипоэллиптичности много
члена Р(5) + (?(£)•

Пусть а£ (0, 1) — некоторое фиксированное число. Тогда по до
казанному существует число N такое, что для множества DJKn

|P(5) + aQG)l = |PC)| + a|QG)l>a(|P(0|+IQG)|). ■ (12)
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Для множества D3 имеем
|Р(5) + aQ(5)| = |P (5)111 + aQ(?)/P (;)|> |Р(?)| (1 -а) >

>^dP(OI + IQ(*)l).  (13)

• l + |/’(?)+Q-n(5)|>C(|P(5)l+Qm(5)|) (И)

Так как при выражение |Р(;)| 4՜ |Q(5)| ограничено, то из (12), 
(13) получаем требуемое неравенство (11).

Покажем на примерах, что в теореме 3 нельзя расширять область 
изменения числа а.

Пример 1. Пусть п = 2, п։>2, Р(5) = (51 — 5։)2т 4֊ 5J4- 
-|_^(m-2)։ Q (f) ~ g։ (">-!) -|- н Очевидно, при а =?0 неравенство 
(11) не имеет места, несмотря на то, что многочлены Р (?) и Р (?) 4*  
4֊Q(5) гипоэллиптичны.

П р и м е р 2. Пусть л=2, Р ($)=5® 5®4-5«4-Ц<, Q (5)=2 ?{ 4֊ « g».
Легко проверить гипоэллиптичность многочлена Р (?). Докажем, что 
многочлен Р (?) 4՜ Q (5) также гипоэллиптичен. Для этого покажем, что 
многочлен Р (?) + Q (5) удовлетворяет условиям теоремы Г. Г. Ка
заряна.

Многочлен Р(?) 4- Q (5) имеет только одну одномерную (P-j-Q)- 
нерегулярную грань 3KJ = {(0, 14); (8, 8)}. Покажем выполнение усло- 

/3 4 \вия а) указанной теоремы. ).= нормаль грани 3R], /и0=56/5,

ш1 = 54/5. Для точки е1 = (14, 0) имеем ()., е1) <^тг. Для любого 
•N £ Л’՛1 имеем т0— ()֊, v) < 56/5 — 3/5 = 53/5<54/5 = mv

Следовательно
а) max [m0 — (л, v)] mv

Выполнение условия в) теоремы следует из леммы 1. Для завер
шения доказательства гипоэллиптичности многочлена Р(?) 4՜ Q(5) по
кажем выполнение условия с) теоремы.

с) (Р + Q)„. (?) = ?? ?5 + Ц4 + 2 =? Ц1 = У (;} + ??)’ > о, 
(/’+QU(?)=???!’>0, У?елуо).

При а = 1 неравенство (11) для многочленов Р(?) и Q(?) не 
имеет места, что следует из того, что на последовательности 
V= (s3՛7*,  —s] при s -» оо

|Q(5') + P(HIAP(5‘)|.
л

Теорема 4. Пусть п = 2, многочлен Р(%) — ^Рпц^) гипоэл- 
/—и

липтичен, Qm (?)—однородный, многочлен порядка т<С_т0, при 
этом для некоторой постоянной С>0
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Если для каждой, точки ~^-(Рт,), т— Ц’) </.(•» 1)> гДе
= l (х, Qm) — I.-порядок нуля многочлена Qm (?) в точке то 

многочлен Р (;) 4֊ Qm (?) гипоэллиптичен.
Доказательство. Отметим особо, что здесь не требуется 

регулярности многочлена Р («).
Пусть наоборот, при выполнении условий теоремы многочлен 

Р (?) + Qm (?) не гипоэллиптичен, т. е. для некоторой последователь
ности !?*],  j;՛*,  л| — со существуют число г>0 и мультииндекса, |а| ф О 
такие, что

Р(?0 + <2т(?д) > с |Р(?*)1 + 1Оп (?•’)! - П6)
£>’(Р(?0 + <2т<?")) |£>՝Р(?®)1 + |£>’ (2,„ (*'))

Это соотношение противоречит (15) и доказывает теорему.
Следствие 1. Пусть и =2, мног.очлены Р (4) и Р (;) + (^т (?) 

•(/п<^тл0) одновременно гипоэллиптичны, тогда для любого числа а£ 
С [0,1] многочлен Р(?.)4-а Qm (;) также гипоэллиптичен.

Доказательство немедленно следует из теорем 3 и 4. 
1206-3

|Р <;■) + <?„ (?)| 2 .
ia-(PR-) + Q.(։'))l................................

Легко видеть, что тогда для некоторой подпоследовательности этой 
последовательности (которую также обозначим через (;J)) 4х-*х°
при s —* со, Х°(;Е (Рш,).

Представим, согласно лемме 1, многочлен (;) в виде
Qm (?) = Q°n (?) П (^-«(t) $*.)'( ’)

43 1<?т)

и покажем, что |Ц — х (х°) (Sj)x»/À*|  — со при s -» ос.

Предполагая обратное, имеем для любого v Ç Zf и для некото
рой подпоследовательности последовательности J;J| (которую также 
обозначим через {?*})

|D’ Qm (Е‘)| < С (£', /Г-'^) + 1),
1 + IP (?')| > С-1 р, ф

для некоторой постоянной С >0.
Эти соотношения, вместе с условием т — I (х°) < ՝/ (-°, P, 1) про

тиворечат (15).
Итак, для указанной последовательности {с՛®}

— х (х°) (;*) х"/'*|  -♦ оо при s — со.

Тогда легко видеть, что при |4^=0 и 5—* со

•|С?т (?П1/Р¥ Qm (?')! - °о.
Из условия (14) и гипоэллиптичности многочлена Р (;) получаем 

Лри 5 —• ОО
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ПримерЗ. Пусть п=2, Р (?) = (?։- ?«)‘ (?х.+ ?։)‘ +?? + Ц, <Л(?>= 
= (?!֊?»)*  (?г+ ?։)’• Легко показать, что многочлен Р (?) удовлетво
ряет условиям теоремы Г. Г. Казаряна и, следовательно, гипоэллип- 
тичен. Простые вычисления показывают, что 0,< Р и для некоторой 
постоянной С>0

* Это не умаляет общности, так как Х-однородный многочлен и Аг-Х однороден, 
для любого числа к > 0.

1 +1(?) + Р(?)1 > с (|Р(?)| + |(Л (?)|) у?£/?։. (17)
Тогда из теоремы 4 следует, что многочлен Р(?)֊Ь <Л(?) также гипо- 
эллиптичен. С другой стороны, если положим ф,(?)=2 (?х— ?։)։(:14֊?։)5, 
то оценка (17) не может иметь места и при этом многочлен Р(?) + 
+ О? (?) не будет гипоэллиптическим.

Теорема 5. Пусть п^-2. Многочлен Рк (?) доминирует над 
многочленом Рт (?) тогда и только тогда, когда Рт ՝ Рц и т<^к.

Доказательство. Пусть Рт < Рк (т < к), но Р*(?)  не доми
нирует над Рт (?). Тогда в силу леммы 5 работы [7] следует суще
ствование последовательности {?՛’) и числа е>0 таких, что при 

1?'| ֊» со
|Рт (?')/Р*  (?‘)1 > е, В, = \Рт (?)/Рк (8*)|  ֊*  «,

где
^(о=[1^о'Р‘-р*(«)1 ։Г/։-

_ 1__

Обозначим для каждого *8  = 1, 2,--՛, 6 = В» Зот՜1. Тогда при 
5-»ос имеем для последовательности 0, ?։) = (^։ ?*,•  • ■, ф ?„)

|Рш (^ ?')/Р*  (#’)! > е^՜*  - (18)՛

а (С>
0<г<* IX, »1—г

I*?  р- «*>1  • >

£(2т-1)/(Зт-1)

Откуда, считая, что т 1 ,—при 5—* оо имеем

Рж(СН
А (6х ?*)

(19)

Соотношения (18) и (19) вместе показывают, что Ря։<Р». Так как из
условия Рт^.Рь. следует, что Рт<^Рк,то это доказывает теорему.
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Теорема 6. Пусть п—2. Многочлен Р4 (?) сильнее многочле
на Рт (5) (соответственно, доминирует над многочленом Рт ($)) 
тогда и только тогда, когда для любого (Р*)

7. (~, рт, г)<у. (', Ри, З), о €[0Д] (20)
соответственно

7. ('. Рт, 0) < /. (х, Рк, 0), / (-., Рт, 3) < •/ (х, Рк, 3), 8 С [0, 1]. (21)
Доказательство немедленно следует из теоремы 5 и ре

зультатов работы [7].
л։

Следствие 2. Если многочлен Р (?) = 2 Рт] (?) гипоэллип-
>-о

тичен и Рт]<^Р для некоторого у; 0 у -С М, то для любого Х-одно- 
родного многочлена (^г (5), г < /пу такого, что (^г < Рту, многочлен 
Р (?) + Ог (?) также гипоэллиптичен и (^г Р.

Доказательство немедленно получается, если применить 
теорему 4.1.6 работы [1], теорему 1 работы [7] и теорему 5 настоя
щей заметки.

§ 2. Сравнение (X, Р)-многочленов

Определение 13. Функцию (2 (?) назовем (X, Р)-многочленом 
֊(;£РЯ; X, порядка бр, если

А) (2 (р։) = ^ (2(5) (>0,
Б) <2 (5₽)—многочлен от

Простым примером (X, Р)-многочлена, не являющегося обычным 
многочленом, является функция (2 (?) = 5Х 4֊ 5^ при Х = Р = (1, 3):

О п р ед е л е н и е 14. Будем говорить, что многочлен Р (5) = 
м

= 2 Рпц (5) (где Р,я/(5), ( = 0, !,••• М, Х-однородные многочлены) 
1=0

доминирует (соответственно, сильнее) над (X, Р)-многочленом <2 (5), 
если многочлен Р (5₽) доминирует (соответственно сильнее) над мно
гочленом (2 (5?).

Определение 15. Характеристической] линией (X, ^-много
члена (2(5) в точке т назовем х.л. многочлена (2 (5Р) в точке №.

Пусть многочлен Р (5) = У у» 5’, Х։ > 0 (/ —1, • • •, п) удов-
(1, а)<т, 

летворяет следующему условию:
С) для любого (Рт,), и для любого г£А (т) (определение 

А ('.) см. на странице 448) существует число 3 £ [0, 1] такое, что у (т, 
Рт,, 8) > х (Ь Р— Рт,, 8).

Пусть (2 (?) (X, Р)-многочлен. Положим

Е(Р)={(}, (2<Р}, £(Р)={(2; (2< Р}, Е(Р) = [а-,О^Р].
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Теорема 7. Пусть п—2, х.м. многочлена Р (?) в.л., многочлен 

Р (') удовлетворяет условию С) и Е(Ру=>Е (Р), тогда либо Р< Рт„ 
либо многочлен Р (5) гипоэллиптичен.

Доказательство. Рассмотрим следующие два возможных 
случая:

а) для некоторой точки (Рт,), /. ('> Р, 1)=0;
в) для всех •։££ (Рт.), X (ь Р, 1) 0.
В первом случае из определения х.м. многочлена Р (?) имеем, 

что для всех г = 0, !,• • •, М, / (т, Р, 1)=0. Это в силу леммы 1 озна
чает, что для всех / =0, 1, ••֊, М многочлены Рт։ (?) имеют вид

Рт, (?) = (^-х (■?)

Так как աՀ>ւոՀՀ>-- - ^>тм^-0, то отсюда и из теоремы 6 легко 
следует, что Р ՀԼ Рт,.-

Во втором случае, не умаляя общности, можно считать, что / (՜, 
Р, 1)>1 для всех т £ Е (Рт.)~ В этом случае мы докажем, что много
член Р(£) доминирует над (X, ^многочленом Չ(£)~ն. — * (՜) ч1"’, где 
₽ = (^М = ^Т-е.(2(?)=^֊х(ЦЧ

При переходе от В к Х-однородные многочлены Р^ (?) стано
вятся однородными, при этом, если Рт1 (?) = 0, то

Рт, «0) =--РРт1 (?₽) (Ц- ֊•/■ (г) &)’։'<'> .

Поскольку т0 тг }>• • • > т.н 0, то порядок однородного мно
гочлена Рт, (^О хотя бы Гна шш {)֊!, Х8| единиц больше поряд
ка однородных многочленов Рт/ (5₽) при » = !,•••, М.

Отсюда легко следует, что многочлен Р (;₽) доминирует над 
многочленом Չ(?թ), т. е. многочлен^ Р($)՜ доминирует над (X, թ)- 

многочленом Չ(?). Поскольку Е (Р)сЕ (Р), то из условия С) следует, 
что многочлен Р(?) регулярен в окрестности каждой точки т £ Е (Рт,). 
Пусть ?°£Е(Рт։). Тогда при всех г = 0, 1,-г многочлен Рт((')=0,.

-е» <₽т.)

доминирует над (X, °)-многочленом

г;, (О = (0 П (։,-х и
' 1 -е® Г₽т.)

где и (т), Х-порядок нуля многочлена Рт/ (?) в точке ■?.. Из следствия 
2 имеем, что многочлен Р (5) доминирует над (X, (3)-многочленом Рт( (?}

для любого ։; 0 Поскольку Е(Р)с.Е (Р), то существует пола-
жительное число С^>0 такое, что



Добавление младших членов 45>

2 1Рт/ (?)|<С(|Р(?)|+1) 
мо

Так как Р’т1 ("°) =/= 0, ։ = 0, !,•••, г, то х.л. ('/., °)—многочлена
Г

Р՝ (5) — 2 (Р1Гц (-))’ в точке " не зависит от [0, 1]. Так как 
I о

многочлен Р (?) удовлетворяет условию С), то существует единствен-՜ 
ный номер у; 0 •.'] С М такой, что /-("°, Ртр 1)^>Х (т, Р — Рт], 1). 
Это значит, что пи—— Iу ('°) для любого г £ А (^я).

Для завершения доказательства нам остается показать, что 
//("°) = 0. Предполагая обратное, т. е. что // 0, получим
для последовательности V — а, и для некоторой постоянной՛
с։>о

1+2 (^)1>С157 М₽я։/
1-0

С другой стороны, так как 7. (-0, Рт/, 1) = ту — /у (т°) > 7. (т°, Ртр 1) 
для любого /£А (т°) и Рт/ (?4)=0, 5=1, 2, • • •, то Р (с*)/5 ХРт/ -»О 
при 5 —> ОО.

Это противоречие показывает, что = 0. Тогда ,тц— /<("0Х 
<Слт/> ։ = 0> !,•••» М, Так как т° £ Е (Рт.)—произвольная точ
ка, то для любой точки т££ (Рд,,) существует номер у; 0 ֊Су М та-՜ 
кой, что Рт? (")=/= 0 и гт — Ц (")’< для всех

г, О -С ։ -С М; 1՛ =/= у.

Последнее вместе с регулярностью многочлена Р (?) в каждой 
точке - £ Е (Рт0) показывают, что многочлен Р (?) гипоэллиптичен 
(см. теорему 4 работы [7]).

Этим теорема доказана.
Замечание. Легко видеть, что если многочлен Р (?)! гипоэл

липтичен, то Е (Р)с Е (Р).

§ 3. Сравнение и гнпоэллиптнчность многочленов 
с переменными коэффициентами при п=2

Пусть имеем многочлен Р (х, ?) = 2 7« (х) ?։, где 7„ (х) — вб- а-
щественные функции, определенные в области 2 пространства Рл.

Определение 16. Многочлен՜ Р (х, ?) имеет постоянную силу 
в 2, если для любых двух точек х, у £ 2 существует постоянная 

Сг,у>0 такая, что Р(х, ?)/Р (у, ?) ֊<Сх,у для любого ?£РЛ, где 

для данного многочлена R (х, ?), R (х, ?) = [£ |Л? R (х, ?)|։]։,а.
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В работе [8] при л =2 доказано, что ^-однородный многочлен 
(2т (х, ?) имеет постоянную силу в 2 тогда и только тогда, когда 
имеет место представление

Ст (х, 9 = О!;, (х, ;) д (։), 
где (х, £) ¥= 0 для любого х£ 2 и 5 £ /?£”, а

9(9 = п
'&■ (Qm (л Е))

Там же доказано, что если многочлен Qm (х, ;) имеет постоянную си
лу в 2, то £ (х, Qm) не зависит от точки х Ç 2:

£ (х, Qm) = £ (Qm).
Мы будем рассматривать многочлены вида 

м
Р (х> 9= 2 Рт, (х, 9, ПЬ>- • >т.И > О, 

1-0
где Рт, (х, ç)—À-однородный многочлен 0, /=1,-л) порядка 
.mi, I =■ О,---, М, где Рт, (х, ;) представляется в виде Р^։(х,;) Р(;)։ 
Рт (х, 9,^(9 являются (), Р)-многочленами и Р°т (х, ?) =£0 для всех 
х е*2,  îe/?r>.

Далее мы будем считать, что рассматриваемые многочлены удов
летворяют следующему условию:

С') для каждой пары точек (", х), где т Ç £ (Р), х£2 и для лю
бого у Ç А (х, т) существует число 8=8 (х)£[0, 1] такое, что

Z (х, Ъ Рту, 8) > ■/. (х, ", P — Pmj, 8).

Лемма 3. Пусть многочлен Р (х, ;) у довлетворяет условию 
С') и для всех точек т Ç £ (Р) функция Z (xi t, Р,$) не зависит от 

2.
Тогда, если многочлен РП[(х°, Е), является актив

ным подмногочленом многочлена Р (х°, ;) в точке t Ç £ (Р), где х°— 
некоторая точка из 2, то для любой точки х£2 многочлен 
Pmt (х, ;) является активным подмногочленом многочлена Р (х, ;) 
в точке т и при этом для всех xÇ2 множество чисел 8 Ç [0, 1]։ 
удовлетворяющих условию С) не зависит от х.

Д оказательство. Сначала заметим, что из условия С') и из 
определения х.л. следует, что если многочлен РОТ/ (х°, ;) является ак- 
-тивным подмногочленом многочлена Р(х°, î) в точке t, то существует 
отрезок [Ci, С2]с[0, 1] такой, что при 8Ç[C1։ CJ, 7֊ (х°, т, Pmp g)^> 
2>՝Х(х°, т, Р — Рт/։ 8). Пусть х1 £ 2 — произвольная, точка. Докажем, 
что многочлен Рт/ (х1, 5) является активным подмногочленом много
члена P (х1, £) в точке т. Так как по условию у (х, т, Р, 8) = Z (х°, т, 
Р> $)» 8£[0> 1], то существует многочлен PmJ (х, $), являю
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щийся активным подмногочленом многочлена Р (х1, ;) в точке х такой> 
что для некоторого числа 50€[С1։ Са] / (-* 1» ”. Ртр £0)=7(х0, "> Р’ 
го)=/(х°, т, %) И /. (х1, Ртр %)>/- (х1> ". Р— Ртр %). Из ЭТОГО 

следует существование отрезка [ С3, Са]с [С1։ С։] такого, что 7 (х1. 
х, Ртр 2) = 7. (хо, ", Рт1, о) при г £ [С3, С4], Но поскольку х.л. 
I-однородного многочлена определяетзя любым куском х.л. этого 
многочлена, то т/ — '/. (х1, Ртр 0) — 7 (х°, х, Р„ч, 0) — т1, а это 
означает, что РПц (х, Е) =? Рт} (х, Е), т. е. многочлен Рт1 (х1, ;) яв
ляется активным подмногочленом многочлена Р (х1, ;) в точке х. Так 
как число о0 £ [0, 1] можно брать произвольным, лишь бы оно удов
летворяло условию С')» то это доказывает лемму.

м
Лемма 4. Пусть многочлен Р (х, Е)= У, Рт, (х, 5), где т^՛^? 

1—0
т.н >0 имеет постоянную силу в 2, тогда функция 

7. (•*»  ". А О пРи х € х££ (Р)> С [0, 1] не зависит от точки х £ 2.
Доказательство. Пусть для точек х £ £ (Р), х°, х1 £ 2 и 

число о0 € [0> 1]
7. (Л ь А М>7 (х°, Ь Р, %)• (22)

Рассмотрим многочлены с постоянными коэффициентами Р (х1, Е) 
Р (х°, Е). Из определения х.л. следует существование последователь,- 
ности (Е*)  и чисел Со, С1։ Са^>0 таких, что для любого а £

I8*—*0)  ц‘֊ч

1+|Р(х\ ео| >с^е\ «.),
р? Р(а°, V)! < С2 R', •/рдх-.т.Р,

Эти оценки вместе с соотношением (22) противоречат тому, что мно
гочлен Р (х, Е) имеет постоянную силу в 2 и доказывают лемму.

Следствие 3. Пусть многочлен Р (х, Е) имеет постоянную сй> 
лу в 2 и удовлетворяет условию С’), тогда

Р (х, Е) = 2 Рг, (х, Е) р։ (;) 4- С (х, Е),

где Рг, (х, Е)=/»0 яри Е (Р), х£2 многочлен <2 (х, Е) не является 
активным подмногочленом многочлена Р (х, Е) ни для какой точки 
т £ £ (Р), а V = V (х) = и А (х, х) для любой точки х £ 2.

-^(р> 
м

Теорема 8. Если многочлен Р (х, 0=2 Рт1 (х, Е) удовлетво
ри

ряет условию С'), регулярен в каждой точке х £ £ (х, Рт.), Рт,(х, Е) 
имеет постоянную силу в Q и функция 7 (х, х, Р, о) не зависит 
от точки х £ 2, то многочлен Р (х, Е) имеет постоянную силу в 2.

Доказательств о. Пусть наоборот, при выполнении условий 
теоремы многочлен Р (х, Е) не имеет постоянной силы в 2. Это зна-
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чит, что существуют точки х°, 2 и последовательность {£*]  та
кие, что при з — со

Р(х‘, Ь3)1Р(х", Н֊*0.  (23)

Легко видеть, что для некоторой подпоследовательности этой 
последовательности (которую также обозначим через |?4)) существует 
точка т £ 2 (Р) такая, что Е'Ж’, л|хпри з-*  со. Учитывая регу
лярность многочлена Р (х, Е), получим для некоторой постоянной 
С>0

м
1+|Р (Л Е֊')1 > С 2 |Рт/ (х1, Е')|, |Р(х°, ?)| < 

/сзО
м

<2 \Рт1 (х°, Е')|.
(=0

Докажем, что для некоторой подпоследовательности {;։ } после
довательности {?•’), такой, что Ег —► со

14’ — * (т) (4’)хл1 — °°-

Пусть наоборот

14֊’Ф)(4);'/,'1<с<°° 5=1, 2,•••.

Тогда для некоторых постоянных С^>0 и С։>0 имеем

|Р(Л Е')| <сл?, цг(х*’гр՝ ”,

1 + |Р(х°, Е')|>С։|Е', ”.

Так как X (х1, Ъ 1)=*(х°,  Р, 1), то полученные соотношения 
противоречат (23).

Итак, при з'-*  со

В силу следствия 3 имеем, что

/ей

В силу леммы 9 работы [7] имеем, что при з'-*  со

И |(2(х°, Н1
2л((х\ Е,')Р/(П ’ |2Рп(х°, 5*')Р|(Г')|  "*  ՛

"Отсюда следует, что с некоторой постоянной Са0
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|Р(ЛГ)| ,с

Поскольку в точке " многочлены Р0^ (х°, ;) и Р^ (х1, ;) не обращают 
ся в нуль ни для какого индекса ։ £ К, то для каждого / £ V суще
ствует число £/^>0 такое, что

(х°, Н1/(1 +1^,Г)1) <В/, 5 = 1, 2,-•(24)

Так как А (В*  ) -> при ։'-• х для И, то (24) противоречит (23) 
и доказывает теорему.

Следствие 4. Если при условиях теоремы 8 еще потребовать, 
чтобы 7« (х) £ С” (2) для всех а£ (Р), то многочлен Р (х, В) будет 
формально гипоэллиптическим в 2 (см. [10]), если многочлен Р (х, ;) 
гипоэллиптичен хотя бы в одной точке х°£2.

Доказательство немедленно следует из теоремы 8 и 
теоремы 7.4.1 работы [1].
Ереванский научно-исследовательский 
институт математических машин Поступила 10.VIII.197J*

Վ. Ն. Ս*ԱՐԳԱՐՅԱՆ.  Օպերաաորի ճիպոէլյւպտիկությունը պաշտպանող կրտսեր անպամների 
qmtfiurnuf (՜ամփոփում)

Այս աշխատանթում դտնված են անհրաժեշտ և բաղարար պայմաններ Q ($) բազմանդամի' 
համար այնպիսի) որպեսզի P (;)-|-Q (») բազմանդամը լի^ի հիս{րէէ{իս1տի^է եթե հիպոէլիպ- 
-n է P («) բազմանդամը։ •

V. N. MARGAR1AN. Addition of junior term։ preserving hypoellipticity 
of an operator (summary)

When the polynomial P (?) -J- Q (;) is hypoelliptic if the polynomial P (;) is 
hypoelliptic. The paper gives an answer to this question stating some necessary as- 
well as some sufficient conditions.
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