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В. А. МАРТИРОСЯН

О РОСТЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ МНОГОЧЛЕНОВ, 
ОСУЩЕСТВЛЯЮЩИХ РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

НА КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ

1°. Пусть /Г—компакт комплексной плоскости С, А (£)—банахо
во пространство непрерывных дта Е и голоморфных в его внутренно
сти Е° комплексных функций с нормой !]/]| = вир |/| (Е).

В 1951 г. С. Н. Мергелян получил [1] исчерпывающее решение 
проблемы комплексной полиномиальной аппроксимации, доказав, что 
любая функция из А (Е) приближается равномерно на Е многочлена, 
ми тогда и только тогда, когда Е имеет связное дополнение С\ Е. В 
этой связи естественно рассмотреть следующую задачу: каким усло
виям должны удовлетворять компакт Е и последовательность поло
жительных чисел {ш*}ь=э, чтобы какова бы ни была функция (Е) 
для любого числа е 0 существовал бы такой многочлен р (г) = 

п
= У с* д*, что

|c*|<swft, k — 0, I,---. л?

Очевидно, что для разрешимости задачи необходимо, чтобы Е 
имело связное дополнение С\Е и 0^՜ Е°; кроме того при 0£Е аппро
ксимируемые функции должны быть равны нулю в точке нуль.

Первый общий результат по этой задаче получил С. Я. Ха- 
винсон. Он установил [2], что если компакт Е имеет связное дополне
ние С\Е, Е° = 0 и0(£, а последовательность положительных чисел 

удовлетворяет условию
lim -----= со. (2)

то любая функция f£.A (Е), /(0) = 0, допускает приближение вида 
(1); если же 0 является предельной точкой компакта Е и

lim ]/~Wk °°>

то существуют функции f^A(E), /(0) = 0, не допускающие такого 
приближения.

Затем Р. М. Тригуб показал [3], что приведенный результат о 
приближении справедлив также для более общего класса компактов: 
компакты, внутренность которых не может сгущаться к граничной
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точке нуль. Тем самым для этого важного класса компактов был най
ден точный рост мажорантной последовательности чисел

В настоящей заметке возможность приближения вида (1) изучает
ся для таких компактов, внутренность которых может сгущаться к 
граничной точке нуль. Оказывается, что в такой ситуации рост ма
жорантной последовательности зависит от метрических свойств внут
ренности компакта в окрестности нуля и уже, вообще говоря, не опре
деляется условием (2).

2°. Изложение полученных результатов начнем с рассмотрения 
такого случая, когда возможно „прерывистое“ сгущение внутренности 
компакта к его граничной точке нуль.

Теорема 1. Пусть компакт Е имеет связное дополнение 
С\£, 0^.дЕ и в любом круге [я : |г| г} существует охватываю
щая точку нуль кривая Жордана \с.С,\Е, а последовательность 
положительных чисел удовлетворяет условию

Пт. у/’ш = 30 ■

Тогда любая функция /(0) = 0, допускает приближение
вида (1).

Доказательство. Пусть комплексная борелевская мера р֊ 
удовлетворяет следующим неравенствам:

2 «и 2* брг | •< 1, п = 0, !,•••. 
*"0 5^

(3)

В силу критерия полноты с мажорантой системы функций
{г*}£.о (см. [4]) и теорем Рисса и Мергеляна, достаточно показать, 
что из (3) следуют соотношения

Рассмотрим

| г* =0, к = 1, 2,• • •.
ОЕ

голоморфную в С\£ функцию

(4>

В окрестности точки I = ос она разлагается в ряд Лорана

*=0 ОЕ

Так как из (3) имеем, в частности

[ гк £=0, 1,...-,
J
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то, в силу (2), функция (<) будет голоморфной при ^С\{0}. 
Поэтому, учитывая связность С\£, по теореме единственности по
лучим

0(0 = ^(0, /€С\£. (5)
При предположениях теоремы найдутся такие контуры к„, п = 

= 1, 2, • • •, что каждый контур 7„сС\£ и охватывает точку нуль, 
диаметры контуров стремятся к нулю при п ֊֊»֊ оо и если Сп—огра
ниченная область с границей у„, то ^+1 = Сл. Обозначим Еп=Е\(ЕП 
П О.); ясно, что £,,П(.£\ Еп) — 0, п=1, 2,---. Из определения Ох (0 

имеем
Г 2*^, = 2_Г ^ох(ол, А=1. п=1, 2, - -.

3 2*т/Д
ы 7л

Однако, 7л с: СХ/?, л = 1, 2,и поэтому, согласно (5)

С * . 1 Г .1 С с1^г
3 214 3 3 < — г
ЬЕ Тя дЕ

Отсюда, применяя теорему Фубини и интегральную формулу Коши, 
получим

У г* е/р-г
дЕ дЕ\^дЕп

и, следовательно, будем иметь

(*2*^=0, *.-=1, 2,...; п=1, 2,....

д4

Переходя к пределу под знаком интеграла при п — оо, что возможно 
по теореме Лебега, получим соотношения (4). Теорема доказана.

3°. Рассмотренному в теореме 1 случаю противоположен другой 
случай, когда возможно „непрерывное“ сгущение внутренности компакта 
к его граничной точке нуль. В этом случае рост мажорантной по
следовательности зависит от метрических свойств внутренности ком
пакта в окрестности нуля и уже не определяется условием (2). Чтобы 
привести соответствующий результат нам понадобятся две леммы.

Для компакта Е и точки t введем обозначение

ds (f) = min \z — fl.

Л eмма 1. Пусть дуга Жордана Г в полярной системе коор
динат г, 6 имеет уравнение 0 = tp (г), 0< г <.R, где функция <р (г) 
при имеет равномерно ограниченную производную. Тогда
для всех достаточно малых f"cT справедлива оценка
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dr (О > с Id |arg t — ® (|d)l, (6)
где постоянная С 0 не зависит от (.

Доказательство. Пусть |ч>/(г)|Л/(Л/^-1), при 
Оценку (6) докажем для всех ^Г, удовлетворяющих условию

UI -С ппп (Ä, и. 
12 2М \

Зафиксируем такое t и взяв z = ге,? (г) £ Г, рассмотрим функцию
/ (г) = R—«Is = Id* + — 2 Id r cos (arg t — т (г)), 0<> -С /?■ 

Оценим эту функцию снизу. Так как /(г) > (г — |d)2, 0< г << R, то 
обозначая

В другом случае, учитывая, что каждый корень г0 удовлетворяет 
соотношению

будем иметь
ЖХтяИ*. о<г<*, гё7. (7>Az

Для оценки функции при г £ I отметим, что из теоремы Лагран
жа о конечном приращении имеем

l?(r)-<p(ld)l<s, г kl. (8)
Рассмотрим два случая. Предположим сперва, что

+ 28 < |arg t —<? (ld)| < «.

Тогда из (8) будем иметь

-֊--]-։< |ar g i — о (г)| <« + i, г kl,

откуда, так как 0 «х. & \ —, получим

/(r)>ld։, г kl. (9>
Пусть теперь имеем

2 3<|argf-?(|d)|<-^- + 28. (10)
£

Для производной
/' (г)=2г—2 |/| cos (arg t — <р (г)) —2 |d r<f' (г) sin (arg t— s (r)), 0<r<£, 
имеются две возможности: она или имеет хотя бы один корень
г0 £ I, или не имеет ни одного такого корня. Ясно, что во втором 
случае будем иметь

0^ В
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_ 1*1 cos (arg t — ? (гр))
° 1 — И ъ' (г0) sin (arg t — ъ (r0))

простыми выкладками получим неравенство

/ (г0) > 1*1* sin2 (arg t — <р (r0)), f (го)=О, г0 £7.
Поэтому, так как из <8), (10) будем иметь

5 < |arg t— ? (r0'| < ֊ 4- 38,

то получим
/(гр) > И* sin8 г, f (г0)=о, Гр</.

Следовательно, (10) всегда влечет неравенство

/(')>֊№, r^I. . (П)’М՜

Остается отметить, что (7), (9), (11) приводят к оценке
/ (г) > Сг S’ |/|2, 0<г< R,

где постоянная Cj^>0 не зависит от t. Лемма доказана.
Формулировке другой леммы предпошлем (см. статью С. Е. Вар

шавского [5]) несколько определений.
Пусть кривые Г+ и Г_, расположенные в плоскости C = rei(), не 

имеют общих точек, кроме точки ’, = 0 и представляются в полярных 
координатах непрерывными функциями

б = ?+ (г), 0= (г), 0<г<^+ ЭС,
удовлетворяющими условиям:

--  ОО 6j <; (p_j. (г) 92 -5$ + со,
0< г «х 4֊ оэ.

0 < ч>+ (г) — т_ (г) < 2՜

Область Д, ограниченную кривою Г = Г\ 4՜ Г_ и содержащую область 
?- (/■) < ® <С ?+ (г)> 0 г + °°>

назовем простым углом Жордана. Величины

6 ('•) = ?+ ('•) — ?- (г) и р(г)=-֊- 1ч>+ (г)4-<?-(г)]

назовем раствором и биссектрисой, угла А соответственно. Скажем, 
что угол Жордана А в точке С= со имеет угол колебания границы? 
равный 1 и конечное вращение границы, если функции 9 (г) и 0 (г) 
при имеют непрерывные производные, причем

lim r6/(r)=0, lim г-У (г) = tg 7, |Т| < -J- 
г-~ 2 

и сходятся интегралы
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|</г 0' (г)|, |</гф' (г)|.
х ;!

Пусть дополнительно сходится интеграл

3 » (г)

Тогда из теоремы С. Е. Варшавского [5] легко следует, что если 
ш = а, (С) — функция, конформно отображающая угол Д на полуплос
кость Яе №>0, причем 1пп |ш (С)|=+°°, то существуют постоянные

Сх и С։ такие, что в угле Д при |С|> гх имеет место неравенство
С1о(|С|)<!ш(С)|<С>(|С|), (12)

где

Далее скажем, что угол Жордана Д в точке С = 0 имеет угол 
колебания границы, равный. 7 и конечное вращение границы, если 
функции 8 (г) и ф (г) при 0 < г -С имеют непрерывные производные, 
причем

Пт гО' (г) = 0, Нт гф' (г) = 1% 7, |т| < -£• 
г-»0 г-0 2

И сходятся интегралы

Jl^0/ (r)|, J 1<И' (г)|. 

и о

Ясно, что такой угол при отображении z — у- переходит в угол, 
•%

имеющий в точке z=co угол колебания границы, равный 7, и конеч
ное вращение границы.

Лемма 2. Пусть Д — простой угол Жордана, имеющий в точ
ке С = со конечное вращение границы и угол колебания границы, 

равный 7, |y| —, а 0(г) и ф W(04 г <Z + °°) — соответственно
2

раствор и биссектриса угла Д, причем

J >w
ri

U
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. Ilog,-----
ita ֊’ tr>

Тогда существует целая функция g (Z) ф const, которая равно 
мерно ограничена при -£С ՝чД и удовлетворяет условию

1^ log M(s) < тс>
з (2s)

где

а rfrL M(s)=max |£'(Q|. i •։ с

Доказывается эта лемма по следующей схеме (см. [1], стр. 96). 
Пусть Л*—содержащийся в Д угол, биссектриса которого՛ совпадает 
с биссектрисой угла Д, а раствор 6* (г) имеет вид

&*(Н=
8”։г3
6_Ч1)
8֊2

Этот угол сам удовлетворяет всем требованиям леммы относительно1 
угла Д и, кроме того, справедливо неравенство 

где С — постоянная,
(13)

»
[г/(г)]3 dr 
ri* (г)

Пусть го = го ('.)—функция, конформно отображающая՛ А* на пблу-՛ 
плоскость Ее ш^>0, причем Пт |го (С)| = + со, а — дополнитель- 
ная к Д* область. Обозначая

д; = £>* и (С; Г,| < Л) (R > 0), Г/г = ,

определим голоморфную в области 2)^ функцию
1 Г»«" (։) *(9= Л ֊7.՛

где контур Г\ обходится в таком направлении, при котором область՝ 
остается слева. Каждая функция gR՚ (С), осуществляет ана

литическое продолжение функции gR (С) из области в область ■ 
Таким образом, определяется целая функция g (С) — функция, суще
ствование которой утверждает лемма. Она равномерно ограничена, 
при ^С\Д, так как имеем оценку

Г,п-*’
q’ 
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где постоянная Сг не зависит от С, а из свойств последнего интеграла 
можно извлечь его равномерную ограниченность при С£С\Д. Для 
оценки роста функции # (С) достаточно заметить, с учетом (13), что 
она растет примерно как функция-е®(4, С£Д*, и для то (С) справедли
во неравенство вида (12) с заменой а (з) на а* (з).

4°. Приведенные леммы позволяют изучить рост мажорантной 
последовательности в случае, когда возможно „непрерывное* сгуще
ние внутренности компакта к его граничной точке нуль.

Теорема 2. Пусть 8—объединение не имеющих друг с другом 
общих точек, за исключением нуля, конечного числа секторов

= (г£ С : ?*, - (|г|) < агд г <<р*, + (|х|), |х|<^}, 4=1, 2,- • ■, п, 
причем:

а) каждая из функций ± (г)(0<г<Я), 4=1, 2,---, п, имеет 
при 0<^г<^Е равномерно ограниченную производную՝,

в) 0*(г)^>0 при 0 <г Е, 4=1, 2, •••, п, и удовлетворяются 
условия

11т —со, 4=1, 2, , п, (14)
г—0 । 1

1О£ ----

где
$4 (г)=?*+1, - (г) — <р*. + (г), к = 1, 2,- • •, л — 1, и

(г) = 9»։. - (г) — + (г).
Пусть компакт Е имеет связное дополнение С\£, Ъ^дЕ и в ок
рестности (х : )х|-С R) точки нуль Е(] (г: |х|— 5, а последова
тельность положительных чисел [ад*}“_о удовлетворяет условию

1ЙГ Иог4<------к
*- - 1о£ тах б* (0)

1<*<Л
(15)

где
е* (г) = ?*, + (г)— ?*, - (г). 4=1, 2, • • ■, л.

Тогда любая функция А (£՜), /(0)=0 допускает приближение 
вида (1).

Доказательство. Пусть комплексная борелевская мера р- 
удовлетворяет неравенством (3). Достаточно показать, что из (3) 
следуют соотношения (4). Введем для этого, как и при доказатель
стве теоремы 1, функции

6(0 = Г-^-, *€С\Е, 
и г 
ОЕ

<л(0=2 1-к-х [ ^С\{0}.

*-° $Е
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Они удовлетворяют соотношению (5). Кроме того, так как из (3)
имеем, в частности

J* zk d?z 

д£ w*

то порядок р целой функции a (С) = Gi будет удовлетворять 

равенству

не-

j-r.—log & р < Inn ֊—-----
log wk

Рассмотрим содержащее S следующее множество:

(16)

5* = и s;,
*-1

где
s; = {zeС(UD-6* (И) <arg z <<?*, + (|z|)+6*(|z|), |z| </?} 

и
О* (г) = 777 rnin [0* (г)), 0<г<£.

42? ։<*<«
Ясно, что из (14) следует оценка 

0* (г) > Сх г\ 0 < г < R, (17)
где постоянные Сх>0 и а>1 не зависят от г.

Обозначая через М (s) = max |g (se'v)| и замечая, что 
0<f- 2* 

log a; (s) _ • « к , о
Л” logs “ 0*(О)4֊0-(О)~0* (0)’ ’ Л’

где 
я 

.. , I Г dr 1 а, (s) — exp < к I--------------------- I»
к I >[Mr)+<>*(r)]J 

1 
J

из (15), (16) в силу определения порядка целой функции получим 

lira =о, k=l, (18)

Далее, так как £0 {д: |г| -С £} — 5c:S*, то из леммы 1 легко сле
дует, что при достаточно малом г (0<^r<^R) для всех i D*, где

£>*=(С\5*)П{г:0<|«|<г}, 
имеет место оценка 

dE (о > с2 и е* (RD, 
где постоянная СгЗ>0 не зависит от t. Значит, с учетом (17), будем 
иметь
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где постоянная Сэ>0 не зависит от Л Но так как £)* сС\ Е и при 
1^С\Е имеем

У де постоянная (7« 0 не зависит от /, то получим оценку

«££>•, (19)

где постоянная СГ>0 не зависит от I.
Вспоминая соотношение (5) и обозначая через £> образ £)* при

отображении С = из (19) будем иметь

сел
Отсюда же, применяя в силу (18) к области С\£) п—раз теорему 
Фрагцена—Линделефа, получим

к(91 С6С\£>.
Следовательно, целая функция § (С) будет многочленом и поэтому 
начиная с некоторого номера будут справедливы соотношения (4). 
Остается заметить, что при любом натуральном Л’ система функций 
{1} и полна в А (£). Теорема доказана.

Замечание 1. Частный случай теоремы 2, когда компакт Е 
совпадает с сектором вида

{х£С:|агя с|<а, (0<а<2к),
получен другим подходом в работе [6].

Условие (15) теоремы 2 ограничивает снизу рост мажоранты в за
висимости от метрических свойств внутренности компакта аппрокси
мации в окрестности нуля. Покажем, что для рассматриваемого в 
теореме класса компактов это условие нельзя существенно ослабить.

Теорема 3. Пусть Д—простой угол. Жордана, имеющий в 
точке г=0 конечное вращение границы и угол колебания границы, 

равный 7, |т|< —, а 6 (г) и (г)(0^г < + го) — соответственно 

раствор и биссектриса угла Д, причем

Ит г 1ог------ го.
г-о 6 О’)

Пусть компакт Е совпадает с содержащейся в окрестности 
[г : |г| -С /?} (О^/?^^ точки нуль частью замкнутого угла Ь, 
а последовательность положительных чисел удовлетворяет
условию
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Ит >
*— 1о£ ТО*

(20)

Тогда существуют функции / £ А (£), / (0)=0, не допускающие 
приближения вида (1).

Доказательство. В силу критерия полноты с мажор<нтой 
{«>4}*_о системы функций {г*}“_о (см. [4]) и теорем Рисса и Ме^ге- 
ляна, достаточно указать такую комплексную борелевскую меру р, 
что

<1 (21)'

и

б?։ =Г= 0,

по какой-либо подпоследовательности натуральных чисел 
По лемме 2 построим целую функцию

*(9=3 **<* 
*-о

такую, что § равномерно ограничена при х£С\Д и

Й^՜ —г—< оо, (22}‘
0(25)

где

о (з)=ехр [ к Г-^—— бг , Ла (з) = тах (С)|.
I и го (г) К)<г

1_ 
б

Рассмотрим на борелевских подмножествах е С 6Е конечную меру г.
, , 1 С / 1 \ ,* № = ;гт £ — ) бг, 2^1 J \ г /

ел Г

где Г— граница Е с положительным направлением обхода. Проверим 
сперва, что

| г* </ъ=**+ъ к = 0, 1,- .. (23)

дЕ

Введем для этого контуры Ьг и 1Г (0 <_ г R): контур состоит из 
части контура Г, лежащей вне круга {д: |г| г}>. и части окружности
{я: |2| = г), лежащей в С\Е, а контур 1Г состоит из части Г, лежа „ 
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щей в круге {г: |г| < г}, и части (г:|г|=г), лежащей в СХ^Г, причем 
Ьг имеет положительное, а 1Г —отрицательное направление обхода.

Тогда имеем

-+ ~~р [ zk g ) dz= g*+i 4- ֊- ( zk g I —'j dz (о <r < /?)
2ki J \ z / 2~i J \ z J

'/■ lr

и так как 1,сС\А (0\г <£), а функция g (— ] равномерно ограни- 
\ z )

чена при z£C\A, то остается отметить, что при каждом фиксирован
ном £=0, !,■••, интеграл по 1Г стремится к нулю при г -» 0.

Далее, согласно (20) найдутся такие числа а и Ь, что
11ш 1!2£А>а>6>Е;Н±<2>.

*_«, log Wk “ log s

•Отсюда получим
Wk к = 1, 2,•••, (24)

где постоянная Cj 0 не зависит от к. Кроме того, учитывая (22), 
будем иметь

р— log М (s) lim —----— < <х>,
д— s»

откуда легко следует оценка для коэффициентов g
К

\gk\^Ctk <b, к=1, 2,..., (25)

где бСвхСа, постоянная С։ > 0 не зависит от к. Из (23), (24) 
(25) следует, очевидно, что в качестве искомой можно взять меру 
p=Cv, где постоянная. С>0 выбирается так, чтобы выполнялось 
(21). Теорема доказана.

Отметим, что если в дополнение к требованиям теоремы 3 ком
пакт £ расположен симметрично относительно действительной оси, 
(О (г) = 0, 0<Сг-С-£)» то условие (20) этой теоремы примет следую
щий вид:

lim > _L_ .. 
log w* 6(0)

Замечание 2. Для любого числа р, -^--СР/С00» существуют 

удовлетворяющий условиям теорем 2 и 3 компакт

£= (z^C:<f- (|z|) <argz<? + (z|), |z|</?)
И последовательность положительных чисел {w*)£_o такие, что
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1S = _S_ =
*- - log -Wk б (Oj

Р (б (г)==®т (г)-?- (г)), (26)

но существуют функции [^А(Е), /(0)=0, не допускающие прибли
жения вида (1).

Действительно, пусть

1 при р =֊ ,

arcsin при р = + оо.

Легко видеть, что для 
Рассмотрим функцию

Е справедливы все требования теорем 2 и 3.

g® = £Р(С) 1 .
при — <Р < ֊

при р = + 00,

где Ef (С) и Е (С) — известные функции Миттаг-Леффлера (см. [7] и 
[8], стр. 144). Из свойств функций cos С , Et (С) и Е (С) ^следует,

что g (С) будет целой функцией порядка р, причем g (— равно- 
\ Z /

мерно ограничена при Положим теперь

(2(fc + l))!_ 1
(* + 2)s (fc + 2)8 g*+։

\__Р____ / —
(Лг-|֊2)»

1
(*+2Г Ig*+J| ’

---------------- при
(Л + 2)2^+։

если gk+х ф О

Е = 2р ’

£(0

1при — < р

2
2

— Срч т ос, 
2

при
к. 4-1, если gk+i = О,

где gk, Л=О, 1, • • -, —тейлоровские коэффициенты для g (С) в ок
рестности точки нуль. Отсюда, так как порядок g (С) равен р, полу
чим (26). Существование функций /^Д(£), / (0) = 0, не допускаю
щих приближения вида (1), устанавливается как в теореме 3.
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Վ. Հ, ՄԱՐՏհՐՈՍՑԱՆ. Կոմպլեքս հարթության վրա նավասուրաչափ մոտավորություն իրա
գործող թագմանղամների գործակիցների անի մասին (ամփոփում)

Հողվածում ուսումնասիրվում կ տրված կոմպակտի վրա անընդհատ և նրա ներսում հոչո- 
մորֆ ֆունկցիաների հավասարաչափ մոտարկող րազմանդամների գործակիցների ամր, երր 
դրո եգրային կետը կարող է չիոՆ֊ել մոտորկման կոմպակտի ներքին կետերի սահմանային կետ։

V. A. MARTIROSIAN. On the growth of coefficient* of polgnomialt, which 
realize uniform approximation In the complex plane (summary)

The paper considers the growth of coefficients of polynomials which uniform 
approximate the functions continuous on a compact and holomorphic in ifs interior. 
The case, when^ the interior of the compact can condense to its zero boundary point 
is investigated.
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