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О ГРАНИЧНЫХ СВОЙСТВАХ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ, ПОРОЖДАЮЩИХ НОРМАЛЬНЫЕ СЕМЕЙСТВА 

НА ПОДГРУППАХ АВТОМОРФИЗМОВ ЕДИНИЧНОГО КРУГА

1°. Понятие нормальной функции, рассмотренное для мероморф— 
ных функций и состоящее в свойстве порождать нормальное семей
ство на группе Т всех конформных автоморфизмов области опреде
ления, было затем перенесено на гармонические и субгармонические 
функции. В случае единичного круга £): |г|1 группа Т состоит из 
элементов Т' (5 (г) = е'° (г + а) (1 + аг)՜՜՝, а — произвольная точка в 
£):|г|<1, а — произвольное действительное число). В статье [1] была 
сформулирована общая задача об изучении граничных свойств меро- 
морфных функций, порождающих нормальные семейства на подгруппах 
группы Т, и в качестве первого примера была рассмотрена подгруппа 
Г®: {5а (г) = (х + ае‘6) (1 + ае՜՜1^ ■ г)՜', а изменяется в интервале (—1, 1) 

и 0, — фиксировано). Исследования были продолжены в
статье [2]. Придерживаясь терминологии и обозначений из [1] и [2], 
обозначим через Ж множество действительных функций и (г), порож
дающих на группе Т конформных автоморфизмов круга О семейство 
Ф: |и(5(г)); 5£Т), нормальное в 7) в смысле Монтеля, т. е. из лю
бой последовательности семейства Ф можно извлечь последователь
ность, равномерно сходящуюся на любом компакте в 7? или равномер
но расходящуюся к ± оо.

Действительную функцию и (г) отнесем к классу Ж9 (0, 0 -С 0
— фиксировано), если порождаемое ею семейство Ф9: (и (59 (г));

7**1 нормально в О. Обозначим для любой точки ~. = ел £ С: |г |=1 

через Н ₽), 0-С₽<-^ область, ограниченную двумя гиперциклами, 

проходящими через точки т = е‘9 и —* и образующими углы — Р и р 
с диаметром Л6, проходящим через ± т. Обозначим через р (гг, г։) 
неевклидово расстояние между точками г1г гг^И.

2°. Рассмотрим граничные свойства субгармонических функций 
класса Ж9 (0. 0-С9<я— фиксировано).

Теорема 1. Пусть субгармоническая функция м(г)£Ж9.- 
где 0 0 ~— фиксировано. Пусть последовательность точек {гП\

лежит в некоторой области /7 (0, Ро) >---- т՜ Ро < ~ и Р (г«> «л-мХ

М, где М—фиксированное конечное число. Если в некоторой ок
рестности Л'{(•:) [г; — е'9| о) точки т = е'° ил<еел< и (з)<; а и
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Ilm u(zn)=«, то л является угловым граничным значением функ 
П-»~ 
ции и (z) в точке х = е<։.

Доказательство. Мы можем считать, что —со, так как 
в противном случае имели бы, что u(z)=—аз. Без нарушения общ
ности можно предположить, что х = 1. Пусть |gn)—произвольная 
последовательность точек, лежащая в некоторой области Н (1, ß) та
кая, что уп —' 1 при п—* со. Нужно доказать, что и (qn) — i при 
и—»’со. Для всякого п — 1, • • обозначим через Е„ неевклидовый
перпендикуляр, опущенный из точки гл на диаметр А" и через Е'п — 
неевклидовый перпендикуляр из точки qn на диаметр Л°. Обозначим 
точки пересечения Л° с Еп и Е„, соответственно, через гп и г'п. Так 
как qn лежат в Н (1, ß) при любом п=1, 2,•••, то

?(ч*> r'n)^Mt = p (0, arctg ß/2), 

где р (z, о>)—гиперболическое расстояние между точками z, w круга

D : |z| < 1, р (z, о>) = -i-ln 7^, 
2 1— и

Аналогично р (z„, г„) -<Л/։=р (0, arctg ßo/2). В силу того, что р (zn, 
zn+i) < М при п = 1, 2,•••, имеем, что и р (/■„, rn+i) <^М'. Не нару
шая общности допустим, что последовательность точек [г^)Г отлична 
от последовательности {г*)Г и что r'k при любом Улежит между гл> и 
Гл4ч1- Следовательно

р(гЛд, г*Хр(гЛ*. гл*+։)<ЛГ 
и в силу неравенства треугольника имеем

Р (г»*, 7») < Р (rnk, qk) + р (rk, qk) < М՛ + Мк.

Обозначим X:(z£D, |z| < th (М' -f- Мк Ц- М2 •+֊ 1)] и для произволь
ного к — 1, 2,••• рассмотрим отображение

1z — шИ~|1—zS

При достаточно больших к имеем 5* (г)сЛ/4 (х), если г£А. Поэтому 
и (5*.(г)) а для всех и £Ж1. Определим последовательности 
точек {^ } и из условий 5л и Sk(q՚J=qk> к = 1,՝2, - ■ - .
В силу инвариантности метрики р при отображении 5 (г)£ Т и усло
вия 5* (0)=гЛл будем иметь, что последовательности [г'*} и (д*) ле- 
-жат в К. Так как и(г)£ЯХ°, то существует подпоследовательность 
и (5^ (г)), равномерно сходящаяся на А к субгармонической функции 
и (г) или равномерно расходящаяся к ± со на К. Подпоследователь
ности (гЛ^) и {д*Д имеют по крайней мере по одной предельной точ- 
.ке К, которые обозначим соответственно и и Вт и (5Л|1 (гЛД ))=а.
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Допустим, что я—конечное число. Тогда предельная функция U (z)^s 
ео субгармоническая в К и U (zj=a. В силу принципа - максиму

ма для субгармонических функций имеем, что L/(z.)=a. Отсюда по
лучаем, что lim и (qt„) = ։. 

н--
В случае а= 4՜ гл имеем, что предельная функция U (z)= 4֊ со, 

откуда и lim «(<7*3 = 4՜ Итак, каждая последовательность точек: и-- + -
{</«}> принадлежащая некоторой области Н (1, ₽), 0 < — и

2
имеющая lim qn = 1, содержит подпоследовательность [<?„ ), по кото-

рой lim u(gnJ = ։. Если бы lim и (qn) а, то существовала бы не- р֊՜*- п-*сю
которая подпоследовательность (<7л,), lim qn„ = 1, по которой V -»«о
lim и («/л, )= Р, ? =/= а. Последовательность [grtJ обязана содержать под- »-• ее
последовательность, по которой и (z) стремится к а. Противоречие 
показывает, что lim u(q„)—z для любой последовательности (<?„] в-

произвольной области Н(1, Р), 0<^Р<^—, для которой lim q„ = l..
2 Л--

Теорема полностью доказана.
Замечание 1. Утверждение теоремы 1 для функций класса SR 

в случае, когда вместо последовательности (zn] берется некасательная՛ 
кривая, доказано Миком другим способом.

Замечание 2. Утверждение теоремы 1 без предположения ог
раниченности сверху неверно даже в случае некасательных кривых. 
Для функций класса ЯК соответствующий пример приведен Миком 
[см. 3].

Следствие 1. Пустч и (z) — супергармоническая функция в 
D : |z| <Z 1, принадлежащая ЯХе (О ֊С б < к — фиксировано). Если и (z)< 
имеет асимптотическое значение а на кривой L, некасательной к 
C:|z| = l в точке т = и если и (z)> а в окрестности JVj ('), то а 
является угловым пределом функции и (z) в точке т.

Следствие 2. Пусть и (z)—гармоническая функция в D, при
надлежащая ЯК’, 0 < б я. Если и (г) имеет асимптотическое значе
ние а вдоль кривой £, некасательной к С : |z| =4 в точке х = е|В и 
если а исключительное значение и (z), то а является угловым преде
лом и (г) в точке т.

Действительно, так как и (z) непрерывна в D, то исключительное 
значение а является либо верхней, либо нижней границей для функции 
и (z) и соответственно с этим применяем либо теорему 1 либо след
ствие 1.

3°. В этом пункте мы рассмотрим граничное поведение полигар- 
монических функций п-го порядка, принадлежащих классам ЯК6, О

6 к. По определению, функцию и (z) называют полигармонической 
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функцией л-го порядка, если она удовлетворяет уравнению Дяи = 0, 
где Дя обозначает п раз примененный оператор Лапласа (см. [4]). 
Свойство полигармоничности инвариантно относительно конформных 
отображений. Имеет место следующая

Теорема 2. Пусть полигармоническая функция и (г) при

надлежит 9Хв. О 6 к. Если существует ?о> такое, что

и (г) ֊-► в при г —» '= ел (или х = — е'։) внутри Н (т, (30), то а будет 
угловым граничным значением функции и (г) в точке -г = е/։ (или

Доказательство. Пусть (т = 1 и- такое, что

Н(1, р0)а//(1, р), а {дя}— произвольная последовательность точек в 
/7(1, Р) такая, что гя-»1 при п —> со. Для произвольного л, л=1, 
2, • • • опустим из точки гя на диаметр А° неэвклидовый перпендику
ляр Еп и обозначим через Ап и Вп два гиперцикла неевклидового 
расстояния р = 1 от Е„. Определим бя,р, (Сг„ ?)— открытое множество 
в И, ограниченное Ап, В„ и двумя граничными гиперциклами /7(1, 
Ро)(/7(1, Р)). Пусть гл — пересечение Еп с А° и для любого л, л = 1, 
2, •• • обозначим

5Я (ш) = <ц + гя _ 

14- гя 0)

Прообраз 1 (С„, р,) = Ся при любом л, л = 1, 2,••• есть область 
в О, ограниченная 4 гиперциклами, 2 из которых симметричны отно
сительно Л° и 2 других симметричны относительно — 1 <^у 1, где
ш = х 4՜ ։у = З՜1 (г). Аналогичное заключение справедливо и для 
З՜1 (бя, ₽) = Сп, ?. Таким образом,

С 3 = С.. з — (л, С з = С . я = л=1, 2,- • • ил. Ро л. 11 Ре Ро Л, р Л + 1, р р ' ’
С^, = С^с'О.

Так как ы (г) £ Ж6, то существует подпоследовательность [и (5Я/ (ж))], 
которая сходится равномерно на С?. или сходится равномерно к + со на 
бр. Если а конечно, то подпоследовательность не может расходиться 
равномерно на так как и (3Яу (0)) =и (гЯу.) и при пу —* со и(гп^-уг- 
Равномерный предел полигармонических функций л-го порядка есть 
также полигармоническая функция л-го порядка (см. [4], § 3, теоре
му 1). Поэтому предельная функция 6/(г) будет полигармонической 
функцией л-го порядка в С?. Для произвольной точки и Для
любого у, / = 1, 2,•••, имеем 5Я/ (о>0) £ и 3Яу (ш0)-> 1 при у-» со. 
Из условия теоремы 2 следует, что и (ЗяДа>0))) -т»а при у-» со, отку
да и (ш0)=а и следовательно II = а на Так как есть откры
тое непустое множество в то и в силу принципа единственности 
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для полигармонических функций и (z) = а на Gj. Равномерная сходи 
мость |и (-S7, - (z))] к а на Gj дает u(z„y)—*а при у-»оо, откуда и 
следует, что и (zn) — я при п — со. Теорема полностью доказана.

Замечание 3. Теорема 2 верна, в частности, для субгармони« 
ческих функций и (z), являющихся одновременно и полигармоническими 
функциями о-го порядка. Для всех нормальных субгармонических 
функций теорема 2 неверна. Соответствующий пример построил Мик 
(см. 13]).

Замечание 4. Теорема 2 содержит в себе, один результат 
Мика [3], полученный для гармонических функций класса 3D?.

4*'. В работе [6] рассматривалось асимптотическое поведение не
отрицательных субгармонических функций м (z) класса ЭР?, для кото
рых log и (г) также является субгармонической функцией (короче, ло
гарифмически субгармонических функций класса ЯК). Анализируя до
казательство теоремы 1 из [6] можно заключить, что оно останется 
справедливым для функций классов 3D?®. Сформулируем этот резуль
тат в виде следующего утверждения.

Теорема 3. Если логарифмически субгармоническая функция 
и (z) класса 3D?0, 0 < 0 я, имеет, асимптотическое значение О 
(или со) вдоль некоторой жордановой дуги 7, лежащей в D и стре
мящейся к точке х £ С: |z| = 1 некасательным образом, то и (z) 
имеет угловой предел 0 (или со) в точке х.

5°. Обозначим ЗХ*= Л . Тогда 4RC 3R*, и рассмотрим гранич

ное поведение субгармонических функций и (z) класса 3D?*, удовлетво
ряющих интегральному условию

I |u (е'։)| d4= О (1), при г-»1. (1)

Согласно классическому результату Дж. Литтльвуда субгармо - 
ническая функция и (г) при условии (1) представима в виде разности

и (z) = v (z)— u> (z) (2)
гармонической функции V (г), удовлетворяющей условию (1) и потен
циала Грина и (г)

<о 1 — a-z
(/И (а)-

z — а
։«!<։

При условии (1) Миком [8] доказано существование конечных угло
вых пределов почти всюду на Т՝։|г|==1 у субгармонических функций 
и (г) класса Я?. По существу Мик доказал утверждение, которое 
сформулируем в виде следующей леммы.

Лемма. Пусть субгармоническая функция и (г) класса ЯК пред
ставима о виде (2). Тогда в каждой точке х=е'в£С: |г|=1, в кот<)- 
1098֊ 5
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рой V (г) имеет угловой предел, а ш (г) радиальный предел, сущест
вует конечный угловой предел у функции и (г).

В основе доказательства леммы лежит свойство нормальности 
и (г) на последовательностях вида

Z + гн е'п
1 4՜ г,, е~1й -z

«*1, 2,

где |гя} —произвольная последовательность, стремящаяся к 1 и что, 
согласно (2) и (г) < V (г) в £>. Принимая во внимание предыдущие 
рассуждения получим следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть и (г) - субгармон ческая в И функция, 
принадлежащая ЯК* и удовлетворяющая условию (1). Тогда и (г) 
имеет конечные угловые граничные значения почти всюду на 
Г: |г| = 1.

Следствие 1. Если функция и (г), принадлежащая ЭХ* огра
ничена сверху, то она имеет почти всюду на Г: |г)=1 конечные 
угловые граничные значения. Действительно, в силу субгармонично
сти и (г) е“(։) также субгармоническая функция, причем е"(։) и 
е" (х) — ограниченная функция. Остается применить теорему 4.

Следствие 2. Если функция и (г), принадлежащая €0?* огра 
ничена снизу и имеет гармоническую мажоранту в И, то и (г) имеет 
почти всюду на Г: |г|=1 угловые граничные значения.

Можно допустить без нарушения общности, что и (г)>0 в |г|<^1 
Тогда для гармонической мажоранты V (г) имеем, что

2к 2к
О С j и (ге/9) (М -С (re1*) — 2~v (0), О •'С г <^1

о и
и применяя теорему 4, получим утверждение следствия 2.

6°. Теорема 5. Если субгармоническая функция и (z) из клас
са 2R*, 0<С 9 имеет ограниченное сверху множество С (и, |zn|) 
на некоторой некасательной к Г: |z|=l в точке т=е/9^Г последо
вательности {=/»{, z„£D, lim z„ = е'9 (или—е'9), обладающей свой- 

ством lim р (zn, z„+i) М °°> т° и (z) ограничена сверху в любом Я-*»
угле с вершиной в точке ~.—е10 (или—е'9).

Доказательство. Не нарушая общности допустим, что ~1. 
Поскольку |znj—некасательная последовательность, то найдется угол 
Д, содержащий эту последовательность. Допустим, что h(z) неогра
ниченна сверху в А. Тогда существует последовательность |ая| та
кая, что при п —» и (а„) —' Т оо. Для всякого п =^1, 2,• • •, обозначим 
через Еп неевклидовый перпендикуляр, опущенный из точки zn падиа. 
метр А° и через Еп—неевклидовый перпендикуляр из точки ап на 
диаметр Л°. Обозначим точки пересечения Лс с Еп и Еп через гя и гп- 
Проведя те же рассуждения, что и в теореме 1 получаем, что пре-
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дельная функция £/(*) = + °° на компакте К. Но в силу условия при 
достаточно больших л* п(5д (ж^)), где —прообразы точек при
отображении 5* (г), ограничены. Полученное противоречие доказывает 
ограниченность сверху а (ж) в любом угле, содержащем последова
тельность {гп}- Пусть До— произвольный угол с вершиной в точке 
" = ел. Можно найти угол Д' с вершиной в т такой, что все точки Д# 
и Д, где Д — угол, содержащий [жЛ}, в некоторой окрестности ' будут 
лежать в Д'. Так как Д'зэД, то и(з) ограничена сверху в Д' и следова
тельно в Д0ПД'. В силу субгармоничности и (г) и того, что Д0\Д'есть 
замкнутое подмножество в /), следует ограниченность сверху и (г) в 
Д0\Д'. Значит и (г) ограничена сверху в До, что и требовалось до
казать.

Замечание 5. Теорема 5 не была известна и для субгармони
ческих функций класса Ж.

Анализируя доказательство теоремы 5 заключаем, что справед
лива следующая

Теорема 6. Пусть непрерывная в И: |ж| 1 функция и (г) $
£Ж°, О<0</г фиксировано, имеет ограниченное множество С (и, (жЛ|) 
на некоторой некасательной к Г : |ж| =1 в точке т=в,։£Г последова
тельности (жЛ), 1цпгл=е,։ (или — е/։), для которой Итр^л, л-*»
жл+1) •С °°, тогда и(г) ограничена в любом угле с вершиной в 
точке т = е/։, (или — е,։).

В заключение приношу благодарность В. И. Гаврилову за пос
тоянное внимание к работе.
Армянский государственный педагогический институт 

им. X. Абовяна

Ս. Լ. РЬРРЬРЗиЛ/. Միավոր շրջանի ավտոմորֆիզմների վրա 
շացնուլ սուբհարմոեիկ ֆունկցիաների եզրային հատկությունների

Поступила 10.VI.1979

նորմալ ընտանիքներ mnm— 
մասին (ամփոփում)

Հոդվածում ուսումնասիրվում է եզրային վարքը այն սոպւհարմոնիկ և պոլիհարմոնիկ 
ֆունկցիաների, որոնք առաջացնում են նորմալ ընտանիքներ միավոր շրջանի ավտոմորֆիզմ- 
ների ենթաիւմբերի վրա։ Տրվում են բավարար պայմաններ, որոնց դեպքում գոյություն ունեն 
անկյունային սահմաններ։ Քննարկվում է այն հարցը, թե երբ սուբհարմոնիկ ֆունկցիան կլինի 
սահմանափակ վերևից ցանկացած Շտոլցի անկյան մեջ։

Տ. L. BERBERIAN. On boundary propertie* of tubharmonic function! 
which generate normal famlllet on tubgroupt of automorphism* tn the unit di*k 

(summary)

The paper deals with the boundary behaviour of subharmonic and polyharmonic 
functions generate vhich generate normal families on subgroups of . automorphisms in 
the unit disk. Some sufficient conditions for the existence of angular limit« are 
investigated. A sufficient condition for a subharmonic function to be bounded in Stolz 
angles is given.
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