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Р. В. АКОПЯН

О РЕГУЛЯРНОСТИ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ СПЕКТРАЛЬНОЙ 
ФУНКЦИИ /-НЕОТРИЦАТЕЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

В этой работе вводится спектральное разложение /-неотрица­
тельного оператора и изучается регулярность его спектральной функ­
ции на бесконечности.

Пусть Н—гильбертово пространство, в котором наряду с обыч­
ным скалярным произведением (/, g) (/, введено индефинитное 
скалярное произведение

[/» й=С/Л ?). /=Р+-Р-,
где — взаимно дополнительные ортопроекторы в Н.

Для любого линейного оператора А, действующего в плотной 
области определения Д(А), соответствующий /-сопряженный опера­
тор однозначно определяется при помощи равенства (см. [1])

. И/, *]=[/» /еО(А).
Оператор А называется /-самосопряженным, если А + =А. В даль­
нейшем под /-неотрицательным оператором понимается /-самосопря­
женный оператор, удовлетворяющий условию

[Д/, /] > О, /Ц)(А).
1°. Пусть А—/-неотрицательный оператор, имеющий хотя бы 

одну регулярную точку внутри верхней полуплоскости, тогда, как 
известно [1], все точки в верхней и нижней полуплоскости входят в 
резольвентное множество оператора А, кроме того оператор-функция

яЛ,{Д) = = (Д—д/)՜1
является Л-функцией, т. е.

1т [г& (Д)/, /]>0
.для 1т г^>0 и ]£Н. Действительно

[г(Л-я/).֊։/, /]֊[г (Д-г/)֊*/։/]=[^ (А-г1)֊' /, /]-
-[I /, (А -г!)֊' /■] = [я (А -г!)֊' /, /}- [г (Д - г /)֊* /, Л =
=[(г-7)(Д-2/)-> Д(Д Л=(* ~~г)[А (А-~г1}֊Ч.

{А — г Г)~х/\.
Поэтому имеет место представление [2]:

д/ЫД)=«+?*+ Йг^-֊—п>
J г 14-К7
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где а — ограниченный/-самосопряженный оператор, р — ограниченный 
/-неотрицательный оператор, а [/*(>՝)/, /]> неубывающая функ­
ция, такая что

с /1] 1 + >֊2 оо.

Из представления (1) следует, что если провести простой замк­
нутый контур Г (■», Iх)» где 0 <Сн или у |* 0, пересекающий точ­
ки р под прямым углом, то сингулярный интеграл

Л 1' 

2 14 3 
< Г (■>. V-)

существует.
Положим - »

р) = ֊֊: С 

г (’. и) 
Легко подсчитать, что

Т

Г/ х Г^(>) £(^, р.)= —12.

Е(ч, и) будем называть спектральной мерой. 
Если существуют пределы

5-1ш։Е(у, р), 5֊1тЕ(ч, р), 
0<»<1* »<|*<0

!*-►+ «•
то спектральная мера Л՝(м, р) называется регулярной на бесконеч­
ности (см. [7]).

Очевидно, что для регулярности спектральной меры Е (V, р) на 
бесконечности, необходимо и достаточно, чтобы сходился интеграл

3 Р-1
1М>1

Спектральная мера Е(м, р) называется регулярной в точке нуль, 
[7], если существуют пределы

з — Нт Е (у, р), $ — Нт Е (у, р). 
0<»<|1 *<|К0

•>-0 , ц-0

Очевидно, что спектральная мера регулярна в точке нуль тогда 
и только тогда, когда сходится интеграл

[ ’ ՛
1 |Ч '

0< 1*1 <1
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Спектральная мера £"(>, |а) называется регулярной, если она од­
новременно регулярна и в точке нуль и на бесконечности.

Введем на О (А) новое скалярное произведение
(/> ?)1 = ИЛ £]••

Легко убедиться, что в этом скалярном произведении оператор А 
является обычным самосопряженным оператором, и поэтому на Е (Л) 
имеем представление

А (А - я/)֊։ = С 4^- •
. и А — 2* —

Отсюда на О (А) имеем

г (Л -я/)՜1 ==֊֊/+ '■ (2)
и '« — Ъ — •»

Предположим 
Тогда операторы

, что спектральная мера регулярна на бесконечности.

• а — IdF (X)
и ₽

являются ограниченными операторами и сравнивая представление (1) 
и (2), получаем

Р = О, а - [ У.£9Э. ^—1,
3 1 + л8 

— м
Итак, в случае регулярности спектральной меры на бесконечности 
для резольвенты оператора Л имеем представление

Отметим, что в работах [3], [4] условия регулярности на бесконеч­
ности по ошибке пропущены.

Пусть спектральная мера оператора Л регулярна на бесконеч­
ности. Определим функцию ЕХ(Ъ), Х=/=0 следующим образом:

Е. (X) — 5 — Нт Е (|а, X). 
|Х-»~■“

Легко подсчитать, что
х

при X < О (4)

* Если Кег А содержит ненулевые элементы, надо рассматривать фактор про­
странство по Кег А.
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и 
00

А ()֊) = /- у при Х>0. • (5)
А

Положим
£().) = М-0).

Как и в работе [5] устанавливается, что Е обладает следующими 
свойствами:

1. £().) — У — ортогональный проектор, при /. =£0,
2. £()•)• £0>) = £(тт()֊, р)), к¥=0, н=£0,
3. £(/ ֊ 0) = £(/•)> *=/=0,
4. $ — Нп։Е(*) = 0, $ — Нт £()) — /. х-*—•• +
Пусть £ (Д) = £(?)—£(։), где Д = (а, р), ։=/=0, р =/= 0, тогда 

интегрируя (2) вдоль замкнутого контура, проходящего через точки 
а и Р, получим

Л£(Д) = /=(р)֊Л(а). (6)
Заметим, что для /££>(.4) существует я— Ит£ (X)/ = £(+ со)/, к*4«

а функцию £()֊) можно нормировать так, что
я — Нт £(/.) = 0.

Таким образом, из (6) следует, что для
А/=Е (+*>)/. . (7)

Из (4) и (5) для /££)(4) имеем
о

^(-О)/=Сх</£(Х)/, (8)

Е(+ со)/- £(+0)/ = >.</£().)/. (9)
о

Складывая (8) и (9) и учитывая (7), получим спектральное разложе­
ние оператора А 

«ж
А/=Е/+^Е(Ы,^О(А), (10)

где 5=/г(4.0)_/(_0) 

Аналогично работе [5] доказывается, что 
1. 5—/-неотрицательный ограниченный еператор, 
2. 52=О, 
3. 5£(Д) = £(Д)5=О, ((Г£Д), 
4. 45/=54/=0, для /££>(4).
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2°. Имеет место следующая
Теорема 1. Для тою чтобы спектральная мера ^неотри­

цательною оператора А была регулярной на бесконечности необ­
ходимо и достаточно, чтобы сходился интеграл

У Ее «Р« /€//• (И)
1 •

Доказательство. Из (1) имеем

[& (Д) /, Л=[«/. Л+*у (₽/» /] + Г (֊ ֊ ֊^) л [/ (к) /, Л,
2 х'—гу Ч- *֊ /— ел 

откуда

[Л, (А) /, /)- - 4^+{|>/, Л+Л Г (֊г֊г - ГТ՜.) ' 
у 1д J\>՝+ у 1+у*/

поэтому

Ке [/?/, (А)!, ЛЧРА Л + С ֊֊' <12>
л к + у

—

где
*(к)=[Г(к)/,л.

Из неотрицательности слагаемых в (12) следует, что интеграл в 
(11) сходится тогда и только тогда, когда 0 = 0 и сходится интеграл

(13)

Очевидно, что интеграл в (13) сходится тогда и только тогда, 
когда сходится интеграл

Л (к) (14)

Легко убедиться, что функция 
00

С бу 1 / к 1 \и՜ ’:՜)
1

на сегменте |к| 1 ограничена, а при |к| > 1

Поэтому интеграл в (14) сходится тогда и только тогда, когда схо­
дится интеграл
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Отметим, что техника, используемая при доказательстве этой теоремы 
незначительно отличается от доказательства известного признака 
И. С. Каца принадлежности функций классу R՝ [6].

Теорема 2. Для того чтобы спектральная мера'^неотрица­
тельного оператора А была регулярной, в точке нуль необходимо 
и достаточно, чтобы при любом сходился интеграл*

1
[Йе [/?„ (А)/, /] бу. (15)

О

Доказательство. Из (12) имеем

R. [ЛИЛ)/, Л-»/. Л +
—• со

и, следовательно, интеграл (15) сходится тогда и только тогда, когда 
сходится интеграл

при |/.| 1 удовлетворяет оценке

а при 0 р.| < 1
я . 1 1 ' г.
----  — arctg — <-----4|).| |Х| *|).| 2p.j

Поэтому интеграл в (16) сходится тогда и только тогда, когда схо­
дится интеграл

Г da ()■)
J w

0<|Х/<1

1 . .
*При 3" 0 интеграл j Ке[Л/у(Л) /, /] dy должен сходится на всех /, для 

которых Sf = 0.
О
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Объединяя теоремы 1 и 2, сформулируем теорему.
Теорема 3. Для тою чтобы спектральная мера /-неотри­

цательною оператора А была регулярной, необходимо и достаточ­
но, чтобы при любом сходился интеграл

Ее [Я/у (Л) /, /] бу. 
и

В работе [7] было доказано, что регулярность в нуле спектраль­
ной меры может нарушаться уже при одномерных возмущениях. Здесь 
будет доказано, что регулярность на бесконечности сохраняется при 
любых ограниченных возмущениях.

Если спектральная мера /-неотрицательного оператора А регу­
лярна на бесконечности, то из (3) при у>1 следует, что •

МI (А)Ц< —• (17)
У

Поэтому, если А'=А-\-К, где А՜—ограниченный /-неотрицательный 
оператор, то

- М 
(Л)| < —1, при ։/>а>0. (18)

У 
Действительно

00
(Л-н/)֊1 = (Л+К^гу}֊> =(Л-ф)֊’ 3 ((Л-ф)֊> К]»,, 

л -О 
при М[ККу.

Таким образом, при у 2 М ЦАЦ = а имеем

1(А гу) К у •

У

Теорема 4. Пусть А—/-неотрицательный оператор, спект 
ральная мера которого регулярна на бесконечн ости, К — любой 

/-неотрицательный ограниченный оператор и А =А + К. Тогда 

спектральная мера оператора А такж е регулярна на бесконеч­
ности.

Доказательство. Имеем

(Л-/»)-’ = (Л — /у)֊1 - (Л- ։у)-' К (А — гу)-' .

Для второго слагаемого, используя (17), (18) при у^>Ь^>0, получим: 
- МКЛ-ф)-^(Л֊ф)֊Ч<^

У
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Следовательно, для любого f£H
•п

j* Re [ Rly (A) f, /] dg

1

сходится.
В заключение выражаю благодарность М. Г. Крейну за обсужде­

ние результатов этой работы.
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Ռ. Վ. ՀԱԿՈԲՅԱՆ, /-ոշ |>ացասակաէ օպերատորի սպեկտրալ ֆունկցիայի ոեդուլյարություէք 
ւնվերշությունում (ամփոփում)

Աշխատանքում ստացվում է մ-ոշ բացասական օպերատորի սպեկտրյալ վերլուծությունը 
և ուսումնասիրվում է նրա սպեկտրալ ֆունկցիայի ոեցուՀլարութլունրւ

Ապացուցվում որ սպեկտրալ ֆունկցիայի ոեգսպյարոլթյոլնր անվե րքոլթյոլնում կա­
յուն է ցանկացած սահմանափակ գրգռումների նկատմամբ'

R. V. HAKOPIAN. On the regularity of epectral function of J—nonnegalive 
operator In the Infinity (summary)

The spectral resolution of J—nonnegative operator is obtained and the regula­
rity of its spectral function is studied.

It is proved that fhe regularity of spectral function in the infinity is stable 
with respect to all bounded perturbation.
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