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ВведениеПусть —произвольная последовательность комплексных чисел из угловой области Д (*f;  8) = Arg z<^8). Следуя М. Мо Джрбашяну обозначим через s*  кратность появления числа X*.  на отрезке {Хр•••> X*}.  С этой последовательностью ассоциируем систему простейших рациональных дробей {г*  (z) = (s*  —1)1 (z—К*)՜**  }”. Если 1<j»< + °°. — 1 <ш<Ср—то элементы системы {r*(z))f°  принадлежат пространству НР։ И[Д*  (?; о)] функций /, голоморфных в Л*  (f; 8) = С\Д(т; 8) и таких, что
«)] = sup

В работе автора [1] были установлены критерии полноты (в Нр, «и [А*  (т; о)]), минимальности и базисности в своем замыкании системы {г*  (г)}“. В случае неполноты там же было дано полное внутреннее описание замыкания системы (г, (а))Г, а в случае минимальности была построена биортогональная с ней система.В настоящей работе рассматриваются системы простейших рациональных дробей вида {г (С; Х4) = (С — К*)՜**  )Г, где {X*} ” — уже последовательность, элементы которой расположены вне системы лучей Г, гдеГ=и (С: ArgC = »„, 0<|С|<+ оо}, 0< &х< - • •< &„<2к. Л-1Ввиду такого выбора последовательности (X*)?  элементы системы {г (С; Х*)}Г  принадлежат пространству Ьр, ш (Г) измеримых на Г функций /, удовлетворяющих условию
В данной работе устанавливаются критерии полноты и минимальности (в Ьр, . (Г)) системы {г (С; X*)) “. В случае неполноты системы



О замыкании систем 277{г (С; *֊*))Г  дается полное внутреннее описание ее замыкания, а в случае минимальности строится биортогональная с ней система. Устанавливается также критерий базисности (в своем замыкании) системыЭти результаты получаются на основании описанных выше результатов из работы автора [1]. Именно, вопросы полноты, мини*  мальности, описания замыкания и базисности в Ш(Г) сводятся к соответствующим вопросам в пространствах Нр,а [Д'] = Нр, a [А*  0nlJ)], л = 1,-՛-, N (здесь положено =0,v + 2«). Это становится возможным благодаря установленному в настоящей работе факту о представимости Lp, ш (Г) в виде прямой суммы своих подпространств Яд..[л;], n=i,...,
О̂бозначения и напоминания(а) Пусть N > 2 иО -С "С • • • $лг> ®лг+1 = &.V + 2«.Для значений п = 1, •••, N обозначим черезДл = {z: < Arg z < вя+։, 0 < \г\ < 4- со},Д’ = (z: ft«+i<Argz<&n + 2it, 0<|z|< + со), взаимно-дополнительные угловые области на конечной комплексной плоскости С и положим

Очевидно, что </«Л это раствор угла Ая, а луч (ге/’!л : />0) является его биссектрисой.Далее, обозначим через
г= и Л»1систему М лучей ГаЛ, исходящих из точки С = 0, гдеГ»„ = {С: АгИС = &Л, 0<|С|< + со|.Очевидно, что области А- не пересекаются, и если положитьД= и ДЛ, л=1 то будем иметь ГПА = 0, ГиД=С. (1).Очевидно также, что Г = дД.։ (б) Пусть А={Х*]Гс:Д —произвольная последовательность, подчиненная лишь тому условию, что в каждой области Дя содержится.



278 В. М. Мартиросянбесконечное число ее членов. (Это последнее ограничение не диктуется существом дела и мы его накладываем лишь для упрощения формулировок наших теорем).Для произвольного целого /^-1 обозначим через sj кратность появления числа К; на отрезке {^i, •••, Л/|, а через р) обозначим кратность появления числа во всей последовательности Л =(/»}“. Оче՜ видно, что оо (/ = 1, 2, •••)•Для данного п (л = !,•••, N) обозначим через Л<л> = туподпоследовательность последовательности Л = элементы которой лежат в Ал.Далее, для любого целого у 1 обозначим через кратность появления числа л<я> на отрезке •••, ^я)}, а через p(V обозначим кратность появления числа Vя) во всей последовательности Л<я> =
Легко видеть, что если сходится ряд00s Re Г'֊‘л) ехр (- Г" ♦, (2)1то число р(£> конечно при любом Л>1.При условии сходимости ряда (2) бесконечное произведение(г)= р exp ( - Z7in)p - pjf1 exp (- i , *-i [z ехр (— п)л)]в" + Р* ’ ехр (—** =|1 —Р-к՜’ ехр (— п.)]2“"\/ (1 — р.Г’ ехр (— frj«)]2*' 1),-сходится в области Ал и определяет там ограниченную единицей аналитическую функцию 5дЛ (z). При этом Д1п (z) обращается в нуль лишь в точках последовательности А(“> = Р4Л,)*=1  и точка является для нее нулем кратности р{р (см. [2]).(в) Всюду ниже будем полагать, что1<р<֊|-со, -100-1. (3)Обозначим через Lp, „ (Г) класс измеримых на Г функций / таких, что

‘ р/(:)Г'|СГКр< + «>.гДалее, обозначим через Нр. «,[АЛ] класс голоморфных в АЛ функций F, удовлетворяющих условию
* Здесь и вяже под х’ понимаем ту ветвь нтов функции, которая иа полуоси 

(О, -|-ее) принимает положительные значения. . •
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оАналогично, Нр, m [Д*] — это класс голоморфных в Д’ функций F для которых -г •

Wh. u')= supn 1 (*  (ге'?)р’r“ dr } <+°°- (4Z>
Р։ Л вл+1<?<&л+2’։ lJ .*ОСледует отметить, что такие классы в угловых областях при 

p — 'l и —1 <0°<О были введены и исследованы М. М. Джрбашяном и А. Е. Аветисяном [3] (см. также гл. VII монографии [4]), а в случае (3) —автором [1]. Эти классы являются естественными обобщениями на произвольные угловые области классов Нр в полуплоскости. Поэтому они обладают многими свойствами классов Нр. В частности, справедлива следующая теорема (см. [4], теорему 7.5, а также [1], теорему 1).Теорема А. Если F £ Нр,а[Д*],  то-1°. Почти всюду на с?Д*  функция F имеет некасательные 
граничные значения F (С), причем

\Пнр>„ |Г) = {J |Г(С)|₽ |С|» |Л|1 ՛" < 4- оо (5).
и справедливы равенства.

4 -lira Г |F(re'?) - F(re'®>)|'’ г» dr = 0 f/=n, п + 1); (6)J 02°. Имеет место интегральная формула1 Г I f (z), при z £ Д’,2kz J C — z [ 0, при z £ ДЛ,
где направление на д&* п совпадает с направлением положительного՝ 
обхода области Д’.Аналогичная теорема справедлива и для Нр,а [Д nJ-Нам необходимо ввести еще один класс функций. Именно, при условии сходимости ряда (2) обозначим через Нр,„ [Д’; А(Л>] класс тех 
F, которые удовлетворяют условиям:1) F^Hp,a [д-д,2) f (Q -&n (Q> € ^Дп» является граничной функцией некоторой функции из Нр  [Дп].**



280 В. М. МартиросянГрубо говоря, Нр, « [Д^; Л(я>]—это подкласс тех Г из /7р,т|Д*],  которые в определенном смысле допускают мероморфное продолжение в область Ьг., с возможными полюсами в точках последовательности Л'«>. Кроме того, если это продолжение умножить на В±г, то полу՜ ченная функция будет из Нрш [А„].(г) Для удобства читателя мы здесь напомним также определения базисных и минимальных систем.Пусть |х*}1 —система элементов банахова пространства X.Обозначим через ({х*} “; X) замыкание в топологии X линейной оболочки системы (х*]Г.По определению, ,(х*)Г  является базисом ({х*)Г;  X) если любой элемент х£ ({х*) “; X) единственным образом представим в виде суммы ряда ■о
х=2 Ск (х) Хк, 

1-1сходящегося в топологии X. Здесь Ск (х)—комплексные коэффициенты, единственным образом определяемые по элементу х.Скажем, что система {х1}Г является базисом ((х*] “; X), изоморфным стандартному базису пространства 1Р, если существует ограниченный обратимый линейный оператор /?: ({х*}Г ; X)-» 1р такой, что2?(х*)  = {8*. т}Х-1(Л=1, 2,-),где 3», т — символ Кронекера. В этом определении мы через 1Р обозначили пространство суммируемых со степенью р комплексных последовательностей.Далее, система (х1)|° называется минимальной (или топологиче' ски свободной) в X, если ни один ее член нельзя приблизить в топологии X линейными комбинациями остальных членов. Минимальность системы {х1)Г необходима и достаточна для существования биорто- тональной с ней системы, т. е. такой системы ограниченных линейных функционалов |х*]"  с: X*,  чтох;(х„) = чт = Р’ * = т’ (к, т=1, 2,.-.).I 0, к^т,

Формулировки результатов(а) Важную роль при доказательстве результатов этой работы играет теорема о представлении пространства Ьр, и (Г) в виде прямой суммы ее „хороших  подпространств. Прежде чем сформулировать эту теорему, сделаем несколько замечаний.*В пространстве Нр,а [А*]  можно задать норму как равенством (4'), так и равенством (5). Более того, справедливы следующие ут верждения (см. [1], теорему 2): .1°. Нр, ю [Дя] с нормой. (4') является банаховым пространством;2°. Для любого Нр,«[Д'] справедливы неравенства
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2 ’ Р \?1нр ։,[Г) ^14*1  < Ияр Ш[Г | • (7)Пусть теперь Е^НР,* [Д’]. Так как система лучей Г лежит в замкнутой области Д’, то мы можем рассмотреть сужение функции Е 

на Г (на дЬ'п берем граничные значения Е). Легко видеть, что Р полностью определяется своим сужением на Г (см. утверждение 2 теоремы А) и ввиду (4՜) и (5) это сужение принадлежит Ьр, »(Г). При этом, если учесть также (6), получим неравенстваТУ-1» Ия,. < |/=Ц ш (Г) < Ир. (8)Таким образом, Нр, -.[Д’] можно рассматривать как замкнутое 
подпространство банахова пространства Ьр. (Г).Замечание. Из неравенств (7) и (8) следует, что нормы Мяр,и^1> Ннр>вм;]]и IV- определяют в Яр,«. [АД одну и ту же топологию. Этим фактом мы часто будем пользоваться без напоминания.Справедлива следующая теорема о разложении пространства 
ЬР։ .и (Г) в прямую сумму ее подпространств Нр,а [Д’] (п = 1, •••, АО-Теорема 1. Пусть «.(Г) произвольна. Тогда функция / 
единственным образом представима в виде

Л'/ (С) = V /я (С) почти всюду на Г, (9)
п=1где 4 £ Нр, ш [Ад] (п—1,- • •, ТУ). При этом||/п|р.. < Ар, . Р/Цр, м (и=1, • • •, ТУ), (10)

где постоянная Ар,а£ (0, +°о) не зависит от /.(б) С последовательностью Л = {Х} ” ассоциируем систему простейших рациональных дробей {г (С; X«)}“, положив*
г ).*)=(С-Х*)- ,‘(Л=1։ 2,...).Так как (Х*|*  с Д, то ввиду (1) полюсы функций г (С; X*)  расположены вне Г. Следовательно, {г (С; X*)} ” с: Лр>01 (Г). Справедлива следующая теорема.Теорема 2. Для полноты в Тр,^(У) системы {г (С; Х4))“ необходимо и достаточно, чтобы ряды (2) расходились при всех „ = 1,..., ТУ.В частном случае, когда ТУ =2, 01=0, &։=я, ш = 0 и члены по следовательности Л = {X“ попарно различны, утверждение теоремы 2 было установлено С. Н. Бернштейном [5] (см. также [6], стр. 264).Следует также отметить, что утверждения, аналогичные утверждениям теоремы 2 и приводимой ниже теоремы 3, отличными от приведенных в этой работе методами установлены И. О. Хачатряном 3—832



282 В. М. Мартиросян(сообщение на II конференции по применениям методов комплексного՛ анализа, Черноголовка, 1979 г.).;Теперь обозначим через({г(С;Х*))Г;  £,..(Г))замыкание в топологии Ьр,ю(Г) линейной оболочки системы (г(С; >*)) ”• Из теоремы 2 следует, что если хоть при одном л=л0 ряд (2) сходится, то система {г (С; Х»))Г не полна в АЛ|Ш (Г) и, следовательно, ({г (С; X,)}“; ^-/>;»(Г)) не совпадает с ЬР,т (Г). В следующей теореме содержится как теорема 2 (в чем мы убедимся ниже), так и дается полное внутреннее описание пространства ((г (С; Х*))Г;  Ьр. а (Г)) в случае неполноты системы [г (С; >•*)) “.Теорема 3. Класс ({г (С; X*))";  «(Г)) 'совпадает с множен,
ством функций. <р, допускающих представление вида

ф(У=2тп(С), :€Г, (11)
Л=1

где <р„ £ Нр,« [Д’], когда при данном п ряд (2) расходится, и ®я £ С Нр,.а [Д'; Л(я)], когда при данном п ряд (2) сходится.Сформулируем теперь 'критерий минимальности системы [г (С; >л))Г.Теорема 4. Система {г (С; >•*)) “ минимальна в Ар, „(Г) тогда 
и только тогда, когда ряды (2) сходятся при всех л=1,-՛, К.В случае, когда ряды (2) сходятся при всех л = 1,՛--, К, мы построим систему [2 (С; Хл))“с 1ч֊а (Г) (1/р + 1/д = 1), биортогональ- ную с {г (С; X*)}"  в смысле

[ г (С; X*)  ^М|С|“|Л| = Р’ \ = т՝ {к, т>1). (12)J I 0, Аг 7= т,гНаконец, сформулируем последний результат »той работы. Для этого введем еще одно обозначение. Если X*  £ Д„ при данных к и п 
(к > 1, п < К), то положим₽*  = {|Х4|“Н1-Лх։֊?) [р*!»֊««  йе (е֊‘ъ »)։/< ,где 1/р 4֊ 1/д = 1, ш = (1—д)ш.Теорема 5. Если выполняются условияы П ехр (~ >0(Л=1,-• м,4>1 т-1 [Х* я)ехр(— Пв)]*"  4-[Х5в) ехр ( — '

(13)зир }р*)<+°°>  (14)»1
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то система [?*  г (С; *̂))Г  является базисом пространства ({г (С; 
>•*)}*;  кр։П1 (Г)), изоморфным стандарному базису пространства 1Р.

• Полагаем, что направление на совпадает с направлением возрастания |'|,

Если же хоть одно из условий (13), (14) нарушается, то си
стема \г (С; >•*)} “ ни при какой перестановке членов не является 
базисом пространства ({г (С; Х*)}Т;  кр.т (Г)).

Результаты, лежащие в основе доказательств 
сформулированных теоремПусть / £ кр,п (Г). Очевидно, что при всех п =!,•••, имеем 

] (ге‘ >п) г“1՞ £ ЬР (0, + оо). Следовательно, справедливо следующее утверждение (см. [1], лемму 1).Лемма А. При всех п (п=1, •••,Л/) функция(а)=-^ [ Л, С\Г#Л * ֊ ч
аналитична в области С\Г»Я и удовлетворяет неравенству+ о® г г ) ирзир Л \БП (ге1* )|р г“ бг 1 «. И/и«, (15)8л +2' и )о
где Вр, <»^(0, 4՜ оо) не зависит от Более того, функция Бп почти 
всюду на Гвя имеет угловые граничные значения (С), (С),Гвд, соответственно слева и справа от луча Гоп, причем 
/^(ге19") г~" екР(О, 4-оо) и/(С) — Г(~> (С)4՜ почти всюду на ГЧп. (16)В следующих четырех теоремах п = 1,-->, И. Эти утверждения также были установлены в работе автора [1].Теорема В. Для полноты в Нрг„ [Д’] системы {г (С; 1* ։,))*_ 1 
необходимо и достаточно, чтобы ряд (2) расходился.Теорема С. Если ряд (2) сходится, то((г (<; >?’)}£.,; нр..[д;])=нр, . [д;; л<«)].Через ((г (С; Х<д"))]^։; Нр;ю [Д’]) мы обозначили замыкание в топологии Нр,„ [Д*]  линейной оболочки системы {г (С;Теорема Д. Система [г (С; минимальна в НР։П, [Д’ ]
тогда и только тогда, когда ряд (2) сходится.Теорема Е. Если выполняются условия



284 В. М. Мартиросянр 11>4Л) ехр (—17)я)Га — р>л) ехр (—*>„)  ]'я

1 Л (е-4я))р^1 Я бг' Вьп (г)

/-1 [4"’ ехр (— гч«)]*"  -+ [к'я) ехр (- / ^я)“ях<яМ4я) вир (р£*>) ОО, (14),
то система {ЭД.Я) г (С; Ця,)}^.։» где

рЮ = [|4")|“+<>-*«№-«  Ц4Л)|։—" Не(е_/’1л /.։я)Г'1]’("* ) °

является базисом пространства {(г) С; *̂ я))}*- р Нр.*  [Д*]),  изоморф
ным стандартному базису пространства 1р.'

Если же хоть одно из условий [(13'), (14') нарушается, то 
система {г (С; ни пРи какой перестановке членов не яв
ляется базисом пространства ({г (С; )4Я,)}Х.։; Нр •<и [дя !)•Предположим теперь, что при данном л(л = 1,-՛՛, /V) ряд (2) сходится. Положим

(к> 1), (17)где
а, (Чя>) = (0О<р£«) — 1; к>1).

Тогда будем иметьг (С; Х(я>) 2 (С; к£)) <Л = 1, к = т, ,.(£,лг>1),О, к т,
(18)

где направление на <?ДЯ совпадает с направлением положительного обхода области ДЛ (см. [1], теорему 8).
Доказательства теорем 1—5Доказательство теоремы 1. Пусть /я(:£ла(Г). Для данного л (п = 1,- • •, Л/) положимл+). I РРИ *6С\Г& Я,/я ( ) 1г‘+)(х), при ^Г»п; (19>

при г€С\г»д,/л( ) 1гя<->(Д при г6ГЧ (19)где функции />, и Е^~> определяются по лемме А. Тогда, в силу (16), почти всюду на Г справедливо равенство
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/(С) = 3[Л_,(9-Л+’(9]. (20)

л»1Определим теперь функции /я(л = 1,---, 77) следующим обра*  зом: /л(9=/лУ(9֊/л+,(9. при Л = 1,-.-, 77-1;
Тогда равенство (20) можно переписать в виде (9), а из (19), (19') и (15) для всех л = 1,---, 77 будем иметь

/л € Нр, “ [Ад], 1/лОяр, 2 &р, шв/Ир, <0.Таким образом, представление (9) доказано, и, если учесть (7) и (8), из последних неравенств получим также неравенства (10).Докажем единственность представления (9).Пусть /л £ Нр, <, [Ая] (п = 1,- • •, 77) и/1 (9 + • • • + /ы (С) = 0 почти всюду на Г.Отсюда, в частности, имеем лг /1(9 = — 2 /л (9 почти всюду на Г. (21)
л=2Далее, поскольку /։ £ Нр, а [А1], то в силу теоремы А можем написатьХ ГДН л=0> (22)214 »)<.— г 

дл,
ЯС другой стороны, Л 1А*  = А1 и /л €//р, •> [А„]. Значит сужение п=2каждой функции/я (л = 2, •• •, 77) на область Дх принадлежит классу

Нр, »> [△։]• Следовательно, /»-]-------1- /г^Нр, а [Д^ и по теореме А
^Г^.(О+- + А(О] < = (23)

0Д1 Л=2Из этого представления на основании (21) и (22) получаем:/1(9=0 почти всюду на 0ДХ = <?Д։- (24)Но так как функция /г в области Д; представима интегралом Коши по своим граничным значениям на дД։, то Д(г) = 0 при г £ Д*.  Из этого тождества, включения Г£Д1 и (24) окончательно получаем: Д (9=0 почти всюду на Г.Аналогично можно доказать, что /я (9=0 (д = 2, • • ■, ДО почти всюду на Г. Отсюда следует единственность представления (9), и теорема доказана.



286 В. М. МартиросянДоказательства теорем 2 и 3. Докажем сначала теорему 3. Пусть (О;)“—некоторая последовательность линейных комбинаций элементов системы {г (С; X*)) “. Так как эта система распадается на подсистем [/•(»; /4"))|/_։ (Л=1«"’» *̂ )>  то каждое <2; представимо в виде
<2/=3 (25). л=1 ։где (2), п — линейная комбинация элементов системы (г (С; Ц.Л))1Г-1 • При этом С}), п^Нр, И[Д’1, поскольку {г (С; >4">)}“_։ с •[*«]•Если теперь <р £ £л ш (Г), то по теореме 1«Р=3 ?л (?л€Мл<» [△„!)> л—1и согласно (25) получаем

N<р — С;= 3 (?՞ — О/, л)(/ = 1, 2,- • •).Л=1Следовательно, в силу той же теоремы 1 для всех п =1, • • •, .V справедливы неравенстваII?л — О/, л|р,»Ар, с„ — 0/1р, о, (/ = 1, 2, ■ • •).Кроме того, очевидны неравенства
л'й? <2Лр. “> ^2 II?՞ — О/,пИр, “ (у=1> 2> ■ ■ ■)• Л=1Из последних неравенств заключаем, что последовательность (<2/}Г сходится в топологии (Г) к функции ?6£Р,И(Г) тогда и только тогда, когда при каждом п = 1,-՛-, /Vпоследовательность компонент (0.,, л),« сходится в топологии Ьр,а (Г) к соответствующей компоненте ?п функции ?.Таким образом, замыкание в топологии Ьр, ю (Г) системы (г (С; Х*)|Г  совпадает с множеством функций ®, допускающих представление вида ?=?1Н—•+?^ где при каждом п = 1,՛ /Vфункция ?л принадлежит замыканию в топологии Ьр, го (Г) (или, что то же, —в топологии НР։ „, [Д’]) системы (Г (С;Отсюда на основании теорем В и С получаем утверждение теоремы 3.Теперь уже легко доказать и теорему 2. Действительно, если ряды (2) расходятся при всех п=1,---, то из теорем Зи 1 следует, что замыкание в топологии Ьр. (Г) системы {г (С; совпадает с £р,т (Г), то есть эта система полна в.£р,ш (Г).Предположим теперь, что при некотором п = п0 ряд (2) сходится. Тогда, как следует из теорем В и С, класс Нр, ш [Д* ։; А<л«»>] лежит в
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Нр, ■, [Л*̂ ,  не совпадая с ним. Пусть ?л. — функция, лежащая во втором из этих классов и не лежащая в первом, и пусть ^п^.Нр,л [А*],  где п=/=п0. Тогда функция = ------- 1՜ лежит в £АШ(Г), а потеореме 3 она не принадлежит замыканию в топологии £р, т (Г) системы {г (С; X*)) “. Значит в этом случае система {г (С; X*)} “ не полна в £рч»(Г). Этим теорема 2 также доказана.Доказательство теоремы 4. Если при некотором п = лв ряд (2) расходится, то система {г (С; ^£,}))*_1  не минимальна в Нр (см. теорему Д). Иначе говоря, 'существует элемент системы {г (С;принадлежащий замыканию в топологии //р,и>[Д’։] (или, что то же, —в топологии кр.а (Г)) линейной оболочки остальных элементов этой системы. Следовательно, для минимальности в ЬР1 а (Г) системы {г ('; >■*)} “ необходимо, чтобы все ряды (2) сходились.Предположим теперь, что ряды (2) сходятся при всех л=1,- • •, И.Построим систему {2 (С; Х*)) “с Ьр,т (Г), 1/р + 1/д = 1, ^ортогональную с системой {г (С; X*)] “ в смысле (12). Отсюда уже будет следовать минимальность в ЬР,-Ю (Г) системы {г (С; X*)} “.Определим на Г функции 2 (С; Х^Л>) (л = 1,- • •, И; к = 1, 2,- • •) следующим образом:

2 (С; Х(»>) = 2(С;4Я,)С |С|-“֊։, сеч,-2 (С; Х1->)С|С|—>, сеч + ։, (26)
о, сег\(чиг»я+։),где 2 (С; Х»0)—функции из (17).Далее, определим систему (2 (С; X*)) ”, как объединение систем {2 (С; ^я))}* —1 (п=1.։*։> Н) и покажем, что она биортогональна с системой |г (С; Х*)( ” в смысле (12). Для этого сначала заметим, что система {г (С; X*)} “ есть объединение систем [г (С; Х^я>))*̂ 1  (л=1,- • •, Л'). В силу этого, нам надо доказать, что объединение систем (2 (С;(£=!»•'•> М и объединение систем {г (С; Х^л>))“_։ (л=1, • • •> И) биортогональны.Возможны 3 случая: 1) к=т, п = 1; 2) к =# т, п = 1; 3)Ввиду (18) и (26) в первых двух случаях имеем:Гг(С;Х^)О(С; Х(П |С|-|</С| =

= [ г (С; >֊?’) 2 (С; ХЙ>) <Л=Р’ * = т’ (к, т >1). (27)и 10, к т,
д^пПусть теперь п I. Тогда при всех к^֊1 точка я=Х^։> лежит в области Др Кроме того, 2 (С; Х^>) £ Нр, ю [Д /]. Следовательно, в силу теоремы А
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С я (С; л 
A.tc-W1“Учитывая (26) это равенство можно переписать в виде

г (С; Ц->) а (С; Х(0) |С|™ |Л| =0 (к, т > 1).
Отсюда и из (27) следует биортогональность в смысле (12) систем (г(С;к*)}Г  и (2 (С; ).*)) “.Наконец, поскольку функции 2 (С; >֊* Л)) ограничены и при |С|-*—> + оо имеют порядок О (С|~։), то 2 (С; )4'։J) G Н - [Д п ] (1/р -f- 1/д = 1»7, асо = (1—q) о>). Отсюда и из (26) заключаем, что {2 (С; ).*)} “ с £7,«, (Г). Этим завершается доказательство теоремы 4.Доказательство теоремы 5. Пусть условия (13) и (14) выполняются.По теореме Е, при каждом п = 1,- ■ •, N система (ß'n) г (С; >4Я)))£_ является базисом пространства Нр,-а [Д’; Л(я)], изоморфным стандарт՜ ному базису пространства 1Р. В частности, если {1^я,}£.։ £ 1Р, то ряд

А (0=2 Wr>r(C;4n’)} 
*-1

(28)
безусловно сходится в топологии НР։ щ [Д^] и определяет функцию /я £ 
€ Нр. <" А<я>]. При этом справедливо неравенство
где (0, + оо) не зависит от Отсюда на основании неравенств (8) заключаем, что ряд (28) безусловно сходится в топологии 
ЬР, ф (Г) к функции /„ и справедливо неравенство

Пусть теперь —произвольная последовательность из 1Р.Рассмотрим ряд
R М= 2 7*  !ß*  г (•; )■*)}.*-1Представив его в виде
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R М= 2 £ ^я) {₽£-’ (г (С; 

л-1 к-1на основании вышесказанного за к л ючаем, что ряд (29) безусловно сходится в топологии кр,«, (Г) к функции /т = R [у], причем /тС((г(С^ Х*))Г;1*.(Г))  и !/Ш՝С Вгде 5^(0, 4- <») не зависит от 7={1*}Г >.Таким образом, равенством (29) определяется ограниченный линейный оператор R, отображающий 1Р в ({г (С; >•>)}“; кр,т (Г)). При этом очевидно, что R переводит стандартный базис пространства 1Р в систему [р*  г (С; X*)} “. Более того, так как из условий (13) вытекает сходимость рядов (2) при всех п=1,---,Л/, то система {Рл г (С; X*)} “ минимальна и, следовательно, имеет биортогональное дополнение (см. теорему 4). Отсюда вытекает, что разным элементам из 1Р1 оператор R ставит в соответствие разные элементы пространства ({г(С;Х»)}Г;Д,>п.(Г)).Покажем, что R [//>] совпадает с пространствам ((г (С; )•*)) “; 
кр, ... (Г)).Пусть ®—произвольный элемент из этого пространства. В силу теоремы 3 имеем: <р = ------- И где Нр. ш [ Д’; Л։л>] (л == 1, - • -•••, /V). При этом, согласно теореме 1, справедливы неравенствап '"С Ар, а Мр, «։ (п = !,•••, /V), (30)где Ар, <.£((), -}- оо) не зависит от <р.Далее, поскольку при каждом п=1,' • •, ТУ система (С; является базисом Нр,т [Д’; А(я)]> изоморфным стандартному базису пространства 1Р (см. теорему Е), то справедливо разложение?Л(С)=2 т1я)1Йв)г(С;^я>)},
где {1£Л)}^_1 а ряд безусловно сходится к <рЛ в топологии Нр ш [Д’] (или, в силу (8), в топологии кр, .„(Г)). Следовательнолг •»Ф (0 = 2 2 йя> (Р* Л) т (С; )4Я))1 =21*  !?*  г (С; X*)},  (31)Аг=1 к=\где —объединение последовательностей [1* Я,)*-1( Л=1»‘ ‘Очевидно, что (1*}Г  С /р и ряд в (31) безусловно сходится в топологии кр, ДГ) к ®. Значит /?[1] = ®.Итак, мы доказали, что ограниченный линейный оператор R взаимно-однозначно отображает 1Р на ([г (С; X*)} ”; кр, Ш(Г)) и переводит стандартный базис пространства 1Р в систему {₽*  г (С; X*)] “. Следова - 



290 В. М. Мартиросянтельно, при условиях (13) и (14) система {₽*  г (С; X*] “ является базисом ({г (С; X*)} “; Lp, а (Г)), изоморфным стандартному базису пространства 1р.Обратно, предположим, что система {г (С; Х*)}{ “ при некоторой перестановке <з является базисом пространства ֊({г (С; X*)} “; Д,.» (Г)). Тогда эта же система минимальна в LP, ю (Г) (см. [7], стр. 164—171). Следовательно, в силу теоремы 4, ряды (2) сходятся при всех п =1, •••, Л'. При этом существует система [2 (С; X*)} ”, би ортогональная 
с системой {г (С; X*)} “ в смысле (12). Одновременно при всех /։ = !,••• 
• • •, N имеем (<4 Чя))}*--р  = нр.а[д;; л«].(см. теорему С и неравенства (8)).Из приведенных фактов следует, что для любой функции £ 
€ Нр, » [д„; А<">] справедливы равенстваJ т (С) 2 (С; Х</>) |С|» |Л|= 0 (д m, Æ > 1). (32)гКроме того, по предположению {г(С; Х*)|” при перестановке а является базисом пространства ({г (С; X*)}“; £Р1Ю(Г)), а по теореме 3 [Д’ !Л<я>] является подпространством этого пространства. Следовательно, любая функция <р£ ffp. » [Д’; AW] разлагается в сходящийся в тополе • гии Lp, « (Г) ряд ?(Q= 3« с* г (С; х*) (33)

*-։(индекс а означает, что члены ряда а перестановлены). При этом коэффициенты с*  единственным образом определяются по формуламс* = (Q 2 (С; X.) |С|“ |Л| (£ = 1, 2,- • •). (34)L’С учетом (32) из (33) и (34) получаем, что любая функция <р £ сяА.[д;; Л(п)] единственным образом разлагается в сходящийся в топологии Lp, u (Г) (или, в силу (8), в топологии Нр, » [Дл1) ряд по некоторой перестановке системы {г (С; Х£п)))։"_։.Таким образом, для всех n=l,---, N система [г (С; Х][я,))*_1  ПРИ надлежащей расстановке членов, является базисом пространства /7р,> [Д’; Л<я>]. Следовательно, при всех д = 1,-՛-, N должны выполняться условия (13), а также условияsup [/пя>] <-t-oo 
«>։(см. теорему Е).



О замыкании систем 291Но так как max sup = sup |р»), и«<л՜ *>։  *>։то выполняется также условие (14). Теорема доказана.
Институт математики
АН Армянское ССР Поступила 22.VI.1979

Վ. 1Г. (քԱՐՏԻՐՍՍՅԱՆ. ճաոագայյւնհրի համակարգի վրա պարզագույն Ռացիոնալ կոտո
րակների փակության, մինիմալության ու քագիսության մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ստացվել են պարզագույն ռացիոնալ կոտորակներից կազմված սիստեմների 
փակւոիյաե, մինիմալոլթյան ու րագիսության հայտանիշները. կոմպլեքս հա բթության Z “ О 
կետից զորս եկող վերջավոր թվով ճառագայթների վրա միջին կշռային մոտարկման դեպքում, 

Այդպիսի սիստեմի ոչ ւրիվության դեպքում տրված է նրա փակոլյթի լիակատար ներքին 
նկարագիրր, իսկ մինիմալության դեպքում կառուցված է նրա բիօրթոգոնալ սիստեմը։

V. M. MARTIROSIAN. On the cloture, minimality and batienett of tyttemt 
of eymplett rational fractions on a tyttem of rayt (summary)

A criteria։։ of closeness, minimality and basisness on a system of rays for 
systems of rational fractions are established in this paper.

A complete inner description of the closure of such nonclosed systems of ra
tional fractions is given. In the case of minimality of such a system its biorthogonal 
system is constructed.
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