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СМЕШАННАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ЛАПЛАСА В БЕСКОНЕЧНОЙ МНОГОСВЯЗНОЙ 

ОБЛАСТИ

Пусть в плоскости комплексного переменного z — x-\-iy имеем 
окружности |z— а| = Я, |z 4֊ а| = R, \z — a\=r, \г 4- а| = г, которые 
обозначим соответственно через Гх, Г։, Г3 и Г«, причем г /?<^а.

Рассмотрим круговые кольцеобразные области £)։ и Di։ ограни­
ченные окружностями Гх, Г„ Г, и Г4 и бесконечную двусвязную об­
ласть D3, ограниченную окружностями Гх и Г։.

В настоящей работе изучается смешанная краевая задача для 
уравнения Лапласа в следующей постановке: найти гармонические 
в Dn функции ип (z), принадлежащие классу Гельдера С, (£>я) и удов­
летворяющие краевым условиям:

"1 W =А («). =€Г։, (1)

ы։ («)=/•(«)» Г<, (2)

“1 (*) = и» (*) + /։ (z), z £ Гх, (3)
u2 (z) = u։ (z) + f4 (z), z£ Г J, (4)

>■ - ֊^֊ +Л W, * t r„ (5)
onx 0ЛХ

’■ +/. (»). «€ГЬ (6)Cvlg un2

|u։ (x)| < const, (7)

•где fn (z) — заданные на Г/ действительные функции, первые произ­
водные которых удовлетворяют условию Гельдера на соответствую- 

о dtinщей окружности, - ------нормальные производные ил (z) в точках Г,-
Оп/

. (/ = 1, 2), X — положительное число.
В случае односвязной конечно^ или бесконечной области задачи 

.Дирихле, Неймана, Пуанкаре и смешанная краевая задача для эллип­
тических уравнений изучены, например, в работах [1]—[4].

Перейдем к исследованию задачи (1)—(7). Вначале докажем, что 
она имеет единственное решение.

Предположим, что функции ux (z), иг (z) и п։ (z) являются реше­
нием однородной задачи. В силу условия (7) первые производные
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«։ (z) в бесконечности имеют порядок |z|՜2 . Поэтому формула Грина
(см. {1]) для функций ux (z), u։ (z) h3 (z) в областях Z9X, D2 и Z)3 
следующий вид:

имеет

D,

О,

da — —

dux , ux ֊— ds, 
On,

и։ *4
дп2

<?и3 , 

н3 —ds.
071g

(8)

(9)

(Ю)

Умножая (8) и (9) на X, суммируя с (10) и пользуясь условиями 
(3)(6—), находим, что

da -f- X
Д, D,

da = 0,
о,

откуда следует, что

— = — =0 (п = 1, 2, 3), 
с/д dg

т. e.
un (z) = const (n = l, 2, 3).

Так как ux (z) = 0 на Г3, ut (z) = 0 на Г«, и, (z) = ux (z) на Г-

un (z)=0 (n = 1, 2, 3).
Единственность задачи доказана.
Перейдем к доказательству существования решения.
Решение задачи (1)—(7) будем искать в виде

то

X

nx(z) = Re + cx In \z — a| + C2, (И)

us(z)=Re ^>2 (12)

n3(z)=Re <p3
z— a,

+cs In 4- ce> 113)R R

где <р„ (г) и фя (г)—аналитические функции в круге |г| 
воряющие условиям

?д (0) = фл (0) = 0 (п=1, 2, 3),
а са — действительные постоянные.

удовлет-

(14)
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Нетрудно убедиться, что такое представление решения един­
ственно в том смысле, что из равенства нулю и,< (г) следует, что все 
?л (г), фп (г) и сп также равны нулю.

Введем следующие функции:

71 (х) =/1 ('•' 4՜ «)> А (х) =А (Г՜ ~ “)•

А (х) = А (*х + а), А &=/< ֊ а), (15)

А О) = А (/?х + «)• 7« (<) = А (*' ֊ а),

Г„(я)=- Д С/,(т) • — (л = 1,. -, 6). (16)
2т:/ J г "

|-|-1

X — О. гЕсли сделать замену переменной г —------ и положить г0= — , то
г

граничное условие (1) можно переписать так:

Не (г0 ') 4֊ фг (~)+ С11п г + сг] = А (')> М==1-

При |*| — 1 имеет место соотношение

Не Фх ^=Не фх (г) = Яе Фх (т).

Тогда

Ке [?х (г0 т) + фх (т) + сх 1п г+с3] = /1 (х), 1'1 = 1- (17)

Ясно, что в левой части (17) в квадратных скобках стоит анали­
тическая функция в круге |'|<3> Из (17) по формуле Шварца восста­
навливая аналитическую функцию в |я| 1 по значению ее действи­
тельной части на границе, получим

?1 (''о2) + *1 (*))+ сх 1п г + с8 = Гх (я) +гс, |я|<1, (18)
где ^(г) определяется формулой (16), а с—действительная постоян­
ная. Так как при я = 0 функции (г), (г) и (я) принимают дей­
ствительные значения, то в (18) с=0, следовательно

?1 (гог) + Ф1 («) 4’ Сх 1п г 4- С։ = Г! (я), 1*1 <1. (19)
Рассуждая аналогично, из условия (2) будем иметь

?2 (П) г) 4՜ ՛?«(=) + с։1п г 4՜ с4 = /:8 (я), |я]< 1. (20)
Подставим теперь (11) и (13) в граничное условие (3):

Ке [ Тх (') + Ф1 (— ^4 сх 1п /? -Ь с, =
! \ т /
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При |х| = 1 справедливы соотношения:

Яе фг^^=Яе(г0х) , Яе <р3 (-^=Яе<р3 (Г). (22)

Учитывая (22), уравнение (21) перепишем в виде

Ие [<рг (х) + (гох) — ?3 (х) — ф։ (-1—\ - св 1п (х + а0) 4֊ 
\'+ а0/

4֊ сх 1п R 4֊ с2 - св]=/3 (х), |х|=1. .
Отсюда по формуле Шварца (см. [5])

?1 (*) + Фх (г0 2) — Фз («) — Фз (—— с81п (г 4֊ а0) 4֊ 
\*4- ао/

4-с31п^4-с։ — св = Г3 (я) 4- /с, |я|<1* (23)
При г = 0 из (23) имеем

сг 1п R 4- с2 — ф3 (— с։ 1п а0 — с9 = Г3 (0) 4֊ гс, 
\а0 /

откуда
с= — 1т ф3^—• 

\а0 /
Следовательно, условие (3) окончательно переписывается в виде

Фх (*)+ Фг(го — <Рз («) — Фз ~ с5 Ь (г 4֊ а0) 4֊ 
\*4-а0'

4՜ сх 1п R 4- с2 — св = (г) — г 1т ф3 (—\ |г|< 1. (24)
\а0 /

Подставим (11) и (13) в (5):
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Ке?з('-')-±=Ке<?3 -л * / -
Следовательно

). Ие [<р։ (т) т — ф։ (г0 х) г0 х 4֊ с։] +

4- R© Тз (;)г + ■ >;/_2_) ֊֊^ + 
\х+а0/ (т+ а0) х+ а0 =/.(*), М=1.

Поэтому

).[<Р1 (г)г—г0гф!(г0г)4-с։] ֊Н?з(г) 4֊

+ ГтН (4՜) + ֊֊1 =Л, (*)+*» 1֊’1<1. (25)
(г+ а0)2 \г+а0/ г4֊а0

При 2 = 0 из (25) имеем 
с = 0, '(26)

Хс1-Ьс։ = /:։(0). (27)

Те же рассуждения при подстановке (12) и (13) в (4) и (6) при­
водят к следующим уравнениям в круге |г[<^1:

?2 («) +Ф։ (г0 г) — <р3 (—— ] — ф, (г) 4֊ с5 1п (оо֊ г) 4֊
\г—а0)

4֊ с։ 1п R 4֊ с<— св = Г4 (г) — / 1т <р3 (---- — ) > (28)
\ ао /

л [ф2 (г) 2 — ф2 (гог) г0 г4֊с։] 4֊ ,——֊ ( ֊^—¥<-
(2— а0)г \г—а0/

4-^7) 2 4- М- = Г0(=). (29)
а0

Из (29) при 2 = 0 имеем

?.с3 — с։’=Гв(0). (30)
Разделив уравнения (25) и (29) на г и учитывая соотношения 

(26), (27) и (30), получим

'>■ [?։ (^) — го +1 (г0 г) ] 4֊ <?з (г) ; / х, фз (—— — 
(г4-а0) \г4-а0/

. ,^(2)-Г5(0)
г -Ьа0 г

х (г) — г0 фг (гог) ] 4՜ ф։ 1«) 4՜ -—֊—֊ ?з ( —— 4՜ 
(г — а0)՜ \г—а0/

+ с5 = г.(2)-л;(о)
г—а0 . г

(32)
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Полагая в (19), (20), (24) и (28) г=0, будем иметь

с։ 1п г 4- с< =^8 (0), (33)

сх 1п R 4֊ с3 — Ие % с,=Г3(0),

По св  ГI (0)"

Из соотношений (27), (30) и (33) находим, что

с։ =--------------------
2л 1п а0— 2 1п г0 о

- -֊^ (°) - (°Я •+ <°) - (°) - <°> } • (34)

Продифференцировав по г обе части уравнений (19), (20), (24) и 
(28) и решая полученные уравнения совместно с (31) и (32) относи­
тельно

Ф1 (г), фг (*)» ?з(г), 'Ы2)> 'Мг)> Фз(«),
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+ к2£е._>ли+ЛЫ֊^(°)|,
а0—г г ]

где с8 определяется формулой (34).
Введем банахово пространство В вектор-функций

Ф = (Ф1։ Ф2, ф„ Ф4, Ф։, Ф„), (36)

аналитических в |г|<^1, непрерывных в |г|<^1, с нормой
6

ЦФ5=У 1фт{. |Фтй=п։ах |Фт (г)|.

Тогда система (35) в В запишется в виде
Ф = ЛФ 4-(7,

где К— некоторый линейный вполне непрерывный оператор е В, С (г) — 
известная вектор-функция, выражающаяся через Гт (г) (/п=»1,-- -, 6), 

а ф (*) = (ф1 («)> ?г(г)> Фз(г), '|»х (г), ф։(г), фз(г))
— искомая вектор-функция.

Так как однородная задача имеет только нулевое решение, то 
однородная система (35) (при Ет (г)=0) также будет иметь только 
нулевое решение. Следовательно, уравнение (36) всегда разрешимо. 
Таким образом, доказано существование решения задачи (1) — (7).

Замечание. Пусть Гх, Г2, Г։> Г4, и £>2 те же, что и в рас­
смотренной задаче, а —трехсвязная область, ограниченная окруж՜ 
ностями Г1։ Г2 и |г| = р (р^>а-(-/?)- Изложенный выше метод можно 
применить и для решения следующей краевой задачи: найти решение 
уравнения Лапласа в областях и Г)3 удовлетворяющее усло­
виям (1)—(6) и условию

И։(г)=Л(*)» И = Р-
Решения их (г) и н2 (г) данной задачи ищем в виде (11) и (12), • 
и3 (г)—в виде

и3(г)=Ре[ <р։ + +
[ \г—а/ \г+а / \ Р /3

+ с։ 1п |г + а| + св 1п |г — а| 4֊ с7.
За постановку задачи и постоянное внимание автор выраж ает 

искреннюю благодарность профессору Н. Е. Товмасяну.
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Ռ. Ա. ԱԼԻԽԱՆՅԱՆ. հաոբ եզրային իւնզիր Լաւզլասի հավասարման Տամար ա&վերչ բազ­
մակապ տիրույթում (ամփոփում)

Աշխատանքում հետազոտված են խւսռր եզրային խնդիրներ Լապլասի հավասարման հա­
մար կոնցենտրիկ և էքսցենտրիկ շրջանային սզակաձև տիրսպթներումւ Ապացուցված են դրված 
խնդիրների լուծման գոյությունն ու միակությունը)



Смешанная краевая задача 275

R. A. ALIKHANYAN. The mixed boundary problem for Infinite and 
multiconnected domain* for Laplace equation (summary)

The mixed boundary problems for Laplace equation is studied for concentric 
and excentric circular ring domains.

The existence and uniqueness of the solution of the mentioned problems is 
proved.
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