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НЕКОТОРЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ 
ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ДИФФУЗИОННЫХ ПРОЦЕССОВ

И СООТВЕТСТВУЩИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

Как известно, каждому диффузионному процессу соответствует 
некоторый эллиптический, быть может вырождающийся, дифференци
альный оператор второго порядка. Решения основных краевых задач 
для этого оператора могут быть представлены в виде средних значе
ний подходящих функционалов от траекторий соответствующего про
цесса. В этой работе мы прямыми вероятностными методами изучаем 
траектории диффузионного процесса, зависящего от малого парамет
ра в. Соответствующие задачи для дифференциальных уравнений от
носятся к случаю так называемого нерегулярного вырождения, т. е. 
к случаю, когда решение вырожденной задачи неединственно. Приме
нение современной техники теорем о больших уклонениях [6], позво
ляет найти главный член асимптотики 'функционалов от траекторий 
процесса при в -»0, и, следовательно, асимптотику решений соответ
ствующих краевых задач.

В заметке содержатся доказательства некоторых теорем, сфор
мулированных в [4] и ряд новых результатов.

Пусть £>={(х, у): |х|<1, |у| < 1}.
Рассмотрим в £) краевую задачу

£■ «■ (х, „) - А + 4- (х,у)
2 дх

+ .*•(«■ у) у) ■ (I)

“*(*• 1)1г+ = ф (х, 1), и' (х, —1)1г_= ф (х, —1), ^_1 =0,
<?х|ж-±1 

где
Г+ =* {х: 6’ (х, 1) > 0}, Г_ = {ж: 6’ (х, -1) < 0},

Ф (х, 1), Ф(х, — 1) — непрерывные функции на [—1, 1].
Решение задачи (1), по крайней мере, обобщенное, всегда суще

ствует, но без дополнительных предположений оно неединственно 
(см. [4]).

Потребуем, чтобы для каждого у0£ [— 1, 1] нашлось х0 = х0 (у0) 
такое, что либо Ья (х0, у)>0 при у>у0, либо 6’ (х0, у) <0 при у<у0.
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Это условие обеспечивает единственность решения задачи (1). Если 
z\ = (xj, у\) — процесс в D с отражением по нормали к границе 
|х] — 1, управляемый оператором L*, х* = min {/: |^j|= 1), то доказы
вается, что единственное решение задачи (1) можно записать в виде-

(х> У) = М'՝У f (х‘,, y'J.
В заметке изучается поведение решения и* (0, у) задачи (1) при 

б — 0.
На отрезке [—1, 1] рассмотрим диффузионный процесс х/, уп 

равляемый оператором 

1 d2
2 dx2

+ b1 (х, у) ~ =-Ly 
dx

с отражением в концах отрезка, у £ Ry — параметр. Пусть ту (х) — 
плотность инвариантной меры этого процесса.

Обозначим
1

b (у) = J b3 (х, у) ту (х) dx.
֊1

Рассмотрим дифференциальное уравнение

yt =Ь (yt(z)), yt(z) = Z. (2)

Для у\ будет справедлив принцип усреднения: для любого о>0, 
7'£[0, со), для любых х, х£[—1, 1]

lim Р*- !рог (у', ÿ)>S)—O, 
•40

где yt — траектория динамической системы (2), р (<р, <j<) определяется 
как sup — ф4|, где <р и 6 элементы пространства Cor (R1) непре 0<з<Т
рывных функций на [0, Г] со значениями в R1 (см. [6]).

Введем в рассмотрение функционал действия ([6]). Пусть р = 
= H (ÿ> ?)— собственное значение задачи

-уТТ + 61 <*» У) Т՜ +'^2 <*» y^v = v֊ v>2 dx* dx

хС (—i, i), ֊ ,=о
dx х- ± 1 

с наибольшей вещественной частью.
Здесь y^R1 и Р £ R1 — параметры.
Имеет место ([6])
Теорема А. Собственное значение р=р(у, Р) однократно 

дифференцируемо по параметрам и выпукло по р. Для произволь
ных ступенчатых функций zs: [0, Г]—►Z?1, р,: [0, T]-» R1 равномер
но по х, у
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Г г
lim в In М‘ ? exp { — J 6’ (х,/։> zs) ds | s j P (zs, M ds.

0 U

Определим функцию L (z, X) как преобразование Лежандра от р (z, P) 
по параметру р:

Z(z, X) = sup [Хр—|i(z, P)].
?

Функция L (z, X) выпукла вниз по X и неотрицательна. Там, где 
£ (.z, X) оо вта функция непрерывна по X. Действительно, имеем 
Х-0— ц (z, 0) = 0 и тем, самым, sup [Хр — р- (z, Р)]^-0. Выпуклость 

Р
вниз L (z, л) по X следует из того, что (z, Р) выпукла вниз и из 
свойств преобразования Лежандра.

Для абсолютно непрерывных функций ф Ç Сот (Л1) положим
т

Sot (ф) = JА (фа» фа) ds, 

Ü
для остальных ф^Сог (R1) положим Sot (ф)= 4՜ го- Отметим два свой
ства функционала Sot (ф), которые нам в дальнейшем понадобятся.

1. В пространстве Сот (R1) функционал Sot (ф) полунепрерывен 
снизу, что вытекает из результатов главы 9 монографии [5].

2. Множество Фа=(ф£ Cor (R1), •$от(ф)-Са, Фо=хо) компактно в 
пространстве Сот (R1).

Доказательство. Из ограниченности коэффициентов Ь1 (х, у) 
и 6։(х, у) вытекает существование /?0^>0 такого, что L (z, Х)= + оо 
ПРИ I?, > Поэтому множеству Фа могут принадлежать только те 
функции ф, у которых |фа| Ro для почти всех z Ç [0,7]. Отсюда 
следует равностепенная непрерывность и равномерная ограниченность 
функций ф^Фа. Теперь компактность Фа следует из полунепрерыв
ности функционала и. теоремы Арцела.

Нам понадобится также следующая
Теорема В (см. [6]). Пусть выполнены условия теоремы А. 

Тогда функционал Sot (ф) будет функционалом действия для се
мейства процессов у\ в пространстве Сот (R1) при s -> 0, то есть 
для всех а, 8, А^>0 и ф Ç Сот (R1) найдется Sg >0 такое, что при е<е0

{por(ÿ‘, ф) <8} >ехр (—в՜1 (5от(ф)+Л))>
Р/{рог .(Г> Фа)1>8}<ехр (s_*(a —Л)|.

Для каждого 3^>0 найдется а ^>0 такое, что

Л,֊ (рог (у‘. у) > 8} < ехр {---- -- •
I a J

Рассмотрим теперь усредненную динамическую систему (2) на 
прямой.
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Предположим, что траектории усредненного уравнения, исходя 
из любой точки —1,1|, выходят из этого отрезка. Тогда, очевид
но, функция b (у) не меняет знака. Этот случай рассмотрен в рабо
те |4].

Пусть теперь траектории усредненного движения не выходят из 
интервала (—1,1). Пусть 6(1)<.0, 6(—1) }> 0 и функция b (у) 
обращается в нуль в точке q£(—1, 1), отрицательна при и по
ложительна при у < q. Обозначим

V(ÿ)=Jnf (Sor (q?): ® (0)=ç, <?т=у, Г>0).
Из условия, наложенного нами для обеспечения единственности реше
ния задачи (1) вытекает, что пйп’(И(1), И(—1))<С °°» И (</)== О и 
V (у) непрерывна.

Теорема 1. Пусть И(1)<^ —1) и ф (х, !)■= ■b1 = const.
Тогда lira ul(x, у) = Фг «-.о
Для доказательства теоремы нам понадобится следующая
Лемма а) Для любого а > 0 существуют такие положитель

ные константы а и То, что для любой, функции ?5, принимающей 
при s С [О, Т] значения в множествеО X N, где 7V={[—1, l]X[ç — а, 
ç + “]}> имеет место неравенство Snr(^)^>a (Т— 7^);

б) для любого а > 0 существуют положительные константы 
с, То такие, что при всех достаточно малых е для любого 
{х, y)£D\N

{t«> Г) < ехр | - с(Г~Го)].,
I 8 J

»де
■с«—inf {<: (х{, у*) ç

Доказательство. Для (х, y)£D\N обозначим через t (у) 
момент первого выхода решения у1 (у) из D\N. Так как q—устойчи
вое положение равновесия динамической системы, то т (у) со для 
всех (х, у) Ç D\N.

Так как yt{y) непрерывно зависит от у, то функция с (у) по
лунепрерывна сверху. Значит она принимает где-то свое наибольшее 
значение max х (у) = 7\. Положим То = Тг 4- 1 и рассмотрим все функ
ции , определенные при 0^ t Тй, принимающие значения только в 
D\JV, для которых Sor (?) <С °°- Множество таких функций замкнуто 
и в силу полунепревывности снизу функционала действия на этом 
множестве достигает минимума А, который положителен, так как сре
ди рассматриваемых функций ? нет траекторий динамической систе
мы. Итак, для всех таких функций Sot, (?) А > 0, для функций, 
проводящих в D\N время Г>2Г0, Sot (?) ~^-2А и т. д.

Вообще
-1)

1 1 о J ՝ J о /
= а(Г֊Г0).
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Пусть константы а и То выбраны. Для произвольой точки (х, у) £ 
Ç D\N и 77> То обозначим через Фо (у) множество функций <fi, 0 <

T, ф0 = д, Для которых Sur (®)-Са (Г—■ То). Все функции из 
Фо (у) выходят из D\N на протяжении отрезка [0, 7]. Применяя вто
рое утверждение теоремы В, получаем

P [t«> T] < P {pur (у', Фо) > 8} < ехр {- Н [а ( Г— Го)- Л]} =

Этим заканчивается доказательство леммы.
Перейдем к доказательству теоремы. По условию </= И(—1)—

— К(1)^>0. Выберем 8^>0 так, чтобы И(—1)— И(14'8^>—. Обо-
Л»

значим через Ф совокупность всех функций ф, соединяющих отрезок 
Г,= {[—1,’1]Х (#=<?)) с отрезком Г+» = {[—1, 1]Х(д=14-*)). Ясно, что 
траектории д}, лежащие в о-оркестности кривых ф £ Ф, выходят на 
Г1=([—1, 1]Х(д = 1)}. Выберем число |* так, чтобы выполнялись 
следующие условия:

1) существует функция ф5, Фт, £Г?, фг,£ Q+ U Q-, где Q+ ={[—1, 
1]Х (y = q + Р)}> Q- = {[—1, 1]Х (у —q — ?)}, такая, что 5т,т,(ф)<</;

2) Q={[—1, l]X[g— F, q + и]} CD.
Введем случайные моменты времени

т° = 0, o1 = min {/: />"°, (х{, у') £ Q+ U Q-J,

ап - min [f: t > t'՜1, (xj, у]) C Q U Q-),

't" = min U: Z>a«~։, (xj, g‘) 6 Q+U Q-U Гхи rsJ

и рассмотрим цепь Маркова z„ — (x*n, y‘n) на фазовом пространстве 

Qi- U Q- U TjU Г,. Теперь рассмотрим цепь г„, которая получается из 
zn путем остановки на ГхиГ։. Обозначим через А событие: цепь zn 
достигает множества PjU Г2 за один шаг; Л^цепь достигает множества 
1\ за один шаг; А2 = цепь достигает множества Г8 за один шаг. Для 
любого А> 0 существует е0 > 0 такое, что вероятность Рх, у (AJ при 
е<Сео> (х> у) Q+U Q- удовлетворяет неравенствам

-’’-л -р+л
е * < Лг.уСАХе ‘ , где v3= И(1 4-8).

Аналогично для Рх, у (Д8) имеет место
-р-л -’«+л

е < Рх, у (Л։) < е , где U2=Z(—1) (см. [1]).

Ясно, что Рх, у(А1/А) -* 1, РХ։ у (Л2\ А) -» 0, ^ак как и3<^и։. Обо- 
•-И) ։-»0

значим через т — момент достижения множества
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Г1иГ։:-: = т1п {*: (х$, 

л оценим вероятность
Р'Х։У {^=-1) (х. уКЗ+и(2-

,{₽’=-1}=2 Ъ, , 1. * = **} =

= 2 <, у У {»16 <2+ и 0-,• • ֊, Ук-г 6 С+ и <2-, у* = - 1/Р <х*-1 } ==

= 2 Л^,уХ<У։€«+и<?-. "-.у»-^«+> Р'х.у '^Ук = —1/^<^-։} +

+ 2 М՝х> уХ{у։в?_и<?_.--. у*_1€<?_> Рж, у (У* = —=

= 2 Л^х.у *{у.«г+ио_,--. У4-1€<?+} р‘. . , {У1 = —1}+

+ 2 л/* у Х{У։е<г+и0_...,у4_16Сг_> Р* {У1=—1}<
к ~ — л—л--1

-Й+л
<е (2 у ^у«б<?+и у*_։€<2+} 4-

+ 2 М1Х։У ^{у։е<г+и<?_.--, у*_։ее_}) ։՜* О-

Итак, имеем Рх {ут =— 1] -»0 и значит Рж,у (у-с -• 1) —* 1. ’ ' • —О »-*0
Теперь уже утверждение теоремы следует из формулы и* (у) = 
= Му'Ь (у\)-

Рассмотрим теперь случай, когда усредненная система имеет не
сколько положений равновесия на интервале (—1, 1). Пусть д1} у։, •• 
•••» У‘ € (—1» 1)« занумерованные в порядке возрастания устойчивые 
положения равновесия системы (2). Мы считаем, что в точках дь по
ле Ь (д) меняет знак с плюса на минус. Между любыми соседними 
точками дь, ук+1 имеется неустойчивое положение равновесия г*, в ко
тором Ь (д) меняет знак с минуса на плюс. В остальных точках 
Ь(у)=£$-

Обозначим д0=- — 1, де±1 = 1, £ = (0, 1,- • •, /), Ь = [0, 1, • • •, /4- 
+ 1). Положим И։) =1п£ {5ог(<р): Сог(Р1), ?0 = У‘> ?г = дь 
Т^> 0) при ։ £ £, / £ £; Уо, 1 = Ув+1, в = -|- °°, Уо. -1 = 0. Первый мо
мент выхода процесса д\ из (—1, 1) обозначим т։;т‘ = т{ {<:|у'| = 1).

Теорема 2. Предположим, чтпо

.достигается при единственном значении к = к*. Пдсть г/с — не
устойчивое положение равновесия, разделяющее точки др и д^+г- 
Тогда
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lim PXl у 1у‘,=—1] = 1, при x£ (—1» 1), y^zt't

lim Px,y {։/’ =—l} = 0, при x£( —1, 1), y">zk-. «-*o '*
Если ф|. (x) = Ф+ = const, •{»_ (л) = ՛!>_ = const, mo lim и' (x, у) = 'p- ։-»0 ’
при y<Z֊t' и = 4*+ при y>Zf.

Замечание 1. Легко видеть, что точку Zk՛ можно определить 
ив условия min Ф (z) = Ф (z*>), где

—։<։<!

Ф (z) = inf {Sot (?); Cjr С^1) : ?о = 2» ?т =— 1} +

4֊ inf {SoH?); ? t Cor (Я1), ?o = z> tr = 1}.
Замечание 2. Если b (x, —1) < 0 и b (x, 1) ^>0 при всех 

x£[—1, 1], то можно не предполагать, что <]»+ (х) и (х) — кон
станты. В этом случае

1 1
՛!<+= j ф+ (х) тг (х) dx, = Г-Ь_ (х) т֊\ (х) dx. 

- 1 -1
Наметим доказательство теоремы 2. Опишем разбиение множе

ства L на иерархию циклов. Определим у’в, где В — отрезок множе
ства LB — (i, r-l-1,-'*, k) BcL следующим образом:

■ _(г 1 к. *-1 + ***-|- И/ +1, / Vi, i +i 4—*4֊ И*_1, к
1^4*1 V*. *-14------ F 16 +i, i 16, i +1 4-------

Введем еще функцию jn (/), i^_L, n = 0, 1, 2, с помощью равенств 
У° (0 = 6 J1 (') =7Ш>i" (О =j{in~՝w Для каждого i£L рассмотрим 
последовательность у1 (։"),*•*, у* (։'),*• *. Пусть п—наименьшее число, 
при котором в этой последовательности начнутся повторения: 
n = min |Л:у* (։) =у*+։ (/)). В этом случае циклами первого ранга, по
рожденными состоянием i, назовем упорядоченные группы

{։)» {/ О՜)}." •> I/՞՜1 (')}> {jn (0 UyB+1 (։)).
Если же такого п не существует, т. е. при некотором т jm (i)= »4-1, 
или уш(/) = 0, то циклами первого ранга, порожденными состоянием 
г, назовем (։}, (у4 (։)),***, {у'т-։ (։)}•

Циклы к-ro ранга или короче it-циклы определяются рекуррентно 
Пусть — все Циклы ранга к—1. Будем говорить, что
цикл nJ՜1 следует за циклом я^՜1 и писать я*-։ -» я*՜1, если уп»—1 €

П^՜1, где П^-1 — множество точек из L, принадлежащих циклу
Рассмотрим какой-то цикл «J՜1 и последовательность я*-1 — я*-1 —► 

я՞-1 —».... Пусть т — наименьший номер, при котором Л
я*~’ = Тогда будем говорить, что цикл я*-1 порождает циклы
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к-го ранга М՜*J, {«?“’» f՜/*՜’.}- Если же такого m не су-
шествует, т. е. для какого-то m ]ць-1 = 1-{Л или /nt-i=0, то бу- гп m
дем говорить, что цикл "*“։ порождает циклы кто ранга f71?՜1), 
{«*“’},- ■ •, I17*՜՜1]՛ Отдельные точки множества L будем называть,
циклами нулевого ранга. Пусть какой-то цикл, П=(/, /+!,-••, £|. 
Назовем основным состоянием цикла " такую точку d (~):

<*(«>-(' /" = <’-։
It Л = 4+1.

В случае общего положения это состояние единственно.
Обозначим к* (։) £-цикл, содержащий точку i. С увеличением к 

П* (/) не убывают. Существует такое s, что для всех (/) =
= Ti'+։ (/). Пусть "*,•••, — всевозможные s-циклы. На множестве
П = (z, /1,• • •, к} каждого такого s-цикла (содержащего больше 
одной точки), рассмотрим последовательность стрелок (/ -»у+1), сое
диняющих ։ с £4-1, если d (тс)=к или (/-»у—1), соединяющих £ с г—1 
если d{~) — i. Тогда для любого L мы будем иметь последователь
ность стрелок, ведущих либо в 0, либо в Z-pl.

Пусть min (yi — yi-i) >2 р.

Обозначим Г։= ((у, —|i) X [—1, 1]} U [(у/ + р)Х[ — 1, 1]},
ъ = &/Х[-1,1]}.

Рассмотрим марковский процесс |xj, yj|. Этот процесс порож 
дает марковскую цепь zn на фазовом пространстве U Ya U • ■ • U Ye. 
Для определения цепи zn Введем случайные моменты т„ и ап

t0 = min {Z; (xj, у‘)^ U Y i},

3j = min {Z: f>T0 (xj. U Г/},

o„ = min (f: Z>rn_։ (xj, y$£ U П),

-n = min {/: t > o„_։ (xj, y\) £ U Yi}.

Положим z4 = (x^, y՝J. Если в какой-то момент цепь находится в 
множестве Y/ и р выбрано достаточно малым, то вер оятность перехо 

да за один шаг в множество Yj (/=Z-{-1, ։—1) близка к ехр

(см. [1]). Для дальнейшего нам понадобится следующая
Лемма. Пусть (г, ։ + !,-••,£)—цикл.

\ = Vi. i+i + • —j- V», *+!, — Vi, i ֊1 -|-------(- V>,, *-i .
Если < Sa, то исходя из любой точки множества Yj i^J С£ 

цепь zn сойдет на множество У*+։ с вероятностью, стремящейся 
к 1, а на множество Yi-i с вероятностью, заключенной при ма
лых е между величинами ехр {е՜1 [5Х—5г + (£—г 4֊ 1) А]}. Если 
2-832
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5i > 53, то цепь z„ сойдет на K/^i с вероятностью, стремящейся 
ж 1, а на У*«-1 с вероятностью, заключенной при малых в между 
величинами ехр [в՜1 [5։—5Х±(^—/Л]), где h—наперед заданное ма
лое положительное число.

Доказательство проведем по индукции ;~t ; 777՜ . Из
точки i за один шаг zn сойдет на i-f-l с вероятностью заключенной 
при малых в между величинами ехр { — в՜1 <+։± 'j j, а в точку

—1—с вероятностью, заключенной между величинами
■I
ехр )—в՜* X f И/, <_։±(см. [1]).

___ Шаг индукции.
/ /+1... к *+!•.. 4

5j < 5։, 5j<54, где 5j= Vi, /+։ + ••• +И4, *+։
53 = Vl. l — l 4՜ • • • + Vk ,*_j ,S։= Йд+l, *+ ■ • • + Иг, г-1, 

54= И*-Ц, *+2 +•••+ Hj, ։ + l .
Переход в (s-|-l)-e состояние каждый раз будет происходить с 

вероятностью, заключенной при малых в между величинами ехр (—в՜1 
(54 — 5։ ± кг Л){, а в (i— 1)-е состояние каждый раз с вероятностью, 
заключенной при малых в между величинами ехр (—в՜1 (5։—5Х± кяк)\- 
Ясно, что если 5։— 5^ < 5« — 5։, то переход влево происходит с ве
роятностью, стремящейся к 1, при малых в, а вправо — с вероятно
стью, заключенной между величинами
ехР 1 8-1 (51 — 5,— 52 4֊ 5Х± &3Л)], где 5<4-51 = 16,/+|+• •--bK.j+i, 

5։ + •%= И։ ,1-14֊ • • • 4֊ Иг, 1.
Итак, лемма доказана.

Теперь на основании доказанной леммы легко понять, что цепь 
zn из множества U Yi перейдет в множество Y։ (ж). Ясно также, что <6П
для всех к, к < к* последовательность стрелок, введенных выше, ве
дет в 0, а для всех т, т > к* 4՜ 1 последовательность стрелок ведет 
в Z4-1.

Вернемся к поведению процесса (xlt, yj). Прежде всего из точки 
(х, у) траектория процесса с вероятностью, близкой к 1 при малых, 
в, следуя вдоль решения yt (у), достигнет множества Yi{y)‘. затем бу
дут совершаться переходы в соответствии с введенной нами цепью 
Маркова. И в конце концов выйдет за границу.

Автор приносит благодарность В. В' Сарафяну за обсуждение 
рассматриваемых задач и ценные замечания.
Армянские государственные 
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Ռ. Դ. ՍԱՖԱՐՅԱՆ. Որոշ եզրային խնդիրներ փոքր պարամետրերով' վերածվող դիֆու- 
զիոն պրոցեսների և համապատասխան դիֆերենցիալ հավասարումների համար (ամփոփում)

Հավանականության ուղղակի մեթոդներով ուսումնասիրվում են փորր պարամետրից կախ- 
վաե ղիֆոլղիոն պրոցեսի հետադեերրւ

R. G. SAFARIAN. Some boundary value problem։ with »mail parameter 
for degenerate difueton procetie* and corretponding differential equation*

• (summary)

The orbites of difusion processes depending on a small parameter are conside
red by direct probability methods.
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